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[ | A szerz6ktél

KEDVES GYEREKEK!

Ebben a tanévben folytatjatok az algebra tanulasat. Reméljik, sikerilt
megszeretnetek a tudomanynak ezt a fontos és szép agat, igy érdeklédéssel
sajatitjatok majd el az Gj ismereteket. Bizunk benne, hogy ebben nagy segitségetekre
lesz az a tankdnyv, amit most a kezetekben tartotok.

Ismerkedjetek meg a felépitésével!

A tankdnyv harom paragrafusbdl all, a paragrafusok pedig fejezetekbdl.
A fejezetekben talalhaté az elméleti anyag. A legfontosabb tudnivaldkat félkévér
vagy délt betlivel emeltik ki.

Altaldban az elméleti részt példafeladatok megoldasaval zarjuk. Egy-egy
feladatnak tobb megoldasa is lehet.

A fejezetekben olyan feladatokat is taldltok, amelyeket o6nalléan kell
megoldanotok, ezért azt ajanljuk, hogy csak az elméleti rész elsajatitdsa utan
fogjatok hozzajuk. A feladatok kodzott van konnyl és kdzepesen nehéz, de
talalhattok nehezeket is, ezeket csillaggal (*) jeldltik. A tudasotokat le is
ellendrizhetitek, ha elvégzitek a Tudaspréba rovatban talalhato tesztfeladatokat.

A tankdnyv tiz fejezetét a Nem hagyomanyos modszerek alkalmazasa rovat
zarja. Ebben olyan feladatokat gyd(jtottink 06ssze, amelyek megoldasahoz
nincs sziikség kulénleges algebrai tudasra, csupan egészséges gondolkodasra,
leleményességre és ratermettségre. Ezek annyira hasznos feladatok, mint a
szervezetnek a vitamin. Segitséglikkel megtanulhattok varatlan, a szokvanyostol
eltéré dontéseket hozni nemcsak a matematikaban, hanem az életben is.

Ha a hazi feladat elvégzése utan marad még egy kis szabad id6tdk, javasoljuk,
hogy nézzetek bele A hazifeladat elvégzése utan és a Tudj meg t6bbet! rovatba.
Az itt talalhaté anyag bonyolult, de annal nagyobb kihivas lesz megbirkdzni vele!

Hajra! Sok sikert!
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KEDVES KOLLEGAK!

Bizunk benne, hogy tankényviink megbizhatd segitséget fog nyujtani Onok-
nek a nem kdnny(, ugyanakkor nemes munkajukban, és érominkre fog szolgalni,
ha hasznosnak talaljak ezt a segédeszkdzt.

A kdnyv hatalmas és szertedgazo didaktikus anyagot tartalmaz. Ezért egyetlen
tanév alatt lehetetlen megoldani valamennyi feladatot, de erre nincs is sziikség.
Viszont sokkal kénnyebb gy dolgozni, ha tudunk véalogatni a feladatok sokasa-
gabol. igy lehet6vé valik, hogy az oktatas folyaman a tudasszintnek megfelel6en,
egyénileg is foglalkozhassanak a tanulokkal.

A hazifeladat elvégzése utan rovat anyagait fel lehet hasznalni a matematika-
szakkorokon és a fakultativ foglalkozasokon.

Munkajukhoz szakmai sikereket és tiirelmet kivanunk!

\ Egyezményes jelek

n° elégséges és kozepes szintli ismereteket igényl6 feladatok;

n megfeleld szintl ismereteket igényl6 feladatok;
magas szint( ismereteket igényl§ feladatok;

ri feladatok matematika-szakkorok és fakultativ foglalkozasok szamara;

a tétel bizonyitéasa, példafeladat megoldasa;

m komputer segitségével megoldhaté feladatok;

A héazifeladati elvégzése utan rovat.

Zo6ld szinnel jeldljik azoknak a feladatoknak a sorszamat, amelyeket hazi
feladatra ajanlunk, kékkel pedig azokat, amelyeket az egyéni képességeknek
megfelelden a tanar javaslatara szoban is meg lehet oldani.



EGYENLOTLENSEGEK

Ebben a fejezetben megtudhatod, hogy mikor tekinthet6 az a szdm na-
gyobbnak (kisebbnek) a bszamtél; megtanulod az egyenlétienségek tu-
lajdonsagait; megtudod, mi az egy ismeretlenes egyenlétlenség, illetve
az egy ismeretlenes egyenlétlenség-rendszer megoldasa.

Megtanulod felbecsiilni a szadmkifejezések értékét, igazolni az egyen-
I6tlenségeket, megoldani az egy ismeretlenes linearis egyenl6tlensége-
ket, egyenlétlenség-rendszereket.

I 1. Egyenl6tlenségek

A gyakorlatban gyakran kell mennyiségeket 0Osszehasonlitani. Példaul
a tornaterem teriilete nagyobb az osztalyterem teriileténél, Ukrajna teriilete
(603,5 ezer km2) nagyobb Franciaorszag teriileténél (551,5 ezer km2, A Roman-
Kos hegy (1545 m) alacsonyabb a Hoverlanal (2061 m), a Kijev-Harkov tavolsag
(450 m) az egyenlité 0,011 részével egyenl6.

Ezen 0Osszehasonlitdsokat egyenl&tlenséggel tudjuk leirni, a <, > jelek
segitségével.

Ha az a szdm nagyobb a b szamnal, akkor ezt igy irjuk: a > b, ha viszonta b
nagyobb az a szamnal, akkor pedig igy: a < b.

Magatol értet6dd, hogy 12 > 7, -17 < 3, > >E,' \i2 >1. Ezen

egyenl6tlenségek igazsagtartalma a valés szamok 6sszehasonlitasara vonatkozé
szabalyokbdl kévetkezik, melyeket az el6z6 osztalyokban tanultal.

Viszont két szdmot nemcsak az eddig ismert szabalyok alapjan lehet &ssze-
hasonlitani. Egy masik modszer, vagy inkabb altalanos eljaras, azon a kénnyen
belathat6 okfejtésen alapszik, hogyha két szdm kiilonbsége pozitiv, akkor a kiseb-
bitend6 nagyobb a kivonanddnal, ha pedig negativ, akkor a kisebbitend6 kisebb a
kivonandonal.

Ezen okfejtés alapjan célszer( elfogadni az alabbi meghatarozast.

Meghatarozas. Az a szam nagyobb a b szamnal, ha az a- b kuldnbség
pozitiv, és az a szam kisebb a b szdmnal, ha az a - b kiulénbség negativ.

Ez a meghatarozéas lehet6séget ad arra, hogy két szam 0Osszehasonli-
tdsakor a szadmok kllénbségét vizsgéaljuk. Példaul, ahhoz, hogy
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06sszehasonlitsuk a —sz és 2-73 kifejezések értékét, vizsgaljuk meg a
2+\3
kiulonbséguket:

2 2 J0) 2-(2-~)(2 +701) 2-(@4-3) 1

2+73 2+73 2+73 2+T1
Mivel lj:>0, ezért 2j:>2-73.
2+73 2+73
Megjegyezzik, hogy két szam kilonbsége lehet
a> pozitiv, negativ, de lehet nulla is. Ezért barmely két a
B A és b szamra csak az egyik relacié teljesiilhet: a > b,
1 1 a<b a=h
Ha a > b, akkor a szdmegyenesen az a szamot jel616
1.1. abra pont a b szamot jel616 ponttdl jobbra van (1.1. abra).

A mindennapi életben gyakran hasznaljuk a ,,nem
tobb, mint”, ,nem kevesebb, mint” kifejezéseket. Példaul az egészségiigyi szabva-
nyoknak megfelel6en egy osztalyban nem lehet 30-nal tébb tanul6. Az 1.2. dbran
lathat6 kozati jelz6tabla azt jelenti, hogy a személygépkocsik sebes-
sége nem lehet kevesebb, mint 30 km/h.

A matematikaban a ,nem tdbb, mint” kifejezés jele < (olv.
kisebb vagy egyenld), a ,,nem kevesebb, mint” kifejezés jele > (olv.:
nagyobb vagy egyenld).

Ha a < b vagy a = b, akkor teljestl az a < b egyenl6tlenség.

Ha a > b vagy a = b, akkor teljesil az a> b egyenl6tlenség.

Példaul a7 < 7, 7 < 15, -3 > -5 egyenl6tlenségek igazak. Viszonta 7 < 5
egyenl6tlenség nem igaz.

A < és > jelek a szigorU egyenl6tlenség jelei, a < és > jelek pedig nem
szigoruak.

1. PELDA Bizonyitsuk be, hogy az a barmely értékére igaz az alabbi
egyenl6tlenség:
{fa+1){a+2)>a{a+23).
Megoldas. A megoldashoz elegendd igazolni, hogy az a barmely értékére a
jobb és a bal oldal kiilonbsége pozitiv. igy:
(@a+1)(a+2)-a{a+3)=a2+2a+a+2-a2- 3a=2 "

Ebben az esetben gy fogalmazunk, hogy bebizonyitottuk az egyenl&tlenséget:
(a+(a+2)>a(a+3).
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2 PELDA Bizonyitsuk be az (a - 3)2< 2a2-6a + 10 egyenl6tlenséget, ahol a
barmely valés szam.

Megoldas. Vizsgaljuk meg az adott egyenl6tlenség jobb és bal oldalanak
kildénbségét:

(a- 3)2- (2a2- 6a + 10) = a2- 6a +9- 2a2+6a- 10=
=-a2- 1=-a2+(-1).

Az a barmely értékére -a2< 0. Egy nemnegativ szam és egy negativ és pozitiv
szam 0sszege mindig negativ. Ezért-a2+ (-1) < 0.

Ebbdl kovetkezik, hogy (a - 3)2< 2a2- 6a + 10 az a barmely értékére. M

3. PELDA Bizonyitsuk be az ° ;" > Vab egyenl6tlenséget, ahol a >0 és

b>0.
Megoldas. Vizsgaljuk meg az adott egyenl6tlenség jobb és bal oldalanak

kilénbségét. igy:

a+b a+b-2y[ab (\fa-yfb)
2 2 ~ 2
ir r)2
A kifejezés értéke barmely nemnegativ a és b értékekre mindig

nemnegativ. Tehat a bizonyitand6 egyenl6tlenség igaz. M

Ittjegyezzik meg, hogy a \[ab kifejezést mértani kdzépnek nevezzik.
Tehat bebizonyitottuk, hogy két nemnegativ szam szamtani kdzepe nem kisebb

ezen szadmok mértani kdzépénél.

4. PELDA Bizonyitsuk be, hogy barmely a és b értékekre a2-ab + b2 =0.
Megoldas. Végezziink algebrai atalakitast:

a2- ab+b2=a2-2+amb +-b2+—bh2=(a- -fel +-b2
2 4 4 K 2) 4
. . . P 1. f .. 3 ,
Mivel a és b barmely értékeire [Ma-—bj >0 és —h2>0, ezért

(a-ib) +7b2>0.

Tehata2- ab + b2> 0 az a és b barmely értékeire. <
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? 1. Mikor mondhatjuk, azt hogy az a szdm nagyobb a b szdmnéal?

. Mikor mondhatjuk azt, hogy az a szam kisebb a b szamnal?
. Hogyan helyezkedik el a szdmegyenesen az a szamot jelol6 pont a b szamot jeleldld

w N

ponthoz viszonyitva, ha a > bl
. Milyen jelet hasznalunk a ,nem nagyobb, mint” kifejezésre, és hogyan olvassuk?
. Milyen jelet haszndlunk a ,nem kisebb, mint” kifejezésre, és hogyan olvassuk?
. Mikor igaz az a<b egyenl6tienség?
. Mikor igaz az a > b egyenlétlenség?
. Magyarazd meg, mikor beszéliink szigort, és mikor nem szigori egyenldtienségrél?

o N o o1

GYAKORLATOK

1.1.° Hasonlitsd 6ssze az a és b szamokat, ha:

I)a-b =0,4; 2)a-b =-3; 3)a-b =0\
1.2.° Tudjuk, hogy m<n. Lehetséges-e, hogy az m -n kiilénbség
1)4,6; 2)-5,2; 3)0?
1.3.° Az x ésy szamok koziil melyik nagyobb, ha
)x-y =-&; 2)y-x= 10?
1.4.° Hogyan helyezkedik el a szdmegyenesen az A (a) pont a B (b) ponthoz, ha
a-b =2; 3)a-b =0;
2)a-b =-6; 4)& -a =V2?

1.5.° Egyszerre teljesiilhetnek-e az alabbi egyenl6tlenségek:
l)a>bésa<b; 2) a>b és a<6?

1.6.“ Hasonlitsd 0ssze az (a- 2)2és az a(a - 4) kifejezések helyettesitési értékét,
ha az a értéke 1) 6;2)-3; 3) 2! Megallapithat6-e a kapott eredmények alapjan,
hogy az els6 kifejezés helyettesitési értéke mindig nagyobb a masodik kifejezés

megfeleld értékénél? Bizonyitsd be, hogy az a barmely értékére az elsd kifejezés
helyettesitési értéke nagyobb a masodik kifejezés megfeleld értékénél!

1.7.° Hasonlitsd 6ssze a 4(b + 1) és a b - 2 kifejezések helyettesitési értékét, ha
b értéke 1)-1; 2) 0; 3) 3! Megallapithaté-e, hogy az els6 kifejezés helyettesitési
értéke a b barmely értékére mindig nagyobb a masodik kifejezés megfeleld
helyettesitési értékénél?
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I 8 ° Bizonyitsd be, hogy az aladbbi egyenl6tlenségek a valtozé barmely értéke
esetén igazak:
D@+3)(a+\)>a(a+4)
2)3(6-4)+ 26<56-10;
3)(c- 4) (c +4)>c2- 20;
4)x (x +6) - x2<2 (3x + 1),
5)(y+5)(y-2)> 3y- 10;
6) $m26m+ 1< (3w- 1)2
7Na(a-2)>-1;

8) (6 + 7)2> 146 + 40!

|.9.° Bizonyitsd be, hogy az aldbbi egyenl6tlenségek a valtozé barmely értékei
esetén igazak:
Do -3)0 +4)</z0 + 1);
2) (x+ 1)2>pd +2);
3)(a-5) (a+2)>(a+5)(a-8)
4)y (y+8)<(y+4)2
5) (2a- 5)2 < 6a2- 20a + 25;
6) a2+ 4 > 4a!

1.10." Igazak-e az alabbhi allitasok:

a a
1) ha a > b, akkor —> 1; 4) ha 6—> 1, akkora>6;
6

2) haa > 1, akkor —< 2; 5)ha a2> 1, akkora > 1?
a

3) ha a < 1, akkor 2—> 2;
a
1.11." Bizonyitsd be a kdvetkez6 egyenl6tlenségeket:
1) 2a2- 8a + 16 > 0;
2) 462+ 46 + 3> 0;
3) a2+ab +b2>0;
4) (3a+2)(2a- 4)- (2a- 5)2> 3 (4a- 12);
5 a(a- 3)>5(a- 4);
6) (a- 6)(a+ 56) < (2a+6)(a+46)+ab!

1-12." Bizonyitsd be az alabbi egyenl6tlenségeket:
1)28a-32 < 7a2-4;
2) 9x2- 6xy + 4)4 > 0;
3)3(6-1)<06 (b+ 1)
4)(4p-D(p+ \)-(p-3)(p +3)>3(p2+p)!
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1.13/ Bizonyitsd be, hogy:
1 ct'- 6al+a- 6 >0,haa> 6;
2)ab +1 >a +b,haa> 1ésb> 1;

.a+3 3a—2
3) 3 1

1.14/ Bizonyitsd be, hogy:
1) ab(b- a)<a3-b3, ha a>b;

<a, haa<-6!

1.15/ Hasonlitsd dssze két tetsz6leges szam négyzeteinek dsszegét ezen szamok
kétszeres szorzataval!

1.16/ Adott harom egymast kdvet6 természetes szam. Hasonlitsd dssze:
1) a k6zéps6 szam négyzetét a két szomszédos szam szorzataval;
2) a kdzéps6 szam négyzetének kétszeresét a masik két szdm négyzeteinek
Osszegével!.

1.17/ Hasonlitsd 6ssze két tetsz6leges szam négyzeteinek dsszegét sszegiik
négyzetével!

1.18/ Hogyan valtozik - né vagy csokken - az b—valédi tort értéke, ahol a >0,

b >0, ha a szdmlaldjat és a nevez6jét is ndveljik ugyanazzal a szdmmal?

1.19/ Hogyan valtozik - n6 vagy csdkken - az b—élt('jrt értéke, ahol a >0, b >0,

ha a szdmlalojat és a nevezdjét is ndveljik ugyanazzal a szammal?

1.20/ Bizonyitsd be, hogy barmely pozitiv szamnak és reciprokanak 6sszege nem
kisebb, mint 2!

1.21/ Bizonyitsd be, hogy barmely negativ szdmnak és reciprokanak dsszege nem
nagyobb, mint - 2!

1.22/ Az a és b szam barmely értéke esetén igazak-e az alabbi egyenl6tlenségek:

»2 h2 »2 U2
2) N —>-i?
a2+1 b2+1
1.23/ Bizonyitsd be, hogy a valtozok barmely értékére igazak az alabbi egyenl6t-
lenségek:
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124/ Bizonyitsd be, hogyha a <b, akkor a < <b\

: i +b+
1.25."Bizonyitsd be, hogyhaa<b<c, akkor a <2 . C<a
o]

2 N
126." lgaz-e az -—-—-- >Va2+3 egyenl6tlenség az a valtozé barmely értékére?
2

a2+2
127.* Bizonyitsd be, hogy a valtoz6 barmely értékére igaz az > 2 egyen-
Va +1

I6tlenség!

1.28." Bizonyitsd be, az alabbi egyenl&tlenségeket:
1) a2+ b2+ 6a—4b+13"0;
2)x2-2 x-i-y2+ 10y + 28 >0;
3) 2m —6mn + 9wW2- 6/w+ 9 > 0;
4) 02+ f2+c2+ 12> 4 (a + 6 + ¢);
5) a2+ a2+ b2+ 1 > 4ad!

1.29." lgazold, a kdvetkez6 egyenl6tlenségeket:
1) a2+ b2—160 + 146 + 114 > o;
2)x2+ f+ 10> 6x-2y-
3)c2+5cf+4cd-4d+4> o

r ISMETLO GYAKORLATOK
1.30. Ismeretes, hogy a >0, b >0, c <0 és d < 0. Hasonlitsd 6ssze az alabbiki
fejezések értékét a nullaval:

Dbc- 3)-; 5).—; Nabcd-
) )b )O| )

2) cd- 4)—; 6) —; 8) — |
) )c )be )acd

1.31. Mit allithatunk az a és b szam el6jelérél, ha:

1) a6 > 0; 3) b—>0; 5)ad >0;

2) ab <0; 6)ad <0?
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1.32. Indokold meg, miért igazak az alabbi egyenl6tlenségek barmely valos szamra:

1) a2>0; 5)a2 +b2>0;

2)a2+ 1> 0; 6) a2+ b2+ 2 >0;

3) (a+1)2>0; 7) (a-2)2+ (b + 12> 0
4) a2- 4a +4>0; 8) \la2+3 >0!

1.33. Hasonlitsd 6ssze az alabbi kifejezések helyettesitési értékeit a nullaval, ha a
barmely szam:

1)4 + a2 4) —4 —it-4)2
2)(4- a)2 5) HI1)8+ (a- 8)4
3)4- az 6) (4 - a)2+ (4a-1000)2!

1.34. Egyszer(isitsd az alabbi kifejezéseket:
1)2a (5a-7) -5a (3 - 2a);
2) (2b - 3) (46 +9);
3) (2c- 6) (8c+ 5)- (5c+ 2) (5c- 2);
4) 16m2- (3 - 4m) (3+4m);
5) (2x-1)2+ (2x+ )2
6) (x- 4) (x+4)- (x- 8)2

r NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK ALKALMAZASA

1.35. 1-t6l 1000-ig (beleszamitva az 1000-t is) az dsszes természetes szamot két
csoportra osztottuk: paros és paratlan szamokra. Melyik csoportban lesz a sza-
mok felirdsahoz sziikséges szamjegyek 6sszege tobb, és mennyivel?

Az egyenlbtlenségek
alaptulajdonséagai

fejezetben az egyenlétlenségek tulajdonsagaival foglalkozunk, me-
an van szilkség kiilonb6z6 feladatok megoldasanal. Ezeket az egyen-

I6tlenségek fébb tulajdonsagainak is nevezziik.

2.1. tétel. Haa> bésb> c,akkora> c.

Bizonyitas. Mivela>bésb>c, ezértaza- bésb- ckilénbség is pozitiv,
igy pozitiv lesz az dsszegik is: (a-b) +(b- c). Viszont (a- b) +(b- c)=a- c.
Tehataza-c kilonbség is pozitiv, ezérta> c. <

Hasonl6an igazolhatd, ha a <b és b <c, akkor a <c.
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A 2.1- “telt szamegyenesen is szemléltethetjik c B A
(2.1. abra): ha az zI(fl) pont a 5(6) ponttél jobbra ~
helyezkedik el a szdmegyenesen és a 0(6) pont a C(c)
ponttél van jobbra, akkor az A(a) jobbra lesz a C(c) 2.1. 4abra

ponttél.

2.2. tétel. Haa>béscbarmelyszdm, akkora+c>b +c.
Bizonyitas. Vizsgaljuk megaz (a +c)- (b +c) kiillénbséget! (a+c)- (6+c)=
=a- b. Mivel a>b, ezért az a - b kiilénbség pozitiv. Tehata+c> b +c. <

Hasonl6képpen bizonyithaté, haa < b és c barmely szam, akkora +c<b +c.

Mivel a kivonas helyettesithet6 az ellentettjének hozzaadasaval (a - ¢ =
=a + (-€)), ezért a 2.2. tétel igy is megfogalmazhato:

ha egy igaz egyenlétlenség mindkét oldalahoz hozzdadjuk, vagy mindkét
oldalabol kivonjuk ugyanazt a szamot, igaz egyenl6tlenséget kapunk.

Kovetkezmény. Ha egy igaz egyenlétlenség egyik oldalarol atvisziink
egy 6sszeadandot ellenkezd eljellel a mésik oldalra, igaz egyenlétlenséget
kapunk.

Bizonyitds. Legyen az a > b + c egyenl&tlenség igaz. Vonjuk ki az
egyenlétlenség mindkét oldalabol c-t. igy azt kapjuk, hogya-c>b +c-c,
vagyisa- ¢c>b. M

2.3. tetel. Haa> b éscpozitivszdm, akkor ac > be. Ha a > b és ¢ negativ
szam, akkor ac < be.

Bizonyitds. Vizsgéaljuk meg az ac- be kiilénbséget! Azt kapjuk, hogy:

ac-bc =c(a- b).

A megadott feltétel alapjan a > b, ezért az a -b kiilonbség pozitiv.

Ha c > 0, akkor a c(a - b) szorzat is pozitiv, igy az ac - be kiilonbség is po-
zitiv, vagyis ac > be.

Ha c <0, akkor a c(a - b) szorzat negativ, igy az ac - be kiilénbség is negativ,
tehat ac<bc. <

Hasonloképpen bizonyithaté, ha a < b és c pozitiv szdm, akkor ac < be.
Ha a < b és c negativ szam, akkor ac > be. ,
Mivel az osztas Ugy is értelmezhetd, mint a reciprokkal valé szorzas |—= a *- J,

ezert a 2.3. tétel igy is megfogalmazhato:
ha egy igaz egyenl6tlenség mindkét oldalat megszorozzuk vagy mind-

két oldalat elosztjuk ugyanazzal apozitiv szdmmal, igaz egyenl6tlenséget ka-
punk;
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ha egy igaz egyenl6tlenség mindkét oldalat megszorozzuk vagy mindkét
oldalat elosztjuk ugyanazzal a negativ szammal és megforditjuk az egyenl6tlen-
ségjel iranyat, igaz egyenl6tlenséget kapunk.

K(‘jvetkezmén\{]. Ha ab > 0 és a > b, akkor Th

Bizonyitas. Osszukelaz a>bigaz egyenl6tlenséget az ab pozitiv szammal!
* a b .. . 11 .11
Az — > —igazegyenlotlenseget kapjuk, azaz - > —vagyis —< — 4

ab ab b a a b

Felhivjuk a figyelmet arra, ha a kdvetkezmény feltételei kozil kihagyjuk, hogy
az ab szorzat pozitiv, vagyis hogy a és b azonos el6jel(i, akkor az a > b egyenl6t-

lenségbdl nem kovetkezik —< = Valodban, az 5> -3 egyenl6tlenség igaz, viszont
a

az 5—<—3egyen|6t|enség nem igaz.

Ebben a fejezetben csak a szigoru egyenl6tlenségekkel foglalkoztunk. Ha-
sonlé tulajdonsdgokkal rendelkeznek a nem szigoru egyenl6tlenségek is. Példaul,

haa > b és c barmely szam, akkora +c~>b +c.

1. Melyik nagyobb az a és a ¢ szam kdziil, ha tudjuk, hogy a> bésb >cl

2. Mondd ki azt a tételt, amelyben az egyenldtienség mindkét oldaldhoz hozzaadhaté ugyan-
az a szam!

3. Mondd ki annak a tételnek a kdvetkezményét, amelyben az egyenldtienség mindkét olda-
l&hoz hozzaadhatd ugyanaz a szam!

4. Mondd ki azt a tételt, amelyben az egyenl6tlenség mindkét oldala megszorozhat6 ugyan-
azzal a szammal!

5. Mondd ki annak a tételnek a kdvetkezményét, amelyben az egyenl6tienség mindkét olda-
la megszorozhat6 ugyanazzal a szammal!

] GYAKORLATOK

2.1.° Ismeretes, hogy a > 6. lgazak-e az alabbi egyenlétlenségek:
1) &> 4 2)a>5,9; 3) z>7?

2.2.° Ismeretes, hogy a <b és b <c. Melyik igaz az alabbi egyenl6tlenségek
kozul:
\Ja>c\ 2)a =c\ 3)c>al
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2 3 °ird le azt az egyenl&tlenséget, melyet akkor kapunk, ha:
1) a-3 < 4 egyenl6tlenség mindkét oldaldhoz hozzaadunk 5-6t; -2-t;

2)a-10 < -6 egyenl6tlenség mindkét oldalabdl kivonunk 3-at; —4-et;
3)a 7> -2 egyenl6tlenség mindkét oldalat megszorozzuk 5-tel; —-gyei;
4) 12 < 18 egyenl6tlenség mindkét oldalat elosszuk 6-tal; - 2-vel!

2 4° Ismeretes, hogy a > 6. ird le azt az egyenl6tlenséget, melyet akkor kapunk, ha:
1) az egyenl6tlenség mindkét oldaléhoz hozzaadunk 8-at;

2) az egyenl6tlenség mindkét oldalabdl kivonunk - 6-ot;
3) az egyenl6tlenség mindkét oldalat megszorozzuk 12-vel;

4) az egyenl6tlenség mindkét oldalat megszorozzuk -i-3da|;

2
5) az egyenl6tlenség mindkét oldalat elosztjuk --dél;

6) az egyenl6tlenség mindkét oldalat elosztjuk —4-gyel!

2.5/ Ismeretes, hogy a > 6, c <a és d> b. Hasonlitsd dssze:
1) azaésad szamot; 2) ab ésac szamot!

2.6/ Rendezd névekvd sorrendbe az a, 6, c és 0 szamokat, haa>b, 0<bés 0> c!

2.7/ Adott, hogy a >4. Hasonlitsd dssze az alabbi kifejezések helyettesitési értékeit

és a nullat:
1)f1-3; 3) (a-3)(a-2); 5)(1- af (4-a)
2)2- g 4) (a”™iH a-2).

3-a
2.8/ Tudjuk, hogy-2 < b < 1. Hasonlitsd &ssze az alabbi kifejezések helyettesitési
értékeit és a nullat:

1)6 + 2; 3)6-2; 5 (b+2)(b- 4)2

2)1-6; 4)(6 _i)(*_3) 6)(6- 3)(6+3)(b-2)2
2.9/ Adott, hogy a > b. Tedd ki a megfeleld relacios jelet:

a+9és b+9; 5) -406 és "10a;

2)6-6 ésa - 6; 6) — és —;

20 20
3) 1,8a és 1,86; 7)2a-36s26-3;
4) -a és -b\ 8)5- 8aés5- 86!

2-10. Ismeretes, hogy 1< m < 2. Melyik igaz az alabbi egyenl6tlenségek kozil:

0 -U-m«<-2; 3) -1>-m >-2;
2) ~2<-m < —; 4) -2 >-m >-1?
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2.11/Adott, hogy -3a >-3b. Hasonlitsd 0ssze az alabbi kifejezéseket:

1)aésu; 4) --b és --a;

9 9
2) -7a és -7b; 5) 3a +2 és 3b +2;
3)b-4 ésa- 4 6)-5a + 10 és-5* + 10!

2.12/ Tudjuk, hogy a > b. Rendezd cstkkend sorrendbe az a + 7, b - 3, a + 4,
b-2 és b szdmokat!
2.13/ Adott, hogy a < b. Hasonlitsd 6ssze az alabbi kifejezéseket:
1) @—b5és 2)a ésb+6; 3)a +3ésu-2!
2.14/ Hasonlitsd dssze az a és a b szamot, ha tudjuk,hogy:
l)a>césc>0+3; 2)a>césc-1>b +cP,
ahol ¢ és d tetsz6leges szam!

2.15/ Hasonlitsd 6ssze az a szamot és a nullat, ha:

1)7a<8a; 3)-6a>-8a;
2) —<— 4) -0,02a >-0,2a!
2 3
2.16/ Adott, hogy a > -2. Bizonyitsd be, hogy:
1)7a+ 10> -4; 2) -6a —3< 10!

2.17/ Adott, hogy b < 10. Bizonyitsd be, hogy:
1) 5h-9<41; 2) 1-26 >-21!

2.18/ lgazak-e az alabbi egyenlétlenségek:
1) haa > b, akkor a >—b;
2) ha a > b, akkor 2a > b\
3) ha a > b, akkor 2a + 1> 2b\
4)haa>b+2ésb- 3>4, akkora >9;
5) ha a > b, akkor ab > b2
6) mivel 5> 3, ezért 5a2> 3a2,
7) mivel 5 > 3, ezért 5(a2+ 1) > 3(a2+ 1)?

2.19." ird le azt az egyenl6tlenséget, melyet gy kapunk, hogy:
1) az a > 2 igaz egyenl6tlenség mindkét oldalat megszorozzuk a-val;
2) ab <-1 igaz egyenl&tlenség mindkét oldalat megszorozzuk U-vel;
3)azm< -3 igaz egyenl6tlenség mindkét oldalat megszorozzuk -w-mel;
4) ac >-A igaz egyenl6tlenség mindkét oldalat megszorozzuk c-vel!

2.20." ird le azt az egyenl6tlenséget, melyet Ggy kapunk, hogy:
1) az a < -a2igaz egyenl6tlenség mindkét oldalat elosztjuk a-val;
2) az a > 2a2igaz egyenl&tlenség mindkét oldalat elosztjuk a-val;
3) az a3> a2igaz egyenl6tlenség mindkét oldalét elosztjuk -a-val!
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ISMETLO GYAKORLATOK

2 21 Tudjuk, hogy a2+ b2= 18 és (a + b)2=20. Mennyi az ab szorzat értéke?

2 22 Demeternek 2-szer tobb bélyege van, mint Natinak, Natinak viszont kétszer
annyi van, mint Misinek. Az aldbbi szamok kozll melyik lehet Demeter bé-
lyegeinek a szdma?

1)18; 2)22; 3)24; 4)30.
2.23. Egyszer(sitsd az alabbi kifejezéseket:
b c+1 c2-1
2a2+2ab a+b 3e 6c2
2) az2+9 a ; 4 ) __r_Tl_Z:F__Z_m_rJ_+__r1_2_ : (m + n)l !
a-9 a+3 m -n

2.24. Egy motorcsonak ugyanakkora id6 alatt tesz meg 48 km-t a folydn lefelé,
mint 36 km-t a folyon felfelé. Mekkora a motorcsonak sebessége allé vizben,
ha a foly6 sebessége 2 km/h?

Egyenlétlenségek 6sszeadasa
€s szorzasa. A kifejezések

Nézziink meg néhany példat!

1) Ha az egyik foldrészlegrél nem kevesebb, mint 40 t bzat takaritottak be, a
masikrdl pedig nem kevesebb, mint 45 t-at, akkor a két részlegrél dsszesen nem
kevesebb, mint 85 t-at arattak le.

2) Ha egy téglalap hossza nem t6bb, mint 70 cm, a szélessége pedig nem tdbb,
mint 40 cm, akkor a terlilete nem lehet nagyobb 2800 cm2-nél.

Ezekben a példédkban a kdvetkeztetéseink alapvetéen nyilvanvaldak. A helyes-
ségiket az alabbi tételek tdmasztjak ala.

3.1 tétel (az egyenlétlenségek Osszeadasardl).Ha a > b és
c>d, akkora+c> b +d.

) Bizonyitas. Vizsgaljuk meg az (a +c) - (b + d) kilonbséget. Azt kapjuk,
ogy;
(@a+c)- (b+d)y=a+c-b-d=(a- b)+(c- d).

Mivel a > b ésc >d, ezértaza- b és c- d kiilonbségek pozitivak. Tehat a

Vizsgélt killonbség is pozitiv, vagyisa +c >b +d. <
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Hasonléképpen igazolhat6 az a tulajdonsag is, hogyha a <b és ¢ <d, akkor
at+tc<b+d.

Aza>bésc>d (vagy a<bésc<d) egyenlbtlenségeket megegyez6 értelmd
egyenl6tlenségeknek nevezziik, viszont az a> b és ¢ <d (vagy a < b és ¢ <d)
egyenl6tlenségek ellentétes értelmiek.

Ugy is szoktunk fogalmazni, hogy az a + ¢> b + d egyenlétlenség az a > b és
ac> d egyenl6tlenségek dsszege.

A 3.1 tétel aztjelenti, hogy két megegyez6 értelm( igaz egyenl6tlenség 6sz-
szege is ugyanolyan iranyu igaz egyenl6tlenség.

Megjegyezziik, hogy a 3.1 tétel akkor is helytallo, ha harom vagy annal tdbb
egyenlétlenséget adunk éssze. Példaul, haa,>b,, a2>b2és a3> b3 akkor a, +a2+
+a3>bj + b2+ b3

3.2. tétel (az egyenlétlenségek szorzasarol). Haa>hbhésc>
és a, b c és dpozitiv szam, akkor ac > bd.

Bizonyitas. Vizsgaljuk meg az ac - bd kilonbséget! Azt kapjuk, hogy:
ac —bd =ac —be +be- bd=c (a—b) + b (c —d).

A kikotések alapjdna-b>0,c-d>0,c>0,b> 0. Tehéat avizsgalt kilénbség
is pozitiv. Ez viszont aztjelenti, hogy ac >bhd. A

Hasonléképpen igazolhatd, hogyhaa <b és c < d és a, b, c és dpozitiv szam,
akkor ac < bd.

Azt mondjuk, hogy az ac > bd egyenl6tlenség az a > b és ¢ > d egyenl&tlen-
ségek szorzata.

A 3.2. tétel aztjelenti, hogy két megegyez6 értelm igaz egyenl6tlenség szor-
zata a pozitiv szamok halmazan is ugyanolyan iranyu igaz egyenlétlenség.

Megjegyezzilk, ha a 3.2. tétel feltételei kozll kihagyjuk, hogy a, b, c és d
szamok pozitivak, akkor a> b és c> d igaz egyenl6tlenségekbdl nem kdvetkezik
az ac > bd igaz egyenl6tlenség. Vegylink két igaz egyenl6tlenséget: -2 > -3 és
4 > 1. Osszeszorozva ezt a két egyenl6tlenséget, a -8 > -3 egyenl6tlenséget
kapjuk, ami nem igaz.

Megjegyezzik, hogy a 3.2. tétel akkor is helytallo, ha harom vagy annél
tobb egyenlétlenséget szorzunk dssze. Példaul, ha a, > b,, a2> b2s a3> b3 akkor
ala.03 bjb2b3

Kovetkeztetés. Haa> b ésazaés bpozitivszamok, akkor a'> b", ahol
n természetes szam.
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Bizonyitas. irjuk le «-szeraza> b igaz egyenl6tlenséget:

a>b
a>b o o
n szamu egyenl6tlenség

a>b

Mivel a és b is pozitiv szam, igy az egyenl6tlenségeket «-szer dsszeszorozhat-
juk. Azt kapjuk, hogy «"> b". <

Megjegyezziik, hogy az eddig igazolt tulajdonsagok akkor is érvényesek, ha az
egyenlétlenségek nem szigortak:
haa>bésc>d, akkora+c>b+d;

haa>b,c>désa,b,c, dpozitivszdm, akkor ac > bd;
ha a > b és a és bpozitiv szdm, akkor a"'> b", ahol n természetes szam.

Mér tudjatok, hogy a mérési eredmények nem pontosak. A méréeszkdzok csak
abban segitenek, hogy meghatarozzuk, milyen szamok kozé esik a pontos érték.
Ezeket a szamokat a mennyiségek hibahatarainak nevezzik.

Tételezzik fel, hogy lemértik egy téglalap x hosszat ésy szélességét. A mérési
eredményeink 2,5 cm <x <2,7 cm, 4,1 cm <y < 4,3 cm. Akkor a 3.2. tétel alapjan
meg tudjuk becsilni a téglalap teriletét:

25cm<”r<27cm

4,1 cm <y <4,3cm
10,25 cm2<xy< 11,61 cm2

X

Altalaban, ha ismerjiik egy mennyiség hibahatarait, akkor meg tudjuk becsiil-
ni azoknak a kifejezéseknek azértékét is, melyekben szerepel az adott mennyiség.

1. PELDAAdott: 6<a< 8 és10 < b < 12. Becsilljik meg a kévetkezé kife-
jezések helyettesitési értékeit:

Da +b\ 2)a-b; 3)ab; 4);; 5)3a-i1;t!

Megoldas. 1) Alkalmazzuk az egyenl6tlenségek 0sszeadasanak tételét. Azt
kapjuk, hogy:
6<a< 8
+ 10<0< 12

l6<a+b<20.
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2) Ha megszorozzuk a 10 < b < 12 egyenl6tlenség mindkét oldalat -1-gyel,
azt kapjuk, hogy -10 >-b> -12, vagyis-12 < -b <-10. Figyelembe véve, hogy

a- b=a+ (-b), azt kapjuk, hogy:
6<ac<8
+ -12 <-6 <-10

-6 <a- b<-2.
3) Mivel a > 6 és b > 10, ezért a és b is csak pozitiv értéket vehet fel. Alkal-

mazzuk az egyenl6tlenségek szorzasanak tételét:
6<a<8

X 10<ft< 12
60 < ab < 96.

4) Mivel 10 < b < 12, ezért — >i >—, vagyis — <—<— Figyelembe
10 b 12 12 b 10

véve, hogy F: a-—B azt kapjuk, hogy:

6<a<8
X 1 1 1

5) Szorozzuk meg az 6 < a < 8 egyenl6tlenséget 3-mal, a 10 < b < 12 egy
I6tlenséget pedig -i-del!
2
Két igaz egyenl6tlenséget kapunk:
18<3a<24és -5>--b >-6.
2

Adjuk dssze a kapott egyenl6tlenségeket:
18 < 3a<24

+ -6 <—bh<-5
2
12 <3a- ;b<19.

Megoldas. 1) 16 <a + b <20;2) -6 <a- b<-2; 3) 60 < ab < 96;

4) 5) 12<3a-i& <19. <
2 5 2
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2 PELDA Bizonyitsuk be, hogy V24 +>/47 <12.

Megoldas. Mivel >/24 <5 és >/47 <7, ezért
>[24+7N47 <5 +7=12. ©

9 T Mondd ki az egyenl6tlenségek 6sszeadasanak tételét!

2. Magyarazd meg, mikor beszéliink azonos iranyd egyenl6tlenségekrdl és mikor
ellentétes irdnyu egyenldtlenségekrol!

3. Mondd ki az egyenl6tlenségek szorzasanak tételét!

4. Mondd ki az egyenl6tlenségek szorzasarol szolo tétel kdvetkezményét!

YAKORLATOK

3.1.°ird le azt az egyenl6tlenséget, melyet Ggy kapunk, ha:
1)a 10>-6€és8>5 egyenl6tlenségeket 6sszeadjuk;

2)a2<7és3<4 egyenlbtlenségeket dsszeszorozzuk;

3)az 1,2>09¢és 5> 3 egyenl6tlenségeket 6sszeszorozzuk!

3.2.° ird le azt az egyenl6tlenséget, amelyet Ggy kapunk, hogy:
1) a9 < "4 és —6 < 4 egyenlbtlenségeket dsszeadjuk;

2) az |6 < 3 és 24 < 27 egyenl6tlenségeket 6sszeszorozzuk!

3.3.° Adott a -3 < a < 4 egyenl6tlenség. Becsiiljik meg a kdvetkezd kifejezések
helyettesitési értékeit:
1) 2a; 3) a+ 2 5)3a+l; 7)-4a;
2)-3; da - 1; 6)-a; 8)-5a + 3!
3.4.° Adott a 2 < b < 6 egyenl6tlenség. Becsiljik meg a kovetkezd kifejezések
helyettesitési értékeit:
0 ~b; 2)6-6; 3) 2b +5; 4)4-61
3-5.° Tudjuk, hogy 2,6 <>/7 <2,7. Becsiild meg az alabbi kifejezéseket:
i) 3V7; 2) 3) >/7+1,3; 4)0,IVv7+0,3!
3.6.° Adottak az5<a<6és4<06<7 egyenl6tlenségek. Becsiild meg az aldbbi
kifejezések helyettesitési értékeit:
Oa + 6; 2) ab', 3)a-b\
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3.7.° Tudjuk, hogy 2,2 <V6 <23 és 1,7<n/3<1,8. Becsild meg az alabbi ki-
fejezések értékét:
1) V5 +n/3; 2) V5-V3; 3) Vis!

3.8.° Adott a 2 <v < 4 egyenl6tlenség. Becsiild meg az —kifejezés értékét!
X

3.9.° Becsiild meg az a és b szdm szamtani kdzepét, ha 2,5 <a<2,6 és 3,1 <b< 3,2!

3.10.° Becsiild meg az a cm alapu és b cm szar( egyenl6szart haromszdg keriiletét,
ha1l0<a< 14és 12<i< 18!

3.11.° Becsiild meg az a cm hosszUsagu és b cm szélességli paralelogramma kerii-
letét, ha 15<a<19 és 6<6<11.

3.12." Igazak-e a kdvetkezd allitasok:
l)haa>2ésb>7 akkora +b>09;
2)haa>2ésh>7, akkora + b >8;
3)haa>2ésb>7, akkora + b> 9,2;
4)haa>2éshb>7, akkora-b> -5;
5)haa>2ésb>7, akkorb-a> 5;
6) haa>2és b>7, akkor ab > 13;
7)haa>2ésb>7, akkor 3a + 2b> 20;
8)haa>2ésb<-7, akkora-b> 9;
9) haa<2ésb<7, akkorab < 14;
10) ha a > 2, akkor a2>4;

11) ha a <2, akkor a2< 4;

12) ha a > 2, akkor —< —;
a 2

13) ha a > 2, akkor —> —;
a 2

14) ha -3 < a < 3, akkor
a 3

3.13." Adva van az a > 2,4 és b > 1,6 egyenl6tlenség. Hasonlitsd 6ssze az alabbi
kifejezéseket:

1) a+-4b és 3,6; 3)(a- 0,4) (fc+ 1,4) és 6!
2) (a + b)lés 16;
3.14." Ismeretes, hogy a >3 és b >-2. Bizonyitsd be, hogy 5a +4b > 7!
3.15."Ismeretes, hogy a > 5 és b <2. Bizonyitsd be, hogy 6a -1b > 16!
3.16." Advavanaz5<a<8és3<6<6 egyenl6tlenség. Becsiild meg az alabbi
kifejezések értékét:

1) 4a + 3b; 2)3a-6b; 3) — 4)— !
b 3a
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Adott az | 3? X < 5 és az 7 egyenl6tlenség. Becsild meg az alabbi

7
kifejezések értékét:

1)6 x + 14y; 2)28y- 12r; 3)"1

3 18 “Hasonlitsd 6ssze az alabbi kifejezések értékeit:
1) 224és 98§, 2) 0,3206s 0,110 3) 0,001516és 0,240!
3 19." Bizonyitsd be, hogy a téglalap keriilete nagyobb azatlokdsszegénél!
3 20." Bizonyitsd be, hogy a konkav négyszog atldja kisebb afélkertleténél!
3.21." Bizonyitsd be, hogy a konkav négyszdg szemben fekvd oldalainak dsszege
kisebb az atlok dsszegénél!
3.22." Bizonyitsd be az alabbi allitdsokat:
1) haa <b <0, akkor a2> b2,
2)haa>0,b>0 ésa2>b2akkor a > b\

3.23." Bizonyitsd be, haa < b < 0, akkor i > ibj
a

3.24." Tudjuk, hogy b >0 és a> b. Igazak-e az alabbi egyenl6tlenségek az a és b

valtozék barmely értékére:
1) &1+a >b2+hb\
2)a2- a>b2- b\
3.25." Bizonyitsd be, hogy:
1) V27 + V65 >13;
2) ydia +VIi5 < 8;
3.26." Bizonyitsd be, hogy:
1) V5 + V35 > Vi20;
3.27." Hasonlitsd dssze:
1) VIO +V6 és VTI + Vé;
2) 2+ VIl és V6 + VIO,
3.28. 'Hasonlitsd dssze:

1) V6+V3 és V7+n/2;

[ ISMETLO GYAKORLATOK

3)2-a2<2-b2-
4) a+—>b +-'i

a b
3) V65-V35 >2;
4) V99-v82 <1!

2) VI19-v67 <3!

3)VIi5-V5 és V2
4) V21 +V20 és 9!

2) V26-V 2 és Vi4l

3.29. Egyszerd(sitsd az alabbi kifejezéseket:

*-3 i V2
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3.30. Egyszer(isitsd az alabbi kifejezéseket:
1) 6V3+V27-3V75; 3) (2- v3)2!

2) (VO -3H2)V2;
3.31. Az x mely értékeire értelmezhet6k az alabbi kifejezések:
Nox-4 » x2-4 4 1,
x+4’ x2-47" x4’ x -47 Hx
3.32. Egy kertben almafak és meggyfak vannak. A meggyfak adjak az désszes fa
20%-at. Hany szazaléka az almafak a meggyfaknak?

r ISMETLO FELADATOK

3.33. Az aldbbi egyenletek koziil melyek egyenértékiiek (ekvivalensek):
1)4x + 6 =2x-3 és 4x + 3 = 2x —6;
2)8x-4=06s 2x- 1=0;
3) X2+ 2x- 3=0 6és x2+x =3 - X;

x2-1 ,

I =0 és x2- 1=0;
X+1
x2- 1 3

5) -memeee-- =0 ésx-1=0
X+1

6)x2+ 1=0 és Ox=5?

NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK ALKALMAZASA

r
3.34. Bizonyitsd be, hogyha a, b, c, d, e és/szamok paratlanok, akkor nem telje-
silhetaz T+1+14 14141 egyenlt@ségr
a b ¢c d e f

Az egyenl6tlenségek bizonyitadsanak
néhany mabdszerérdl

Az 1 fejezetben igazoltunk néhany egyenl6tlenséget. Az altalunk alkalmazott
madszer: megvizsgaltuk a kétoldal kiilonbségét, majd dsszehasonlitottuk a nullaval.

Ezenkivil még sok masik mddszer is létezik egyenl6tlenségek bizonyitasara.
Tekintsiink at néhany ilyen maédszert.
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Indirekt bizonyitas

Ennek a mddszernek a lényege az, hogy feltételezziik az allitas tagadasat.

j PELDA Barmely a,, a2 b, és b2szamra igaz az alabbi egyenl6tlenség:
(albl+a2h2)2 < (af +a\) (bf +b\). *)

Megoldas. Tételezziik fel, hogy a bizonyitand6é egyenl&tlenség nem igaz.
Ebben az esetben léteznek olyan ax a2 b, és b2szamok, amelyekre igaz a kdvetkez6:
(aA +a22)2 > (af +a\) (bf +b2).

Innen
afbf +2albla2b? + afb2 > afbf + a\b\ + a2bf + a\b2\

2axoxa2b2 > afbf +afbf;

afb2-2aAa2h2+a2bf <0;
(a,b2- ad,)2< 0.
Az utolso egyenl6tlenség nem igaz. A kapott ellentmondas aztjelenti, hogy (*)
feltételezésiink igaz. <

Az (*) egyenl6tlenség részesete egy altalanosabb egyenl6tlenségnek:

(aAi +a2+... +anbn)2< (af +a2+... +af )(bf +b2 +... +b2). (**)

Az (**) egyenl6tlenséget Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenl6tlenségnek
nevezziilk. A bizonyitasaval szakkdri foglalkozason ismerkedhetsz meg.

Az egyszerl egyenl8tlenségek alkalmazdsdnak modszere

2. PELDA Az egyszerii egyenl6tlenségek alkalmazasanak modszere

a2+b2+c2>ab +be +ac.

Cauchy Augustin Louis
(1789-1857)

Francia matematikus,
tobb mint 800 tudoméanyos munka szerzgje.
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Megoldas. Konnyen belathatd, hogy az a, b és ¢ barmely értékére igaz az
alabbi egyenlétlenség:
(a-b)2+(b-c)2+(c- a)2>0.
Innen kapjuk, hogy a2- 2ab +b2+b2- 2be +c2+c2- 2ac +a2>0;
2a2+ 2b2+ 2c2> 2ab + 2be + 2ac;

a2+b2+c2>ab +be+ac. <

A mar bizonyitott egyenlétlenségek alkalmazasa
Az 1 fejezetben bebizonyitottuk, hogy barmely a > 0 és b > 0 szadmra igaz,
hogy

AT TN b .
2
Ezt az egyenl6tlenséget Cauchy egyenl6tlenségnek nevezzik (a szamtani és

mértani kozép kozotti dsszefliggést irja le).

3. PELDA Bizonyitsd be, hogy pozitiv a és b szamokra igaz, hogy

Megoldas. Alkalmazzuk az a és - szamokra a Cauchy egyenl6tlenséget

(szdmtani és mértani k6zép kozotti 0sszefliggést). Azt kapjuk, hogy:

Innen a +->2.1—.

Hasonléképpen igazolhaté, hogy b +—>2
a Va

Viktor Jakovics
Bunyakovszkij
(1804-1889)

Hires XIX szdzadi matematikus. Vinnica
megyében sziletett. Tobb éven ata Szentpé-
tervari Tudomanyos Akadémia alelnéke.
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Szorozzuk 6ssze a kapott egyenlétlenségeket:

a+L\ b+ -\>4 >n

Innen

Mértani szemléltetés modszere

4 PELDA Bizonyitsd be az alabbi egyenl6tlenséget:

i - 1002n
JOOTION + /98102 +... +-\/2e198 +/T-199 < -

Megoldas. Vizsgaljuk meg egy O kézéppontl egy egység sugart kérvonal
negyedét Rajzoljunk ebbe a negyed koérlapba olyan Iépcs6zetes sokszdget, ame y
99 téglalapbol all, ahogy ezt a 3.1. dbra mutatja. igy

OAj = AMAQ = eee = AggAg = — .

Az els6 téglalap tertilete

b U i~799-101
S, =OA1-AA1=0AIl-yI-0A1l 1002 ~ 1002
A masodik téglalap terilete:
) o 102, .
i-Ji-1TA f-] es Igy
100 100 | 1002 tovabb.
A 99 téglalap tertlete:
R B S
100 100) 1002
Tehat a Iépcsézetes sokszdg teriilete kisebb
az egy egység sugart korvonal negyedénél, O AjA Agg Agg
vagyis:
3.1. 4bra
/99-101 /98m102 V1-199 k
1002 + 1002 1002 4

Innen kdvetkezik a bizonyitand6 egyenl6tlenség. 4

| GYAKORLATOK

1- Bizonyitsd be, hogy:

1 (a+D) —I> 4, haa>0és b> 0;
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2) (a+b)(b+c)(a +c)>8abc, haa>0, b>0 és ¢c>0;

3) (a3+b)(a+063)>4a22 ha a>0 és b>0;

4) (ab +1) (a +6)>4a6, ha a> 0 és 6>0;

5) (a+2)(b+5)(c+10)>80Vabc, ha a>0, b>0 és c>0;

6) a+b+—+-b>4, ha a>0 és b>0;
a

N@A+~)(L+a2)...(L+an)>2", ahola, a2 ... anolyan pozitiv szamok, melyek
0sszege 1!

jii"gyismeretlenes egyenl6tlenségek

Nézziilk meg a kovetkez6 feladatot! A paralelogramma egyik oldala 7 cm.
Mekkora kell, hogy legyen ennek a paralelogrammanak a masik oldala, hogy a
keriilete nagyobb legyen 44 cm-nél?

Jeldljik a keresett oldal hosszat x-szel. Ekkor a paralelogramma kerilete
(14 + 2x) cm. A 14 + 2x > 44 egyenl6tlenség a feladat matematikai modellje.

Ha ebbe az egyenl6tlenségbe az x helyére példaul 16-ot helyettesitiink, igaz
egyenlétlenséget kapunk: 14 + 32 > 44, Ebben az esetben azt mondjak, hogy 16 az
egyenlétlenség megoldasa.

Meghatdrozas. Az egyismeretlenes egyenl6tlenség megoldasanak
nevezzik a valtozd azon értékét, amely az egyenl6tlenséget igazza teszi.

igy a 15,1; 20; 10 V3 szamok mindegyike megoldasa a 14 + 2x > 44 egyen-

I16tlenségnek, mig a 10 nem.

Megjegyezzik, az egyenl6tlenség megoldasanak meghatarozasa analég az
egyenlet gydkének definicidjaval. Az ,egyenl6tlenség gyoke” kifejezést viszont
nem szoktuk hasznalni.

Meghatarozas. Megoldani egy egyenl6tlenséget annyit jelent,
mint meghatarozni az 6sszes megoldasat, vagy igazolni, hogy nem létezik ilyen
megoldas.

Az egyenl6tlenség 6sszes megoldasa alkotja a megoldashalmazt. Ha egy
egyenl6tlenségnek nincs megoldasa, akkor azt mondjuk, hogy az egyenlétlenség
megoldasa tres halmaz. Az iires halmaz jele 0.
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Fogalmazhatunk Ugy is, hogy megoldani egy egyenl6tlenséget annyit jelent
mint meghatarozni az egyenl6tlenség megoldashalmazat
Példaul, ha a feladat az, hogy ,,oldd meg az”~ > 0 egyenl6tlenséget” akkor

avalasz: ,barmely szam, kiveve a nullat”.
Konnyen belathaté hogy * < 0 egyenl6tlenségnek nincs megoldasa vagyis a
megoldashalmaza (res halmaz. bJ

Meghatarozas. Két egyenlétlenség egyenértékd (ekvivalenst
ha megoldashalmazaik egyenl6k.

Tekintstink meg néhany példat!
Az *2<0 ésaz | * |< 0 egyenl6tlenségek ekvivalensek. Valéban, mind a két

egyenl6tlenségnek csak egy megoldasa van, az x = 0.
Az.r >-1 esaz\x | > -2 egyenl6tlenségek is ekvivalensek, mivel mindkét

egyenlotlenseg megoldasa a valés szamok halmaza.
Mivel az <-1 és Ox <-3 egyenldtlenségeknek nincs megoldasuk ezért
ezek az egyenlotlensegek is egyenértékiiek, ekvivalensek.

. Mi az egyismeretlenes egyenl6tlenség megoldasa?

. Mit jelent megoldani egy egyenlétlenséget?

. Mit alkot az egyenl6tlenség dsszes megoldasa?

. Mikor lesz egy egyenl6tlenség megoldashalmaza ires halmaz?

g AW N

. Mely egyenl6tlenségek egyenértékliek, ekvivalensek?

Ve

I'r GYAKORLATOK

4.1°A—4;-0,5; 0; 3 2 szamok kdzil melyek megoldésai az alabbi egyenlétlen-

ségeknek:
1) jc>6—; 3)3jc>x-1; 5) Vo1 >1
2) x<5; 4)x2-9<0; 6) - >1?
X
4.2.° Az alabbi szamok koziil melyek megoldasai az (x —2)2(x —5) > 0 egyenlét-
lenségnek:
1)3; 2)2; 3)6; 4)-1?

4-3-° Megoldasai-e az alabbi szamok a 6x + 1< 2 + 7x egyenl6tlenségnek:
0-0,1; 2)-2; 3)0; 4) —4; 5)2?



30 1.§8. EGYENLOTLENSEGEK

4.4.° Nevezz meg az x +5 > 2x + 3 egyenl6tlenség megoldasai kozil kett6t!

5 4.5.° Megoldéasa-e 1,99 az x < 2 egyenl6tlenségnek? Létezik-e ennek az egyen-
16tlenségnek 1,99-t61 nagyobb megoldasa? Ha igen, hozz fel ra példat!

5 4.6.° Megoldasa-e 4,001 az x > 4 egyenl6tlenségnek? Létezik-e ennek az
egyenlétlenségnek 4,001-t61 kisebb megoldasa? Ha igen, hozz fel ra példat!

4.7.° Az alabbi egyenl&tlenségek kozil melyik egyenlétlenség megoldasa dres

halmaz:
1)(x-3)2>0; 3) (x- 3)2<0;
2) (x- 3)2>0; 4) (x-3)2<0?
4.8.° A kovetkez6 egyenl6tlenségek kozil melyiknek nincs megoldasa:
1) Ox> —2; 2) Ox<2; 3)0x<-2; 4)0x>27?
4.9.° Az alabbi egyenl6tlenségek kozil melyik igaz barmely valds szamra:
1) Ox> 1; 2) Ox>0; 3)0x>-1; 4)x+1>07?

4.10.° Az alabbi egyenl6tlenségek koziil melyik igaz barmely valds szamra:
1)x2>0; 2) X>-X; 3)-x2<0; 4)Vx>0?
4.11." Az alabbi egyenl6tlenségek kozul valaszd ki azt, amelyik teljestl barmely

valos szamra és azt, amelyiknek nincs megoldasa:

1)—)2/->0; 3)§-Al>l;

214 )%z

4.12." Oldd meg a kovetkez6 egyenl6tlenségeket:

)4 +2>0; T)IE£721>0;
X \x - 2j

2) (x+2)2>0; 8) x +\ ~ +2;

X2 X

3) (x +2)2<0; 9) |x|>-x2

4)— >0; 10) X |>-Xx2
)70 ) Ix[>-x2
X+2 2 . n

5 17) |x [>X;
)x+2 3 ) Ix 1

6) CTifT >°: 12) |x |>-x!
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m 4 13 * Hatarozd meg az aldbbi egyenl6tlenségek megoldashalmazat:

1) ]3> 0; 4>|«|<-1;
2)1,1<0; 5)Ix[>-3;

1 -3!
3) Ix | < °; 6 )

4 14,- Ekvivalensek-e az aldbbi egyenl6tlenségek:
1) i <16ésiJC>1; 3) (x+5)2<06és|x-4|<0;
X
2) x2>x és x>1; 4) >[* 70 ® x4<07?

" ISMETLO GYAKORLATOK

4.15. Oldd meg az alabbi egyenleteket:
1)9- 7(x+3)=5- 6x;
2) =
2 7
3) (x + 7)2—(x—2)2=15;
4) 5x- 2 =3(3x- 1) —4x—4;
B)6X + (Xx- 2) (x +2) = (x+ 3)2- 13;
6) (Xx+6)(x- 1)- (x+3)(x- 4)=5x!
4.16. Egy kerékparos a falu és a t6 kdzotti utat oda-vissza 1 dra alatt tette meg.
A falubdl a téig 15 km/h sebességgel haladt, visszafelé 10 km/h sebességgel.
Hatarozd meg a falu és a td kdzotti tavolsagot!

Egyismeretlenes linearis
gyenlétlenségek megoldasa.
zamintervallumok

yenl&ségek tulajdonsagai segitenek megoldani az egyenleteket. Ha-
sonloképpen az egyenl6tlenségek tulajdonsagai is segitenek megoldani az egy-
'smeretlenes egyenl6tlenségeket.
Az egyenletek megoldasa soran az egyenleteket veliik ekvivalens, de egysze-
ribb egyenletekkel helyettesitettik. Hasonloképpen oldjuk meg az egyenlétlen-
ségeket is.
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Az egyenletek veliik egyenértékl egyenletekkel valo helyettesitésénél a mér-
legelvet alkalmazzuk, azaz a tagok atvihet6k az egyik oldalr6l a masikra, az
egyenlet mindkét oldala szorozhaté ugyanazzal a nullatdl kilénb6z6 szammal

Hasonld szabalyokat alkalmazunk az egyenl&tlenségek megoldéasakor is.

Ha az egyenl6tlenség egyik oldalarol atvisziink egy tagot a masik oldalra Ugyt
hogy megvaltoztatjuk az el6jelét, akkor ekvivalens egyenlétlenséget kapunk.

Ha az egyenl&tlenség mindkét oldalat megszorozzuk (vagy elosztjuk) ugyan-
azzal apozitiv szammal, akkor ekvivalens egyenl6tlenséget kapunk.

Ha az egyenl6tlenség mindkét oldalat megszorozzuk (vagy elosztjuk) ugyan-
azzal a negativ szammal és megvaltoztatjuk az irdnyat, akkor ekvivalens egyen-
I16tlenséget kapunk.

Ezen szabalyok alkalmazésaval oldjuk meg a paralelogramma keriletérgl szo-
16 feladatot (4. pont)!

Tudjuk, hogy 14 + 2x > 44,

Vigyuk at a 14-et a masik oldalra:

2x > 44 -14.

Innen 2x > 44,
Osszuk el az egyenlétlenség mindkét oldalat 2-vel:
x> 15.

Megjegyezziik, hogy a kapott egyenl6tlenség ekvivalens az eredeti egyenl6t-
lenséggel. A megoldashalmaz tartalmazza az 6sszes 15-nél nagyobb szamot. Ezt
a halmazt szamintervallumnak nevezziik és igy jeldljik: (15; +oo) (igy olvassuk:
15-t6l plusz végtelenig intervallum).

Ebben a feladatban a valasz vagy (15; +00), vagy x > 15 alakban is megadhato.

Azx> 15 megoldast szemléltet6 pontok a szamegyenesen a 15-6tjel6l6 pont-
tol jobbra vannak és egy félegyenest alkotnak, melynek kezdépontja ,,lyukas”

(5.1. abra).

15

5.1. abra

Megjegyezzilk, hogy a szamintervallumokat kétféleképpen is jeldlhetjiik: sa-
tirozassal (5.1. a abra) vagy ivvel (5.1. b abra). Mi a méasodik jel6lést fogjuk al-
kalmazni.
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PELDA Oldjuk meg a3 +~<7 +xegyenl6tlenséget!

Megoldéas. Vigylk at az x dsszeadandot a jobb oldalrél a bal oldalra, a 3-t

pedig a balrél ajobbra, majd vonjuk 6ssze az egynemi tagokat:

-* +-<7-3;
2

- —<4,
2

Szorozzuk meg az egyenl6tlenség mindkét oldalat -2-vel. igy
X>-8.

Ennek az egyenl6tlenségnek a megoldashalmaza
[_8; +o0) intervallum (igy olvassuk: - 8-t6l plusz végtele-

nig balrdl zart intervallum).
Azx >- 8egyenl6tlenség megoldashalmaza a szam-

egyenesen egy félegyenes (5.2. abra).
A vélaszt kétféleképpen adhatjuk meg: [-8; +°°) vagy x> 8. M

2. PELDA Oldjuk mega2(2- 3x)> 3(x + 6) -5 egyenl6tlenséget!
Megoldés. irjuk fel az adott egyenl6tlenséggel ekvivalens egyenl6tlenségek
sorozatat:
4-6x>3x+18-5;
4 - 6x >3x + 13;
—3x- 6x>-4 + 13;
—9x >9;
X <. .

Az utolsé egyenl6tlenség megoldashalmaza a (-oo; -1)
intervallum (igy olvassuk: minusz végtelent6l minusz
egyig intervallum). Az x < -1 egyenl6tlenség megoldas-
halmazat jel6l6 pontok a szamegyenesen - 1-t6l balra
helyezkednek el (5.3. abra) és egy félegyenest alkotnak,
melynek a kezd6pontja ,,lyukas”.

Felelet: ( co—1) vagy x < -1 alakban adhaté meg. 4
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3. PELDA Oldjuk meg az -2—1+3- <6- egyenlétlenséget!
Megoldéas. Végezzink ekvivalens talakitasokat:

6.0 +6.i<6.1;
2 3 6

3x-3+2x<1

5x <4;

Az utolsé egyenl6tlenség megoldésa -oo; intervallum (igy olvassuk: minusz

végtelentdl -5-ig jobbrdl zart intervallum). A szamegyenesen a megoldast szemlél-

tet6 pontok egy félegyenest alkotnak (5.4. abra).

Afelelet: megadhaté vagy -oo; - , vagy *<-
\% 5.

4
5 alakban. <

5.4. abra

4. ~ELDA Oldjuk mega3(2x-1)+ 7> 2(3x + 1) egyenl6tlenséget!
Mego Idas. Azt kapjuk, hogy 6x - 3+7>6x +2;
6X-6x>2-4;

0x>-2.
Az utols6 egyenlétlenség x barmely értékére teljesil, 0 > -2. Tehat az
egyenl6tlenség megoldashalmaza a valds szamok halmaza.
Felelet: x - barmely szdm. A

Ez a megoldas masképpen is felirhaté: (-°°; +<*) (igy olvassuk: minusz vég-
telentdl plusz végtelenig intervallum). Ez az intervallum a szamegyenes.

s .m LDA Oldjuk meg a4(jc- 2)- 1<2(2*- 9) egyenl6tlenséget!
Megoldas. Azt kapjuk, hogy
4x-8-1<4x- 18;
4x-4x<9 - 18;
Ox< -9.
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A kapott egyenl6tlenség x barmely értékére nem igaz, 0 < -9.
Ebben az esetben a feleletet kétféleképpen irhatjuk le: vagy nincs megoldas

vagy Ures halmaz (0). <

Az 1-5- példdkban megoldott egyenl6tlenségek mindegyike ekvivalens az

aX>b,ax<b,ax>b,ax<>b valamelyikével, ahol x az ismeretlen, a és b barmely

szam. Az ilyen alakl egyenl6tlenségeket egyismeretlenes linearis egyenlétlen-

ségeknek nevezziik.

Az alébbi tdblazatban a megvizsgaltjeldléseket és abrazolasokat foglaltuk dsz-

Sze:

Egyenlétlenség Intervallum Abrazolas
X>a (a; +0°) e »
a
x<a (-00;8) - >
a
a\ +00
x> a [ ) .
-00; a
X< g ( 1 .

1. Sorold fel az egyenl6tlenségek egyenértékd, ekvivalens atalakitasait!
2. Mely egyenl6tlenségeket nevezziik egyismeretlenes linearis egyenlétlenségeknek?

3. Hogyan irjuk le és olvassuk az X >b, x <b, x >b, x <a egyenl6tienségek megoldas-
halmazait?

4. Az egyenl6tlenség az ismeretlen barmely értékére igaz. Ebben az esetben, hogyan kell
megadni és olvasni a megoldashalmazt intervallummal?

GYAKORLATOK

5.1.° Abrazold szamegyenesen az alabbi intervallumokat:
1) [-5; +00); 2) (-5; +00); 3) (-00; -5); 4) (-00;-5]!

5.2.° Abréazold szamegyenesen, és add meg intervallummal az alabbi egyenl6t-
lenségek megoldashalmazait:

1) jc< 8; 2) x <-4; 3) x>-1I; 4)x>0!
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m 5.3.0Abrazold szamegyenesen, és add meg intervallummal az alabbi egyenlét-
lenségek megoldashalmazait:

1)*<0; 2)x>~3;) 3)*>-1,4; 4) jc< 16!
5.4.° Nevezd meg az aldbbi intervallumokhoz tartozé legkisebb egész szamot:

1) (6; ) 2)[6;+00); 3) (-3,4;+00); 4) [-0,9;+«)!
5.5.° Nevezd meg az aldbbi intervallumokhoz tartozé legnagyobb egész szamot:

1)(— ;-4); 2) (-°°;-6,2];  3)(-00:l]; 4) (<> -1,8)!
5.6.° A kovetkezd intervallumok kézill melyiknek eleme a -7:

DC°-7); 2) [-7; +»); 3) (-00; 0; 4) (-«>:-6)?
5.7.° A kdvetkezd intervallumok kézil melyiknek eleme a 9:

1) (8,99; +~); 2) (<= 10); 3) (--00; 8,991, 4) [9; +oo;

Oldd meg az alabbi egyenl6tlenségeket:

1) 6*> 18; 6) - 10 < 0; 11)4 -* < 5;

2) -2x >10; 7) ZIX <—15—; 12) 5- 8* >6;

3)i* <9 8) -7* >—; 13) 12+4* > 6%

3 15

4) 0,1* >0; 9)7*-2> 19; 14) 36-2* <4%*;

5) -4* > 24; 10) 5*+ 16 <6; 15) ng <2l

.° Oldd meg az alabbi egyenl6tlenségeket:

1)5* <30; 5) -3*<7 9) 13-6* >-23;

2) -4* <-16;; 6) -2-x >1-; 10) 5- 9* > 16;

3 9
3) -3*<6; 7)4*+ 5>-7; 11) 3* +2<-7%;
4) -12* >0; 8) 9- *>2%; 12) x43> 1

5.10.° Oldd meg a kdvetkez6 egyenl6tlenségeket:
1) gc> 10; 3)0* > -8; 5) 0*>1; 7) 0*<0;

2) Oa: < 15; 4)0*<-3; 6) 0*<2; 8) Ojc > 0!
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... hatdrozd meg az alabbi egyenl6tlenségek legkisebb egész megoldésat:
1) 5*>40; 2) 5x> 40; 3)-2x<-3; 4)-7jc<15!

5 12.° Hatarozd meg az alabbi egyenl&tlenségek legnagyobb egész megoldasat:

1) 8x<-16; 2) 8* <-16; 3) 3a<10; 4)-6x>-25!
5 13.° Az a mely értékeire lesz a 6a + 1kifejezés helyettesitési értéke negativ?
5.14.° A b mely értékeire lesz ni -2b kifejezés helyettesitési értéke pozitiv?

5.15.° Az m mely értékeire lesz a 2 - 4m kifejezés helyettesitési értéke nem keve-
sebb, mint-22?

5.16.° Az n mely értékeire lesz a 12w - 5 kifejezés helyettesitési értéke nem tébb,
mint -53?

5.17.° Mely x értékekre értelmezhet6k az alabbi kifejezések:

1) V4x+20;  2) V5-14x; 3
V4x +10 °’
5.18.° Hatarozd meg az alabbi fliggvények értelmezési tartomanyat:
1) 1 (x)=VI3-2x; 2)1(*) =m *
V-x-1
5.19.° Oldd meg az aldbbi egyenl&tlenségeket:
1)8x +2<9x- 3; 4) 3-1ly>-3y +6;
2)6-6x> 10-4x; 5)-8p-2 <3- 10p;
3) 6y +8<10(/-8; 6) 3m-I<l,5m +5!
5.20.° Oldd meg az alabbi egyenlétlenségeket:
1)4 + 1Ix>7 + 12x; 3)3x- 10<6x +2;
2) 35x-28<32x +2; 4) 6x-3>2x-25!

5.21.° Mely c értékekre lesz a 9c - 2 kifejezés helyettesitési értéke nem toébb a
4c + 4 kifejezés megfelel6 értékénél?

5.22.° Mely k értékekre lesz a W k-3 kifejezés helyettesitési értéke nem kevesebb
a 15&- 13 kifejezés megfeleld értékénél?

5.23.° Oldd meg a kdvetkezd egyenl6tlenségeket:

’L)Q(+-X<11; 3)-5-2(---x>-4;
3 2 7

2) ——— 4) i-1<x!
3 46 8 4

5.24.° Oldd meg a kdvetkez6 egyenl6tlenségeket:
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5.25." Oldd meg az alabbi egyenl6tlenségeket:
1) 3-5 (2x +4)>7- 2x;
2) 6x-3(x-1)<2 +5x;
3) Xx-2(x-1)>10+3(x +4);
4)2 (2x - 35)-3(2-3*) <6 (- x)
5) (x+1)(x-2)<(x-3)(x +3);
6) (4x - 3)2+(3* +2)2> (5jc+ 1)2;
2x-1 3x-5
7) ~ >~ T
3x+7 5x-2

9) (jr—>5) (je+1) <3 +(jc—2)2;
.1.0)x+1 X-3 > +>_<;

2 3 6
11) (6x- 1)2- 4x (9jc- 3) <

9 4 6

5.26." Add meg az aldbbi egyenlétlenségek megoldashalmazat:
1) 3(@4x+9)+5>7(8-x);
2) (2—y) B+y) < (4+y)(6-y);
3) (v+3)(y-5- (y- N2>-6

5 3
,n2x x-1 x+2
5)T — T ~ <0;

i-12n
2 8
5.27.' Hatarozd meg a kovetkez6 egyenl6tlenségek legnagyobb egész megoldasat:

)7 (x+2)- 3(x- 8)< 10;
2) (x- 4) (x +4)- 5x> (x- 1)2- 17!

5.28." Hatarozd meg a kovetkez6 egyenlétlenségek legkisebb egész megoldasat:
4x +13 5+2x >6-7x
10 4 20
2) (x-1)(x+1)- (x-4)(x+2)>0!

1

5.29." HAAgyeggesa negativ megoldasa van az x x+7 Mx +30 <X egyen-

I6tlenségnek?
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, , , 2-3x 1 5x+6 » sy
530'Hany természetes megolddsavana —-— > -——-- — egyenldtlenségnek?

531'Az Xmely értékeire teljesiilnek az alabbi egyenldségek:
3| X_5 |=uc-5; 2) |2x + 14| =-2x- 14?
532.'Azy mely értékeire kapunk igaz egyenl&ségeket:

ly+7| 1 16 yj ™
=i — =1?
i 2) y_g 17

y +7

5.33/ Az a mely értékeire
1) nincs gyoke az x2+ 3x - a = 0 egyenletnek;

2) legalabb egy gyoke van a 2x2- 8x + 5a = 0 egyenletnek?

5.34/ A b mely értékeire
1) van két kiilonb6z6 gyoke a 3x2- 6x + b =0 egyenletnek;
2) nincs gyoke az x2- x - 2b = 0 egyenletnek?

5.35/ Egy csonak hizonyos tavolsagot tett meg a folydn lefelé, majd nem tdbb,
mint 5 dra mulva visszatért a kiindulé pontba. A csdnak sebessége all6 vizben
5 km/h, a folyd sebessége 1 km/h. Mekkora az legnagyobb tavolsag, amit a
csonak megtehetett a folyon lefelé?

5.36/Vegylnk négy egymast kovetd egész szamot, majd vizsgaljuk meg a két szélsé
szam és a két kdzéps6 szam szorzatainak kiilénbségét. Létezik-e olyan négy
egymast kdveté szam, melyekre ez a kiilénbség t6bb, mint nulla?

5.37/ Egy dobozban sarga és kék golydk vannak. A kék golydk aranya a sargakhoz
3:4. Mennyi lehet a kék golydk maximalis szdma, ha a dobozban nem tdbb,
mint 44 golyé van?

5.38/ Egy kertben az almafak, meggyfak és szilvafadk ardnya 5:4:2. Legkeve-
sebb hany meggyfa van a kertben, ha a fdk szdma 6sszesen nem kevesebb,
mint 1207?

5.39/ Egy haromszdg oldalai 8 cm, 14 cm és a cm, ahol a természetes szam. Mek-

kora lehet az a legnagyobb értéke?

5.40/ Harom egymast kdvetd paros természetes szam dsszege nem tdbb, mint 85.
Melyik az a hdrom legnagyobb szam, amelyekre teljesil ez a feltétel?

5.41/ Harom természetes szamnak, melyek 5 egymast kovetd tobbszérdsei, az
6sszege nem tébb, mint 100. Melyik az a harom legnagyobb szam, amelyekre
teljesil ez a feltétel?
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5.42." Az x mely értékeire vannak értelmezve az alabbi fliggvények:

) f(x) =sjx+4+-—3)f(x) = )
) 1) ) x-2) (x) V3x+9 \x\-2

2) f(m)=\I2A-Sx +—=2 —; 4) f(x)= +-x—1
X -16 x -1

5.43." A valtozdk mely értékeire értelmezhet6k az alabbi kifejezések:

4 y/9-X +--—---- ; 2) - +-

X +3’ ni3x-21 xr-64

5.44." Oldd meg a kdvetkez6 egyenleteket:

1) |jc—3 | + jc= 15; 3) | 3x—12 | —2je= 1;

2)\x+ 1\-4x=14; 4)|x +2|-x =1
5.45." Oldd meg a kovetkez6 egyenleteket:

DIx+5|+2x=7, 2) 13- 27|- jc=9!
5.46." Abrazold az alabbi fiilggvényeket:

My =[x-2 [ 3)y=\x- 1]+x!

2)y=|x +3[-1;

5.47." Abréazold az alabbi figgvényeket:
1)y = |x +4]; 3)y =|2x- 6 | !
2)Y=Ix—5|+2
5.48." Az a mely értékeinél lesz
1) a 4x + a =2 egyenletnek pozitiv gyoke;
2) az (a + 6)x = 3 egyenletnek nemnegativ gyoke;
3) az (a-1)x = al- 1legyenletnek egyetlen gytke?
5.49." Az m mely értékeinél lesz
1) a2 +4x =m-6 egyenletnek nemnegativ gyoke;
2) az Wk = m2-Im egyenletnek egyetlen nemnegativ gyoke?

5.50.* Az a mely értékeire lesz az alabbi egyenleteknek két kiilonb6z6 valds gyoke:
1) ax2+2x - 1=0;
2) (a+ 1)x2- (2a- 3)x+a=0;
3)(a- 3)x2- 2(a—bH)x+a-2=07?

5.51.* Hatarozd meg az a 6sszes olyan értékét, melyre az alabbi egyenletnek nincs
gyoke:
(a-2)x2+(2a+ 1)x +a=0!

5.52.* Létezik-e olyan értéke az o-nak, melyre az alabbi egyenl6tlenségnek nincs

gyOke (szigoru egyenl6tlenségnél add meg ezt az értéket):
1) ox>3x+4; 2) (a2-a-2)x<a- 2?
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53 *Létezik-e az a-nak olyan értéke, melyre az aldbbi egyenl6tlenségnek barmely
A szam lehet a gyoke (szigord egyenl6tlenségnél add meg ezt az értéket):

Nox>-1 -1x\ 2) (a2-16)a:<a +4?

554 *0Oldd meg az alabbi egyenl6tlenségeket az a paraméter minden értékére:
1)ar>0; 3) ax>a; 5) (a-2)x>a2-4-
2)ax < 1 4) 2 (x-a) <ax-4; 6) (a+3)x<a2- 9

5 55.* Oldd meg az alabbi egyenl6tlenségeket az a paraméter minden értékére:
1) a2<0; 2)a+x<2-ax\ N{a+A)x>1

J ISMETLO GYAKORLATOK

5.56. Oldd meg a kdvetkezd egyenleteket:

1) 6x - 5x2=0; 4) 3x2+8x - 3=0;
2) 25jc2= 81; 5)x2+x-12 =0;
3) 4x2- Ix - 2 =0; 6) 2x2+6x +7 = 0!

5.57. Ismeretes, hogy m és n egymast kdvet§ egész szdmok. Az alabbi allitasok
kozil melyik igaz:
1) az mn szorzat nagyobb m-nél;
2) az mn szorzat nagyobb M-nél;
3) az mn szorzat paros;
4) az mn szorzat paratlan?

5.58. Hasonlitsd 6ssze a kifejezések értékeit:

1) 3V98 és 4 V72; 3) - VIOS és 6J— !
6 V12

2) IV 68 és -V45;
2 3
5.59. Ahhoz, hogy feltdltsiink egy medencét vizzel, az egyik csapon keresztiil
1,5-szer tobb id6re van sziikség, mint a.masik csap esetében. Ha mind a két

csapot kinyitjuk, akkor a medence 6 6ra alatt telik meg vizzel. Mennyi id6 alatt
telik meg a medence kilon-kilén mindegyik csapon keresztil?

NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK ALKALMAZASA

5.60. Egy haromjegy( n szam olyan, hogy m -6, « -7 é s« -8 rendre 7, 8 és 9
tobbszordse. Hatarozd meg ezt az n szamot!
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Egyismeretlenes lineéaris
egyenlbétlenség-rendszerek

Vizsgaljuk meg a V2x-1 +V5- x kifejezést! Hatarozzuk meg az x valtozo
megengedett értékeit, tehat az x 6sszes olyan értékét, melyre a kifejezés értelmez-
het6. Ezt a halmazt a kifejezés értelmezési tartomanyanak nevezziik.

Mivel a gyok alatt csak nemnegativ szam allhat, ezért egyszerre két egyenlét-
lenségnek kell teljesiilnie: 2x-1 > 0 és5- x > 0. Tehat az x keresett értékei a két
egyenl6tlenség kozds megoldasai.

Ha két vagy tobb egyenl&tlenség k6zés megoldésait kell meghatarozni, akkor
Ggy fogalmazunk, hogy meg kell oldani az egyenlétlenség-rendszert.

Ahogy az egyenletrendszereknél is, ugyanlgy az egyenl6étlenség-rendszereknél
is az egyenldtlenségeket kapcsos zarojelbe irjuk. Tehat ahhoz, hogy meghatarozzuk
a V2x -1 +Vo6-x kifejezés értelmezési tartomanyat, meg kell oldani a

2x -1 >0,

egyenl6tlenség-rendszert. *
5-x>0 )

Meghatarozas. Az egyismeretlenes egyenlétlenség-
rendszer megoldasa az ismeretlen dsszes olyan értéke, melyre mindegyik
egyenlétlenség igaz.

Példaul a 2, 3, 4 és 5 is megoldasa az (*) egyenl6tlenség-rendszernek, mig
7 nem megoldasa.

Meghatadrozds. Megoldani az egyenldtlenség-rendszert
annyit jelent, mint meghatarozni az 6sszes megoldast vagy igazolni, hogy
nincs megoldas.

Az egyenl6tlenség-rendszer dsszes megoldasa alkotja az egyenl6tlenség-
rendszert megoldashalmazat. Ha az egyenletrendszernek nincs megoldasa, ak-
kor azt mondjuk, hogy a megoldasok halmaza tires halmaz.

Ezért gy is fogalmazhatunk, hogy megoldani az egyenl6tlenség-rendszert
annyitjelent, mint meghatarozni az egyenl6tlenség-rendszer megoldashalmazat.

egyenl6tlenség megoldésa egyetlen szam,

az 5.
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x>5, egyenletrendszernek nincs megoldéasa, tehat a megoldashalmaz ures
x<5

hal™kljik meg az (*) egyenl6tlenség-rendszert! Helyettesitve a rendszer egyen-
I6tlenségeit vellk ekvivalens egyenl&tlenségekkel, azt kapjuk, hogy:

2*>1, > 0
U<5b.
Az utolsé egyenl6tlenség-rendszer megoldasa azon szamok halmaza, melyek

nem kisebbek i-nél és nem nagyobbak 5-nél, tehat az dsszes olyan szam, melyre
igaz az - <* <5kett6s egyenl6tlenség. Ennek az egyenl6tlenségnek a megoldésa

egy szamintervallum, melyet igy irunk: -;5 (igy olvassuk: --tdi 5-ig zart in-

tervallum).
Tehat a kit(izott feladat feleletét, a V2*-1 W 6 -x kifejezés megengedett

értékeit kétféleképpen irhatjuk fel: ) 5 vagy 2—<X<5.

Az (*) egyenl6tlenség-rendszer megoldésait jel616 pontok a szamegyenesen
az Afi-j és 5(5) koordinataju pontok kodzdtt vannak, beleszamitva az A és B

pontot is (6.1. abra). Ezek a pontok egy szakaszt alkotnak.

6.1. abra 6.2. 4bra
Figyeljik meg, hogy az |: *00 I és (-00; 5] intervallumok kozos pontjainak

halmaza az 1- 5 intervallum (6.1. 4bra). Ebben azt mondjuk, hogy az
2

intervallum az 1; +ool és (-°°; 5] intervallumok metszete. igy irjuk:

+00 n (—2°; 5] = 12'5

12 "5
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Az ) +°0J és (-00; 5] intervallumok az x >|2 ésaz x <5 egyenl6tlenségek

>
megoldashalmazai. igy elmondhatjuk, hogy az \x " % egyenl6tlenség-rendszer
[ac< 5
megoldasa a megoldashalmazok metszete lesz.
Tehat ahhoz, hogy megoldjunk egy egyenlétlenség-rendszert, meg kell
hatarozni a rendszerbe foglalt egyenlétlenségek megoldadshalmazainak met-

szetét.

1. PELDA OldjukmegaJ egyenl6tlenség-rendszert!
[3- 4x >-9

Megoldas. Azt kapjuk, hogy J[3(>6 \>Q~2,

-4a>-12; [a<3.

Szamegyenes segitségével hatarozzuk meg a
megoldashalmazok metszetét, vagyis a (_g>3) és a
(-2; +00) intervallumok metszetét (6.3. abra). A keresett
metszet azon szamok halmaza, melyekre teljesil,
hogy -2 <* < 3. Ez a halmaz (-2; 3) intervallum (igy
olvassuk: -2-t61 3-ig nyilt intervallum).

A felele t kétféleképpen adhaté meg: (-2; 3) vagy -2 <x< 3. <

PELDA Oldjuk meg a J3 3 5"’ egyenl@tlenség-rendszert!
X <

Megoldéas. Azt kapjuk, hogy 4 <4, Jic<1

ac<2; \x>-2.

Szamegyenes segitségével hatdrozzuk meg a megol-
dashalmazok metszetét, vagyis a (-00; 1) és a [-2; +°°)
intervallumok metszetét (6.4. abra)! A keresett met-
szet azon szamok halmaza, melyekre teljesil, hogy
-2 < x < 1Ezahalmaz [-2; 1) intervallum (igy olvassuk
- 2-t6l 1-ig nyilt intervallum).

A felelet kétféleképpen adhaté meg: [-2; 1) vagy -2 < x <3<
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{x<1, P
egyenl6tlenség-rendszert!
X >-2

Az adott egyenl6tlenség-rendszer megoldasa a (-00; 1] és a (-2; +00) inter-
vai! © k metszete (6.5. abra). Ez a metszet a (-2; 1] intervallum (igy olvassuk:

2-t6l 1-ig balr6l nyilt, jobbrél zart intervallum).
Felelet: (-2; 1]. <

4 PELDA Hatarozzukmegaz y = 1__ + *Jx+5 fliggvény értelmezési tarto-
Vic—4

manyat!

Megoldas. A keresett értelmezési tartomany az J* 1> °’ egyenl6tlenség-
0 [x+5>0

ix >
rendszer megoldashalmaza. Azt kapjuk, hogy \[x>);

Abréazoljuk szamegyenesen az (1; +00) és a [-5; +co) intervallumok metsze-

tét (6.6. 4bra). Ez a metszet az (1; +oo) intervallum.
Felelet: (1; +°°). A

Az alabbi tablazatban a megvizsgaltjeloléseket és abrazolasokat foglaltuk éssze:

Egyenlétlenség Intervallum Abrazolas
a<s<x< b [a1 b]
a<x< b (a; b)
a; b
a<x<b (@; b]
[a; b)

a<x <b
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. Mit nevezziink egy kifejezés értelmezési tartomanyanak?

. Milyen esethen kell egyenldtlenség-rendszert megoldani?

. Milyen jelet hasznalunk az egyenl6tienség-rendszer esetében?

. Mit neveziink az egyismeretlenes egyenlétlenség-rendszer megoldasanak?
. Mitjelent megoldani az egyenl6tlenség-rendszert?

o o B W N

. Hogyan frjuk, olvassuk és abrazoljuk az a < x < b alakd egyenlétlenséget? az a <x <b
alakd egyenl6tlenséget? az a <x < b alaki egyenl6tlenséget? az a < X < b alaki
egyenl6tlenséget?

GYAKORLATOK

r

6.1.°A-6;-5; 0; 2; 4 szamok kozul melyek megoldasai az J* 2<°’ egyenl6t-

[-2* <10
lenség-rendszemek?
6.2.° Melyik egyenl6tlenség-rendszernek gyoke -3?
pxn =3, 2) — \x>—£1 A Jjt+1> 4,
\x>6; {*<8; <8; Ix-2<0?
S 6.3.° Abrazold szamegyenesen az alabbi intervallumokat:
1) (-3; 4); 2) [-3; 4] 3) [-3; 4); 4) (-3; 4]!

S 6.4.° Abrazold szamegyenesen az alabbi egyenldtlenségeket és add meg inter-
vallummal:

1) 0 <x < 5; 3) 0,2< jec< 102;
2)i<*<2-; 4) -2 ,4<*<-|1
6 7
6.5.° ird le az alabbi intervallumhoz tartoz6 6sszes egész szamot:
37, 2) (2,9; 6]; 3) [-5,2; 1); 4) (-2; 2)!
6.6.° Add meg az adott intervallum legnagyobb és legkisebb egész szamait:
1) [-12; -6]; 3) (-10,8; 1,6];
2) (5; 11]; 4) [-7.,8;-2,9]!
6.7.° Abrazold szamegyenesen, és ird le az alabbi intervallumok metszetét:
D [-1; 71 és [4; 9]; 4) (— 12,6) és (2,8; +);
2) [3; 6] €s (3; 8); 5) [9; +«,) és [11,5; +~);

3) (==°; 3,4) és (2,5; +°°); 6) (-m»; -4,2] 6s (-°°; -1,3)!
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6 8, valaszd kia6.7. abran az jx g 6_1 egyenlgtlenség-rendszer megoldashalma-
»e <

zat!

6.7. abra

6.9.° Valaszd ki a6.8. abran a-4 < x < 2 kett8s egyenl6tlenség megoldashalmazat!

6.8. abra

x>
6.10.° Az al&bbi intervallumok kézil melyik az < * egyenl6tlenség-rendszer

megoldasa:
1) (=20;-1); 2) (-1; 2); 3) (2; +«,); 4)(-1;+~)?
6.11.° Tudjuk, hogy a <b <c <d. Az aldbbi intervallumok koézil melyik lesz az

(ia; c) és (b; d) intervallumok metszete:

1) (i, d)\ 2)(é;c); 3) (c; d); 4) (a; 6)?

6.12.° Tudjuk, hogy m <n <k <p. Az aldbbi intervallumok kozil melyik lesz az
(m; /?) és («; A) intervallumok metszete:

1) (m ;«); 2) (k; p); 3)(n;k)-, 4)(m;p)7
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6.13.° Abrazold az alabbi egyenl6tlenség-rendszerek megoldashalmazait gzam-
egyenesen és add meg intervallummal:

\x<2, \x <2, \x >2, X>2,
- X < sy [x>-1; .y X<2;
>< 2, \x<2, \x>2, X>2,
21X > -1 W X <1 o X<-l; < Ux<2\

6.14.° Oldd meg a kdvetkez§ egyenl6tlenség-rendszereket:

X-4<0, 6 a- 2<1+3x,
1
) 2X>-6; ) 5x - 7<x+09;
X-2>3, 3x-6<x-1,
2) 7
3* <-12; IIx +13 <x +3;
+6>2
X+6>2, g FXHLA>18-x
3
) Z< 2; ) I,5x +1 <3x - 2;
6x +3>0, 4x +19<5x-1,
4) 9)
7-4x<7; |Ox < 3x + 21!
10x-1>3,
5)

7-3x>2x-3;

6.15.° Oldd meg a kdvetkez6 egyenl6tlenség-rendszereket:

-4x<-12, 2-3x <4x-12,
1) 4)

X+2>6; 7+3x " 2x +10;
, 8- x>5, X +3>8,

5 +

) X-7<2; ) x+l <6;

3x - 3 <5x, i5x-2>2x +1,
3
) 7x-10<5x; )[2x+3<33-3x!

6.16.° Hatarozd meg az alabbi kett6s egyenlétlenségek megoldashalmazat:

1)-3<x-4 <7, 3) 0,8<6-2x<1,4;
2) -2,4<3x +0,6<3; 4)4<'§2<5!

6.17.° Oldd meg az alabbi kett6s egyenl6tlenségeket:
1) 2<x +10<14; 3)-1,8<1-7x<36;

2) 10<4x-2< 18 4) 1< — <1,5!
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i-2x>-15,
a 18° Hany egész megoldasa van a <|3_ A 10 egyenlétlenség-rendszernek?
jC
_ (x +8>4, _
, iq" Hatarozd meg az < egyenlotlenseg-rendszer egész megoldasai-
[Gjc+1<9

nak dsszegét!
6 20.° Hany egész megoldédsa van a-3 < Ix -5 <16 egyenl6tlenségnek?
X +8>17,
6.21.° Hatarozd meg az x S egyenl6tlenség-rendszer legkisebb egész

2
megoldasat!

) i2x +1 <-4 . ) .
6.22.° Hatarozd meg a | A A egyenl6tlenség-rendszer legnagyobb egész

megoldasat!

6.23." Oldd meg az alabbi egyenl6tlenség-rendszereket:
[8 (2- x)- 2X >3,
D
[-3 (6x -1) - X < 2X;
x+1 2x+3
>1,
2) 4 3
6 (2jc- 1) <5 (jc—4) - 7,

2 (jc- 3) < 3x +4 (jc+1),

3)
(jc- 3) ™+ 3) < (je- 4)2-1;
4) 2(jc+11)>3(6-jo),
(ic- 3) (ic+ 6) > (ic+ 5) (ic- 4);
5) 2 3
(ic+5) (jc- 3) + 41> (jc- 6)2;
5jc+ 4 < 2x - 8,
6)

(e+2)(jc-1)>(jec +3)(jc-2);
X+2 je+1
<

N7 4
(ic~6)(X +2) +4x <(x- 7)(x +7);
6jc+1 5jc—1 1,

8) 6 5
2 (je+t8)—3 (jc+ 2) <5 —jc!
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6.24.' Hatarozd meg a kdvetkez6 egyenl6tlenség-rendszerek megoldashalmazat:
2x-3 4x-9
>

1) 5 6
5(x-1)+7(x+2)>3;

jctl x+2 jec+12
2) 2 3 ) 6
0,3*-19<1,7*-5;
I(x ~6)2< (x- 2)2- 8,
[3(2x-1)-8<34-3(5x-09);
3x-2 4x+1
4) 3 4 <1
(x-1)(x-2)>(x +4) (x-7)!

6.25.' Hatarozd meg az alabbi egyenlétlenség-rendszerek egész megoldasait:

X X <1
2x-1 <1,7-x, ) 3 4 '
1
) 3x-2>x-8; )
2x - —>10!
2
6.26.' Hany egész megoldasa van az alabbi egyenlétlenség-rendszereknek:
x+1 x-2 <2
14X +3>6X - 7, ) o 6 '
D oarx )
+ >4 - . _
[3(* +8)>4(8-3e); 2x-5_ .,

6.27.' Hatarozd meg az alabbi kifejezések értelmezési tartomanyat:
1) V6x-9 W 2*-5; 3) j2x-4+-J1-x;

2) yj3x +5 - 4) >/12-3*-
VI5-52"

6.28.* A valtoz6 mely értékeire értelmezhet6k az alabbi kifejezések:

1) yIHT-x H- 2) yj7x-35 +-r"— ?
2\Ix X2-5X
6.29.' Oldd meg a kdvetkezd egyenl6tlenségeket:
2x -5
1) -3 < < 4, 2) -4<1- — <-3!

6.30." Oldd meg a kovetkez6 egyenl6tlenségeket:
6Xx +1 , ,» 1 —3a



6. Egyismeretlenes linearis egyenl6tlenség-rendszerek

A 31 ’0Oldd meg az alabbi egyenlétlenség-rendszereket:

(x<4, 0,4-8a>3,6,
1) xX>2, 3) 15a-2 <4,
X <3,6; 4,1a:+10 < 1,6a:+ 5!
2X -6 <8,
2) 4-4 a<10,
8a- 9 >3;

6.32.” Oldd meg az alabbi egyenlétlenség-rendszereket:

-X <2, 3x-1 <2x +2,
1) 2x>17, 2) 2a+1>8- 5a,
X <-4; S5ac-25<0!

S 6.33/ Egy haromszég egyik oldala 4 cm, a masik két oldal 6sszege pedig 8 cm.
Mekkora a harmadik oldal, ha mindegyik oldal mérészama természetes szam?

6.34." Oldd meg az alabbi egyenl6tlenségeket:

1) (a- 3) (ac+4)<0; 4) 3a-Mb<O0;

X -9

2)(x+ 1) (2x - 7) > 0; 5) AZ1i<0;
X +2

6 )N 1i>0!

6.35.” Oldd meg az alabbi egyenl6tlenségeket:

1) (14 - 7a) (a:+ 3) > 0;

X +9
2)U>0; 4)43:+1<0!
3g-12 a-10

6.36." Oldd meg az alabbi egyenl6tlenségeket:

1) |a- 2 |<3,6; 4)17-3x]>1;
2) |2a:+ 3 |<5; 5) |a+3]|+2a:>6;
3) |ar+ 3 |> 9; 6) |ic—4 | —6x < 15!

637." Oldd meg az alabbi egyenlétlenségeket:
1)|x-6]>2,4; 3) \X+ 5 | —3jc> 4;
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6.38.* Az a mely értékeire lesz legalabb egy megoldasa az alabbi egyenlétlenség-
rendszereknek:

(*>3, 2) i*<3,
[x < a; \x>al

6.39.* Az a mely értékeire nem lesz megoldasa az alabbi egyenl6tlenség-rendsze-
reknek:

\X < a; [x>a?
6.40.* Az a mely értékeire lesz az alabbi intervallum az %JZ >/\_1’ egyenlétlenség-
rendszer megoldasa:
i) L+ 2) [ii+«>)?
6.41.* Oldd meg az a lehetséges értékeire az alabbi egyenlétlenséget:
\X <2,
x<*a\
6.42.* Oldd meg az a lehetséges értékeire az alabbi egyenlétlenséget:
(x <-3,
X > a\

XA
{ egyenlétlenség-rendszernek pontosan

X <a
4 egész megoldasa?

ix <5, . i
6.44.* Az a mely értékére lesz az [x>b egyenl6tlenség-rendszernek pontosan
X>
3 egész megoldasa?
oy ix >6, . ) . .
6.45.* Az a mely értékére lesz az \[ egyenl6tlenség-rendszer legkisebb egész
X >a

megoldasa 9?

{x"b . .
egyenl@tlenség-rendszernek legnagyobb

X <-2
egész megoldasa - 6?
6.47.* Az a mely értékeire lesznek az x2- 2ax +al- 4 = 0 egyenlet gyokei 5-nél
kisebbek?

6.48.* Az a mely értékeire lesznek az x2- (4a - 2)x + 3a2-4a +1=0 egyenlet
gyokei a [-2; 8]intervallum elemei?
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6 49 *Az a mely értékeire lesz a 3x2- (2a + 5)x + 2 + a -a 2= 0 egyenlet egyik
gyoke kisebb, mint-2, a masik pedig nagyobb, mint 3?

| ISMETLO GYAKORLATOK

6.50. Oldd meg az alabbi egyenleteket:
2 3x +4 5

N x2-16  x2-16 *x-3 X
6.51. Egyszer(sitsd a kovetkezé szamkifejezéseket:

1) 0,5V24-4vV40-VI50 +V54+VI1000;

2) s/8b +0,3\i50b - 3si2b\
3) 1,5V72- V216 - 0,6 7450+0,5 V96!
6.52. Fejezd ki az x valtozdt az alabbi egyenléségekbdl a tébbi valtozén keresztil:

1) 2x~— =2; 2) ——=—1
n m X n

6.53. Tudjuk, hogy a paros szam, b pedig paratlan és a> b. Az alabbi kifejezések
kozil melyik értéke lehet egész szam:

a b ..ab a bn
2y —— > 3) — ry-?
b b a b a
S 6.54. Mennyi s6 van 40 kg 9%-os s6oldatban?
5 6.55. Az érc 8% Ont tartalmaz. Mennyi ércbél lehet 72 kg ont kinyerni?
5 6.56. Hany szazalékos a s6oldat, ha 350 g oldatban 21 g s6 van?
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TUDASPROBA
1. TESZTFELADAT

1. Hasonlitsd 0ssze az a és b szdmot, haa - b=-3,6!
A) a> b;
B) a <b\
C)a =b;
D) nem lehet dsszehasonlitani.
2. Adott, hogy m> n. Az alabbi allitasok koziil, melyik hibas?
A)m-2>n- 2;
B) 2m > 2«;
Cm+2>n+2;
D)-2m >-2n.
3. Becsiild meg az a oldalhosszUsagu egyenld oldaltd haromszdg P keriiletét, ha
0,8<a< 12!
A) 16cm <P <24cm;
B)2,4cm <P <3,6 cm;
C)32cm<P<48cm;
D) 12cm <P <18cm.
4. Becsiild meg azxy szorzatot, ha2 <x < 3és 1<y <4l
A) 4 <xy < 8;
B) 3<xy <7,
C)2<xy< 12;
D) 6 <xy < 14.

5. Becsild meg az—y +2 kifejezés értékét, ha-18 <y < 12!
A) -3 <-il+2<4
B) -1 <-u +2<4
C) -I< -Gy +2<2;

D) -3 <—y +2<2.

6. Advavan:a>0ésb>0.Az alabbi egyenl6tlenségek kozil melyik teljesiilhet?
A) a2< bz C)a- b<0;

B) —>1; D) a%3>0.
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\z. alabbi egyenl6tlenségek kozill melyik megoldashalmaza a valés szamok
halmaza?

A) 2x >-2; C) Ox>-2;

B) 2x > 0; D) Ox> o.

Az alabbi egyenl6tlenségek kozil melyik megoldashalmaza a (3; +00) interval-
lum?

A)x>3; C)x>3;

B) x<3; D)x < 3.

Oldd meg az X! egyenl6tlenséget!
4 5

A) x>-; C) x<—;
5 5
B)x>—; D)x<—.
) 20 ) 20
Oldd meg a-3x +8 > 5 egyenlGtlenséget!
A) x<I; C) x<-1I;
B) x>1; D) x>-1.
3x-5 _8—X . . -

Hatarozd meg a > emmeemen egyenlétlenség legkisebb egész megoldasat!
A) 2; C) 4
B) 3; D) nem lehet meghatérozni.
Mennyi a V 14-3x kifejezés értelmezési tartomanyahoz tartozé természetes
szdmok szorzata?
A) 4, C) 18;
B) 10; D) 24.
Az alabbi egyenl6tlenség-rendszerek kézill melyiknek nincs megoldasa?
A)|[x>-3, ix>-3,

[x <-2; x<-3;
B)ix >-3, D) jx>-2,

[x >-2; (x<-3.

—1>2x -3, P ) ) ]
{ egyenl6tlenség-rendszer megoldashalmazat!

X+5>x +17
A)O; C) (-00; 4);
B) (2; +00); D) (2; 4).
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8§-7* >3*- 2,

15. Melyik abra szemlélteti a
-2(3%-2,6) <-2 (-2,6)

egyenl6tlenség-rendszer

megoldashalmazat?

A) C)
0 1
B) D)

1

*oxz2yx~zZ * . .
3 4 2 egyenl6tlenség-rend-

16. Hany egész megoldésa van az J
[1-0,5%>%-472

szemek?
A) 3; C) 5
B) 4; D) 6.
17. Oldd meg a -3 < 1_52X 2 < 1egyenlbtlenséget!
A) (-3; 7); C) (-7;-3);
B) (-7; 3); D) 3 7).

18. Az a mely értékeire nincs megoldésa a 2x2+ 6x +a = 0 egyenletnek?
A) a<4,5; C)a>-4,5;
B)a>4,5; D) Gi< —4,5.
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AZ 1- PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASAI

Szamok 6sszehasonlitasa

Az a szam nagyobb a b szamnal, ha az a - b kiilénbség pozitiv.
Az a szam kisebb a b szamnal, ha az a - b kiilénbség negativ.

Az egyenlétlenségek tulajdonsagai
Haa>b és b >c, akkora >c.
Ha a > b és c tetsz6leges szam, akkora +c >b + c.
Ha a > b és c tetsz6leges pozitiv szam, akkor ac > be.

Ha a> b és c tetsz8leges negativ szam, akkor ac < be.

Haa>bés ab >0, akkor —<
a

Egyenl6tlenségek 0sszeadasa és szorzasa

Haa>bésc>d, akkora+c>b +d.
Haa> b, ¢c> d és a, b, c, d pozitiv szamok, akkor ac > bd.

Egyismeretlenes egyenl6tlenségek megoldasa

Az egyismeretlenes egyenl6tlenség megoldasa az ismeretlen azon értéke,
melyre az egyenl6tlenség teljesil.

Egyenértékd, ekvivalens egyenl6tlenségek

Ekvivalens egyenl6tlenségek azok az egyenl6tlenségek, melyeknek egyen-
I6ek a megoldashalmazaik.

Az egyismeretlenes egyenl6tlenségek megoldasanak szabalyai (ekvivalens
atalakitasok)

» Ha az egyenl6tlenség egyik oldalarél atvisziink egy tagok a masik oldalra
Ugy, hogy megvaltoztatjuk az el6jelét, akkor ekvivalens egyenl&tlenséget
kapunk.

* Ha az egyenl6tlenség mindkét oldaldt megszorozzuk (vagy elosztjuk)
ugyanazzal a pozitiv szammal, akkor ekvivalens egyenl6tlenséget kapunk.

* Ha az egyenl6tlenség mindkét oldalat megszorozzuk (vagy elosztjuk)
ugyanazzal anegativ szammal és megvaltoztatjuk az iranyat, akkor ekvivalens
egyenlétlenséget kapunk.
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Az egyismeretlenes egyenlétlenség-rendszer megoldasa

Az egyismeretlenes egyenl6tlenség-rendszer megoldéasa az ismeretlen ssszp
olyan értéke, melyre mindegyik egyenl6tlenség igaz.

Megoldani az egyenl6tlenség-rendszert annyit jelent, mint meghatarozni a
0sszes megoldast vagy igazolni, hogy nincs megoldas.

Szamintervallumok

Egyenl6tlenség Intervallum Abrézolas
X>a (a; +00)
a
Xx<a (_°°; a) ~ N *_
a
X>a [2; +00) a
X<a (-°°; a] a
a<x<b [« b] a b
a<x< b (a; b)
a b
a<x<b (- b] a " b g
a <b [«; b) a N b N



MASODFOKU FUGGVENY

Ebben a paragrafusban megismételjik és kibdvitjik a figgvényekrél tanultakat.
Megtanuljuk, hogyan kell azy =f(x) fuggvény grafikonja segitségével abrazolni az
y = kf(x),y =f(x) +b,y =f(x + a) fuggvényeket.

Megtudjatok, melyik figgvényt nevezziik masodfokinak, mi a grafikonja, milyen
tulajdonségai vannak.

Megtanuljuk alkalmazni a masodfokd fliggvények tulajdonséagait.

Kibovitjuk a kétismeretlenes egyenletrendszerekr6l tanultakat, megoldasi médjaikat,
Ojabb tapasztalatokra tesztek szert az egyenletrendszerek megoldaséaban.

A fuggveényekrdl tanultak ismétlése,
- bovitése

napi életben gyakran megfigyelhetjik, hogy az egyik mennyiség
valtozo) valtozdsa milyen valtozast eredményez a masik mennyiség
véaltozasaban (fiigg6 valtozo). Ezen folyamatok megfigyelése eredményezte mate-
matikai modelljik megalkotasat. Az egyik ilyen modell a fliggvény.

Ezzel a fogalommal mar a 7. osztadlyban taldlkoztatok. Ismételjik meg, és
pontositsuk az eddig ismert tulajdonsagaikat.

Jeldljuk a fuggetlen valtozo értékeinek halmazat Jf-szel, a fiigg6 valtozo érté-
keinek halmazat pedig E-nal. A fliggvény az a hozzarendelési szabaly, amely
a fuggetlen valtozé minden értékéhez az X halmazbdél megfeleltet egyetlen
értéket a fligg6 valtozo értékeinek Y halmazabdl.

Altaléban a fiiggetlen valtozot x-szel, a fiigg6 valtozot y-nal, magat a fiigg-
vényt pedig /-fel jeléljik. Azt mondjuk, hogy az y valtoz6 az x fliggvénye,
irasban ezt igy jeléljik: y = f (x).

A fliggetlen valtoz6t argumentumnak is nevezzik.

Az argumentum osszes értékeinek halmazat a fliggvény értelmezési tartoma-

nyanak nevezziik és D (/)-fel vagy D (y)-nal jeldljik.

Tehat azy =~"= fliggvény értelmezési tartomanya a (0; +co) intervallum,
V*

vagyis D (y) = (0; +o0).
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A fliggvény egyértelm(i hozzarendelés, tehat az x argumentum minden értéké
hez csak egy fligg6y érték tartozik. A fiigg6 valtozé értékét a fliggvény helyette,
sitési értékének nevezziik és/x)-szel jeldljuk. A figgd valtozd dsszes értékének

halmaza a fliggvény értékkészlete. Jeldlése E (/) vagy E (y). igy azy= 4x fligg.
vény értékkészlete [0; +9¢) intervallum, tehat E (y) = [0; +00).

Egy flggvény akkor van megadva, ha adott az értelmezési tartomanya és a
hozzarendelési szabaly.

A fliggvényt az alabbi médokon lehet megadni:
* szOvegesen,

e képlettel;
» értéktablazattal;
« grafikusan.

Leggyakrabban a fiiggvényt képlettel adjuk meg. Ezt a megadasi médot expli-
cit megadasi médnak nevezzilk. Abban az esetben, ha nincs megadva az értelme-
zési tartomany, akkor a fliggvény értelmezési tartomanya a képletben szerepl6

kifejezés értelmezési tartomanya. Példaul, ha a fiiggvény az / (x) =- 1  kép-
yjx-1

lettel van megadva, akkor az értelmezési tartomanytaz -j-1  kifejezés értelmé-
vé -1
zési tartoménya adja, vagyis ez az (1; +oo) intervallum.

Az aladbbi tablazat a 7.-8. osztalyban tanult fliggvényeket foglalja 6ssze.

L Ertelmezési
Fuggvén - rtékké i
ggveny tartomany Ertékkészlet Grafikon
Ha k £ 0, akkor
(-00; +00); ha k = 0, akkor
y =kx+b (—o0; +00) az értelmezési tartomany Egyenes
egyetlen szambol, a 6-bél
all
B k (-00; 0) és (0; +00) (-00; 0) és (0; +00)
y=x intervallumokbol intervallumokbol allé Hiperbola
k™o all6 halmaz halmaz
y =x2 (-00; +00) [0; +00) Parabola
_ [0 +00) [0: +00) A pa}rabola

aga
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? 1. Miafiiggvény?
Mit jelent az az llitas, hogy azy valtozd az x valtoz6 fuggvénye?

N

. Mi a figgvény argumentuma?

. Mi a fliggvény értelmezési tartomanya?
. Mi afiiggvény helyettesitési értéke?

. Mi a fuggvény értékkészlete?

. Mikor van egy fliggvény megadva?

. Milyen megadési médja van egy fuggvénynek?

© oo ~N oo o1 b w

. Mit tekintlink az explicit megadasu fiiggvény értelmezési tartomanyanak, ha az nincs
megadva?

r GYAKORLATOK

7.1.° Egy flggvény azf(x) = -2x2+ 5x képlettel van megadva.
1) Szamitsdki:/(l);/(0); /~j;/(-5)!

2) Hatarozd meg az argumentum azon értékét, melyre a fliggvényérték:
0; 2; - 3!
3) lgaz-e,hogy:/(-l)=7;/(4) =-12]
7.2.° Egy fuggvény azf(x) =3 x-2 képlettel van megadva.
1) Szamitsd ki a fiiggvény helyettesitési értékét:/(3);/(0);/(-0,2);/(1,6)!
2) Hatarozd meg x azon értékét, melyre:/& ) = 10;/(x) =-6;/(x) = 0!
7.3.°Minden 10-nél nagyobb, de 20-ndl kisebb természetes szdmhoz hozzarendelték

az 5-tel valo osztasi maradékat.
1) Milyen modon van megadva ez a fiiggvény?

2) Mi a fiiggvény értékkészlete?
3) Add meg ezt a fiiggvényt értéktablazattal!
7.4.° Adott azy = 0,4x - 2 fliggvény. Toltsd ki az alabbi tablazatot!

X 2 -2,5
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16
7.5.° Adott azy = fliggvény. Toltsd ki az alabbi tablazatot!

X 2 -0,4
T 0.8 -32

7.6.°A 7.1. 4brén a [-A; 5] intervallumon értelmezetty =/ (x) figgvény grafikonja
lathat6. Hatarozd meg a grafikon alapjan:
1)I(-3»5);/(-2,5);/(-1);/(2);
2) az x azon értékét, melyre/ (x) =-2,5;/(x) =-2;/(x) =0;/(x) =2;
3) a fliggvény értékkészletét!
7.7.° A 7.2. dbrén a [4; 4] intervallumon értelmezetty =f(x) fuggvény grafikonja
lathat6. Hatarozd meg a grafikon alapjan:
1)IM);1(-1);/(D ;1(2,5);
2) az x azon értékét, melyref(x) =-1;f(x) =0;/(x) =2;
3) a fliggvény értékkészletét!

7.2. 4bra
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8 oHatarozd meg az al&bbi fliggvények értelmezési tartomanyat:

2) 1(*>*zf 5 6)
x-10 74 6X +11.
NI(*)=— 1 )ynm ) 'xr-2x'
AN n*) =y/x-9; 8) / (X) =Vx+6 +V4-x!
7 9.° Hatarozd meg az aldbbi fiiggvények értelmezési tartomanyat:
1)/(je) = £+®; 4) | (x) =n/x-1 +s[x-3\
X-4
2) f(*)=— —; 5)/ (x) =Vx-5+Vo-Xx;
X +16
3)/ = 25%+10; 6) f =yi?7i\
) /(x) = 25K+ 0 ) f(x) =yi?7i
7.10.° Abrazold a kévetkezé fliggvényeket:
1)/(x) =-2x + 3; 3)/(x) =3;
rx= % 4) 1 (x) =-—
X
7.11.° Abrazold a kévetkez6 fiilggvényeket:
g
1) f(xX)=4-—; 2) (x) =<
3 X

7.12.° Abrazolas nélkiil hatarozd meg az alabbi filggvények grafikonjainak és
koordinata-tengelyeknek a metszéspontjait:

1 /(X)=6—X-7; 3)g () =9-x2

2) I(x) = 20+—; 4)j (x)=x2+2x-3!
3x -5

7.13.° Abréazolas nélkiil hatarozd meg az alabbi fiiggvények grafikonjainak és
koordinata-tengelyeknek a metszéspontjait:

1) z(x) =9- 10x; 2)p (X) =4x2+x - 3; 3)s(x) :-Xlz—_?!

3x-1, ha x<-1,
7.14." Adott az _ x2-5, ha -1<x <4’ ftiggvény-
11, ha x>4

Szamitsd ki: 1)/ (=3); 2)/(—1); 3)/(2); 4)/(6,4)!
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6, ha x<-3,
7.15." Abrazold az f(x)=mx2 ha -3 <x <1, fuggvényt!
X, ha x>1

4
—, ha x<-2,
P , X
7.16." Abrazold az [(*)= -X, ha -2<x<0, faggvényt!

4x, ha x>0

7.17.'Hatarozd meg az alabbi fliggvények értelmezési tartomanyat:

1) /(x) =Vx-2 +7MAR; 3) f(X)=Vx+3+—1
X2-9

1

2) I(x) = 4) 1(x) :Vx-4 4x-3
1*1-7 VX+2 x2-Tx+6

7.18." Hatarozd meg az alabbi fliggvények értelmezési tartomanyat:

1) /(X) =VX+4+- 2) I (x)=sj8-x +m
*+1 X2- 8X

7.19.' Hatarozd meg az alabbi fiiggvények értékkészletét:

D/(x) =V Ii-I; 3)/(x) =-7; 5)f(x) =yE7i

2)/(x) =5- x2 4)/(x)= x| +2; 6) f(x) =422 +
7.20." Hatarozd meg az alabbi figgvények értékkészletét:

/(x)=x2+3; 2)I(x) =6-Vi; 3) F{x) =4x «4x\
7.21." Adj meg képlettel egy olyan fiiggvényt, melynek értelmezési tartomanya:

1) a valds szamok halmaza, kivéve az 1-et és a 2-t;

2) 5-nél nem kisebb szdmok halmaza;

3) 10-nél nem nagyobb szamok halmaza, kivéve a -1-et;
4) a-4 egyelem( halmaz!

7.22. Hatarozd meg az alabbi fiiggvények értelmezési tartomanyat, és abrazold
a grafikonjukat:

D= 2) £(x) :lngx_'67Xz> 3) 1 (x) =

7.23."Hatarozd meg az alabbi fiiggvények értelmezési tartomanyat, majd abrazold
Oket:
X +4x +4

nixy=" 7 2) /(x) =—!
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ISMETLO GYAKORLATOK

. gontsd els6fokl tényez6k szorzatara az aldbbi mésodfok( polinomokat:
j)x2 12; 3) 6x2+ \\x-2\

2) -x1+ 2x + 35; 4) +3x-6!

7 25. Szadmitsd Ki az aldbbi kifejezések értékét:

Q1v2 #

1) (103)2*10'8;

p 25¢ 5 0,125 32

) 5 0,5

7.26. Két szekrény ara azonos volt. Az egyik szekrény arat el6bb 20%-kal emel-
ték, majd 10%-kal leszallitottak. A masik szekrény arat éppen forditva, elé6bb
10%-kal leszallitottak, majd 20%-kal emelték. Melyik szekrény lett dragabb?

7.27. Az A és B varosok tavolsaga 120 km. Az A varoshdl elindult egy teherauté.
2 ora mulva egy vasuti atjarénal 6 percet kellett varakoznia. Ahhoz, hogy a
tervezett id6ben megérkezzen B varosba, 12 km/h-val ndvelte a sebességét.
Mekkora sebességgel haladt a teheraut6 a varakozas utan?

NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK ALKALMAZASA

r

7.28. Egy természetes n szamnak pontosan 100 oszt6ja van (beleszamitva az 1-ei
és az n-1is). Hatarozd meg az osztdk szorzatat!

A fliggvény fogalméanak fejl6dési torténetébdl

A fliggvény azon meghatarozasa, amelyet a mostani matematikai ismereteid
alapjan hasznalsz nem olyan régi, a XIX. szazad elsé felében jelent meg. T6bb
mint 200 éven &t formalddott hires matematikusok tdbb nemzedékének szenve-
délyes vitajaban.

Mennyiségek kozotti 6sszefliggéseket mar az okorban is vizsgaltak. Ezek
eredményeképpen fogalmaztadk meg néhany sikidom teriiletképletét és egyes tes-
tek térfogatképletét. Az ¢kori babiloniaiak, gérog6k és arabok csillagaszati tabla-
zatait a tablazattal megadott fliggvények el6deinek tekinthetjik.
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Pierre de Fermat René DescartesT
(1601-1665) (1596-1650)

Viszont csak a XV II. szazad els6 felében Pierre de Fermat és René Descartes
felfedezése, a koordinatarendszer nyitott utat a fliggvény fogalméanak megha-
tdrozasadhoz. Munkéikban azt vizsgaltdk, hogyan valtozik a pont ordinataja, ha
véaltoztatjuk az abszcisszajat.

Fontos szerepet jatszottak a fliggvény fo-
galmanak pontos meghatarozasaban a hires
angol matematikus, Isaac Newton munkai.

A fliggvényen 6 olyan mennyiséget értett,
amely az id6 mulasaval valtozik.

A fuggvény szakkifejezést (latin eredetd,
functio, jelentése: eljaras, végrehajtas) el6-
szOr Gottfried Wilhelm Leibniz német mate-
matikus hasznalta. O és tanitvanya, a svajci
Johann Bemoulli a figgvényen azt a képle-
tet értették, amely 0sszekototte a két valtozd
mennyiséget, a fliggvényt azonossa tették
egyik megadasi maédjaval.

A fuggvény fogalom tovéabbi fejlodését
Isaac Newton

sokban el@segitette Leonhard Euler és Jean (1643-1727)

le Rond d’Alamber tdbbéves vitdja a foga-
lom lényegérél. A polémia a fogalom egy
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'nosabb definiciojat eredményezte mint két valtozé mennyiség 6sszefiig-
3- <t ami szervesen nem kot6dott a megadasi modhoz.

gcCa
m]- <v
jaj
# i/.W
Gottfried Wilhelm Leibniz Johann Bernoulli
(1646-1716) (1667-1748)
Leonhard Euler Jean le Rond d’Alambert

(1707-1783)\ (1717-1783)
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A XIX. szazad 30-as éveiben Euler elméletét tdbb hires tudos is tovabbfejles2_
tette: Nyikolaj lvanovics Lobacsevszkij orosz matematikus, Peter Gustav Lejeu.
ne-Dirichlet német matematikus. Pontosan ekkor jelent meg az a meghatarozas
hogy azy mennyiség az x valtozé mennyiség fiiggvénye, ha minden x értéknek
pontosan egyy érték felel meg.

Nyikolaj Ivanovics Lobacsevszkij Peter Gustav Lejeune-Dirichlet
(1792-1856) (1805-1859)

Ezzel a meghatarozassal még most is taldlkozhatunk néhéany tankdényvben.
Ugyanakkor korszer(ibb értelmezés az, hogy afliggvény az a szabaly, amellyel
afuggetlen valtozé6 minden értékéhez meghatarozhat6 afliggé valtozo egyetlen
értéke.

Amikor a XIX.-XX. szézad forduldjan megalkottdk a halmazelméletet, nyil-
vanvald lett, hogy a fliiggvény értelmezési tartomanya és értékkészlete nem fel-
tétleniil csak szamokkal adhaté meg, ezért a fliggvényen azt a leképezést kezdték
érteni, amely az X halmaz miden eleméhez hozzarendeli az Y halmaz egyetlen
elemét.

Fluggvénytulajdonsagok

Gyakran egy objektumot az abrazolasa alapjan, fénykép, rontgenfelvétel, rajz,
stb. tudunk elemezni.

A fliggvény ,,abrazolasa” lehet a fiiggvény grafikonja. Megmutatjuk, hogyan
lehet a grafikonrol leolvasni a fiiggvény néhany tulajdonsagat.



8. Fliggvénytulajdonsagok 69

A 8.1. dbran az v =f(x) fuggvény grafikonja lathato.

Ertelmezési tartoméanya [—4; 7] intervallum, értékkészlete [-4; 4] intervallum.

Az x =-3, x = 1ésx = 5 helyeken a fliggvényérték nulla.

Meghatdrozéas. Azargumentum azon értékét, amelynél a fliggvényérték
nulla, a figgvény zérushelyének nevezzik.

igy a-3, 1és 5 szamok az adott fliggvény zérushelyei.

Megjegyezziik, hogy a [-4; -3) és (1; 5) intervallumon a fliggvény gra-
fikonja az abszcisszatengely felett, mig a (-3; 1) és (5; 7] intervallumon az
abszcisszatengely alatt helyezkedik el. Ez aztjelenti, hogy a [-4; -3) és (1; 5)
intervallumon a fiiggvény értéke pozitiv szdm, a (-3; 1) és (5; 7] intervallumon
pedig negativ.

A megnevezett intervallumokon a fiiggvényértékek el6jele nem valtozik, a
fuggvény elfjeltarto.

Meghatarozas. Azt az intervallumat, amelyen a fliggvényérték el6jele
nem valtozik, allando el6jeld intervallumnak nevezzik.

Figyeljik meg, hogy az adott fliggvény a (0; 5) intervallumon nem allando
elGjeld.

Meg kell jegyezni, hogy abban az esetben, ha azokat az intervallumokat vizs-
galjuk, ahol a fliggvény allandd eljelli, akkor a leghosszabb ilyen intervallu-
mot kell meghatarozni. Példaul a 8.1. dbran lathato/figgvény allandé el6jeli a
(-2; - 1) intervallumon is, viszont a valaszban a (-3; 1) intervallumot kell megad-
ni, aminek részhalmaza a (-2;- 1) intervallum.

Ha -4-t6l haladunk az abszcisszatengely mentén -1-ig, akkor észrevehetjik,
hogy a fliggvény grafikonja ,lefelé halad”, vagyis a fliggvényértékek csékkennek.



70 2. §. MASODFOKU FUGGVENY

Ugy szoktunk fogalmazni, hogy a [-4; -1] intervallumon afiiggvény csékkend'
Ha az x-et-1-t81 3-ig noveljik, akkor a fliggvény grafikonja ,,felfelé tart”, azaz a
fliggvényértékek ndvekednek. Ebben az esetben gy fogalmazunk, hogy a [-1; 3]
intervallumon a fliggvény novekve.

M eghatarozas. Az/figgvény novekvd egy adott intervallumon, ha
barmely, az adott intervallumhoz tartozé x, és x 2esetében x, >x2argumentum
értékekre igaz az/ (x,) > /(x2 egyenlbtlenség.

Meghatarozas. Az/fuggvény csokkend egy adott intervallumon, ha
barmely, az adott intervallumhoz tartozox, ésx2esetében x, >x2argumentum
értékekre igaz az/ (xj) < /(x2 egyenl6tlenség.

Gyakran hasznaljuk az alabbi meghatarozast is.

Meghatarozas. A fuggvény novekvé egy adott intervallumon, ha bar-
mely, az adott intervallumhoz tartoz6 argumentum értékekre teljesil, hogy
nagyobb argumentumhoz nagyobb fliggvényérték tartozik.

Meghatarozéas. A fuggvény csdkken6 egy adott intervallumon, ha bar-
mely, az adott intervallumhoz tartoz6 argumentum értékekre teljesil, hogy
nagyobb argumentumnak kisebb fliiggvényérték felel meg.

Ha egy fliggvény egész értelmezési tartomanyan né, akkor a fliggvényt névek-
vének nevezzik. Ha egy fliggvény egész értelmezési tartomanyan csékken, akkor
a fliggvényt csokkenének nevezziik.

A 8.2. abran példaul az y =sfx fliggvény grafikonja lathat6. Ez a fliggvény
novekvd. A 8.3. dbran azy =-x csdkkend fliggvény grafikonja lathat6. A 8.1. abra
grafikonja se nem csokkend, se nem névekvé.

8.2. 4bra 8.3. 4bra
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PELDA Bizonyitsuk be, hogy azy = x2fliggvény a (-00; 0] intervallumon
csokkend!

Megoldas. Legyen x, és x2a (-00; 0] intervallum két tetsz6leges eleme
és x2>x\- lgaz°ljuk, hogy x2< x,2 vagyis nagyobb argumentumnak kisebb fligg-
vényerték felel meg.

Mivel x2>  ezért x%2< -x,. Az utols6 egyenl6tlenség mindkét oldala nem
negativ, ezért (-x2) < (-x,d), tehat x2< x,2. <

Eben az esetben ugy is fogalmazhatunk, hogy azy = x2fliggvény a (-00; 0]
intervallumban csokkend. Hasonl6 mddon igazolhatd, hogy azy - x 2fliggvény a
[0; +00) intervallumban ndévekvé.

A figgvény novekedésének és csokkenésének intervalluma az a leghdvebb
halmaz, melyre a meghatarozas igaz.

2. PELDA Bizonyitsuk be, hogy az / (x) - — fiiggvény a (-00; 0) és a (0; +00)
X
intervallumon is csokkend!
Megoldas. Legyen x, és x2a (0; +00) intervallum két tetsz6leges eleme és

x2> x,. Az egyenl6tlenségek tulajdonsagai alapjan — <—. Tehét, az adott fligg-
*2  xi
vény a (0; +00) intervallumon csdkkend.

Hasonléan igazolhato, hogy az/ (x) figgvény csdkkend a (-00; 0) intervallu-
mon. <

Viszont nem allithatjuk, hogy f(x) =- fliggvény csokkend az egész értelme-
X
zési tartomanyan. Valdban, mert példaul, haxj = -2, x2= 3, akkor az x2> x, egyen-

16tlenségh6l nem kovetkezik, hogy — < —.
*2

3. PELDA Bizonyitsuk be, hogy azf (x) = kx + b fiiggvény névekvé, ha
k > 0 és csokkend, hak <0!
Megoldas. Legyen x, és x2a két tetsz6leges argumentum és x2> Xj.

igy
f (X2 -+ (x,) = (kx2+ 0)-(Ax! +b) =kx2-k x | =k{x2-x").

Mivel x2> X[, ezért x2- x,> 0.
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Tehat, ha k > 0, akkor k (jc2- x,) > 0, vagyisf (x2 > /(x,). Azaz, hak > o0
akkor az adott fliggvény névekvé.

Ha k < 0, akkor k (x2- x,) <0, vagyis/ (x2 < /(x,). Tehat, ha k <0, akkor az
adott fiiggvény csokkend. <

9
Mit neveziink a fliggvény zérushelyének?

. Mit értlink azon az intervallumon, ahol a fiiggvény alland6 el6jeli?

. Mikor mondjuk, hogy egy fliiggvény az adott intervallumon névekvg?
. Mikor mondjuk, hogy egy fliggvény az adott intervallumon csokkend?
. Mikor ndvekv§ a fliggvény?

. Mikor csokkend a figgvény?

D O DN W N

GYAKORLATOK

r

8.1.° A 8.4. abran egy, a valds szamok halmazéan értelmezetty =fix) fliggvény
grafikonja lathat6. Hatarozd meg a grafikon alapjan:
1) a zérushelyeket;
2) mely argumentumokra pozitiv a fiiggvényérték;
3) mely intervallumokon névekvd, és mely intervallumokon csdkken6 az adott

fuggvény!

8.4. 4bra 8.5. dbra

8.2.° A 8.5. abréan egy, a valds szamok halmazéan értelmezetty = fix) fuggvény
grafikonja lathat6. Hatarozd meg a grafikon alapjéan:
1) a zérushelyeket;
2) mely argumentumokra negativ a fliggvényérték;
3) mely intervallumokon névekvd, és mely intervallumokon csokkend az adott

fuggvény!
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g3 °A8.6.4abran a [-1; 4] intervallumon értelmezett fliggvény grafikonja lathaté.
Hatarozd meg a grafikon alapjan:

1) a zérushelyeket;

2) mely x értékekre negativ a fiiggvényérték;

3) mely intervallumokon névekvé, és mely intervallumokon csokkend az adott
fuggvény!

51 10 i1 X

Vi/

8.6. abra 8.7. A&bra

8.4.° A 8.7. abran egy, a valos szdmok halmazéan értelmezetty - f(x) fliggvény

grafikonja lathat6. Az alabbi allitdsok kozil melyik igaz:

1) a figgvény a (-00; -9] intervallumon csdkken6;

2)f(x) <0,ha-5<x< 1

3) a fliggvény a [-2; +oo) intervallumon névekvé;

4)f(x) =0, hax=-5 éshax = 1;

5) a fliggvény az értelmezési tartomanyanak x =—2 helyen veszi fel a legkisebb
értékét?
8.5.°A 8.8. &bran avalds szdmok intervallumon értelmezett

y =f(x) fuggvény grafikonja lathat6. Hatdrozd meg a

grafikon alapjén:

1) a zérushelyeket;

2) az x azon értékeit, melyrey < 0;

3) hol cs6kkend a fiiggvény;

4) a fuggvény értékkészletét!

8.8. abra
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8.6.° Az alabbi fliggvények kdzil melyik ndvekvd, és melyik csdkkend:
1)y =9x- 4; 3)y=12-3x; 5)y =-x;
6
2)y =~4x + 10; 4)y =-x; 6)y= 1-0,3*?

8.7.° Hatdrozd meg az alabbi fliggvények zérushelyeit:

H/(*) =0,2* +3; 4) A(*)=----- ~6;
X+3

2)g (x) =35- 2*-x 2 5)/(x) =x3- 4x;

3) (p(x) =VxT3; 6)f(x)=x2+ 1

8.8.° Hatarozd meg az alébbi fliggvények zérushelyeit:

1) f(*) =~* +12; 4)/(*)=-5;
2)fix) = 6%2+ 5% + 1; 5 f(*)=

x+1
3) f(x) =\Ix2-4; 6)/(*) =x2- *I

8.9.° Hatarozd meg, mely intervallumokon alland6 el6jeliek (el6jeltartéak) az
alabbi fuggvények:

1) y=5x-15; 3)y =x2- 2x + |;
2)y =-7x-28; 4)y =— |
3-X
8.10.° Hatarozd meg, mely intervallumokon el8jeltartdak az alabbi fiiggvények:
)y =-4x + 8; 2)y =-x2-1; 3)y=V*+2!

8.11." Rajzolj egy olyan valds szamok halmazan értelmezett fliggvényt, melynek
az alabbi szdmok a zérushelyei:

1) -2 és5; 2) -4, -1, 0 és 4!

8.12.' Rajzold le egy olyan fliggvény grafikonjat, melynek az értelmezési tartoma-
nya [-5; 5] intervallum, zérushelyei pedig -3, 0 és 3!

8.13." Abréazolj egy, a [-4; 3] intervallumon értelmezett fiiggvényt, amely:
1) a [*4; -1] intervallumon ndvekvd és a [-1; 3] intervallumon pedig csékke-
né;
2) a [-4; -2] és a [0; 3] intervallumokon csdkken6 és a [-2; 0] intervallumon
pedig ndvekvd!
8.14." Abrazolj egy, a valés szamok halmazan értelmezett fiiggvényt, amely
(-00; 1] és [4; +o0) intervallumon névekvé és az [1; 4] intervallumon csdkkend!



8. Flggvénytulajdonsagok 75

2x+8, ha x<-2,
8.15." Abrazold az f(x)= x2 ha -2 <x <2, fliggvényt!
-2Xx+8, ha x>2
Hatarozd meg a rajz alapjan a fliggvény zérushelyeit, allapitsd meg, hol ndvekvd
és hol csokkend, illetve hol allandé eléjeld a fliggvény!

ha x<-1,
8.16." Abrazold az f(x) =- ha flggvényt!
4
— ha x>1

X
Hatarozd meg arajz alapjan a fiiggvény zérushelyeit, allapitsd meg, hol névekvé
és hol csdkkend, illetve hol allando el6jell a fuggvény!

8.17/ Az a mely értékeire lesz azy =x2+ (2a-1)x + a2+ a fliggvénynek két
zérushelye?

8.18/ Az a mely értékeire nincs azy = x2+ 6x + a fliggvénynek zérushelye?

8.19/ Melyik az a legnagyobb egész értéke n-nek, melyre azy = (8 - 3ri)x- 1
fliggvény novekvg?

8.20/ Az m mely értékeire lesz azy = mx - m - 3 + 2x fliggvény csokken§?
8.21/ Kzy =f(x) fliggvény csokkend. Névekvbk vagy csdkkendk az alabbi fligg-

vények (indokold meg a valaszodat):

1)J =3/W; 2)y::éf(x); 3)7 =-/(*)?

8.22/ Azy =f(x) fuggvény valamely intervallumon névekvd. Novekvdk vagy
csokkendk az alabbi fliggvények az adott intervallumon (indokold meg a
valaszodat):

D7 =y (*): 2)y =-2f(x)|

8.23." Bizonyitsd be, hogy:

l)azy=m fuggvény a (3; +<») intervallumon névekvé;

2) azy =x2- 4x + 3 fuggvény a (-00; 2] intervallumon csokkeng!
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8.24." Bizonyitsd be, hogy:
7
1) azy = - fuggvénya (-5; +00) intervallumon csdkkend;
X +5

2) azy = 6x - x2fliggvény a (-00; 3] intervallumon névekvd!

k
8.25." Bizonyitsd be, hogy azy = — fliggvény a (-00; 0) és a (0; +00) intervallumon
X
is csokkend, ha k > 0, és ndvekvd, hak <0!

8.26.* Az a mely értékeire lesz azf(x) = (a- \)x2+ 2ax + 6 -a fliggvénynek egy
zérushelye?

8.27.* Abréazold az [a; 2], a < 2 intervallumon értelmezettf(x) = x2 fiiggvényt!
Hatarozd meg a fliggvény legnagyobb és legkisebb értékét minden a értékre!

ISMETLO GYAKORLATOK

r
8.28. Egyszer(isitsd az alabbi torteket:
X2+X -6 3 m2- 16m + 63
Ix +21° m - 81
2) -~ A 32170-2,
&+7y-y 4-9a
8.29. Végezd el a kijel6lt szorzasokat:
1) (N/n+V6)(VIT-V6); 3){S +si3f;
2) (V32-5)(432+5); 4) (VIO +8)2!

8.30. Két klilénbdz6 markolégép 8 6ra alatt asott ki egy godrét. Az elsé marko-
16gép egyediil 4-szer gyorsabban kotorna ki egy ilyen gddrét, mint a masik
markoldgép. Hany dra alatt as ki kiillon-kiilon egy ilyen gédrét egyedil mindkét
markol6gép?

S 8.31. 200 g 12%-0s séoldathoz hozzéadtak 20 gramm sét. Hany szazalékos
lett igy az oldat?
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Hogyan kell abrazolni azy = kf(x)
iggvény grafikonjat azy =f(x)
iggvény grafikonjabol

A 8. osztalyban mar megismerkedtetek az
v =yr fliggvénnyel és a grafikonjaval, amit parabo-
lanak neveziink (9.1. abra).
Most megmutatjuk, hogyan kapjuk meg az
y =ax2 a”O flggvény grafikonjat azy = x2fiigg-
vény grafikonjabol.
Abrazoljuk, példaul, azy = 2x2fiiggvényt!
Készitslink értéktablazatot az y = x2 és az
y = 2x2 fliggvényekhez! Valasszunk azonos argu-
mentumokat! 9.1. abra

X -3 -25 -2 -15 -1 05 0 05 1 15 2 25 3
y=X2 9 625 4 225 1 025 0 025 1 225 4 625 9

y=2x2 18 125 8 45 2 05 0 05 2 45 8 125 18

Ez a tdblazat arra enged kovetkeztetni, hogy azy =x2fiiggvény minden (x0;
y0 pontjanak azy = 2x2fiiggvény grafikonjanak egyetlen (x0; 2y(Q koordinataja
pontja felel meg. Azy = 2x2fiiggvény minden (x,;y,) pontjanak pedig azy = x2

fuggvény grafikonjanak egyetlen “xt; —j koordinataju pontja felel meg. Tehat

azy = 2x2fluggvény grafikonjanak valamennyi pontjat megkaphatjuk Ggy, ha az
y = x2fliggvény minden pontjat kicseréljik .ugyanolyan abszcisszaju, de kétszer
akkora ordinatajua pontra (9.2. abra).

Azy = x2fliggvény grafikonja alapjan abrazoljuk azy = -2x 2 figgvényt.
Erthet6, hogy azy = - x 2 fiiggvény grafikonjanak minden pontjat megkaphat-
2

juk, haazy =x2fiiggvény minden pontjat kicseréljiik ugyanolyan abszcisszaju, de
fele akkora ordinataju pontra (9.3. abra).
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A felhozott példak azt mutatjak, hogy azy = f (x) fliggvény grafikonja segitsé-

gével abrazolni lehet azy =kf (x), k > 0 fliggvény grafikonjat.

Azy = kf(y) figgvény grafikonjat, ahol k > 0 megkapjuk, ha azy =/(*)
fliiggvény minden pontjanak az ordinatajat A-szorosara noveljuk.

A 9.4. és 9.5. abrdk azt szemléltetik, hogyan alkalmazhaté ez a szabaly az

y :-3ny ésy= . fliggvények grafikonjanak abrazolasanal.
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Ugy fogalmazhatunk, hogy azy = kf (x) fiiggvény grafikonjat megkapjuk az

- ;(tx) fliggvény grafikonjéb(){ Ar-szoros nyujtassal az y tengely mentén
y =

(az tengelyt6l), ha k > 1, és -k-szoros zsugoritassal azy tengely menten
(azx tengelyhez), haO<*< 1.

Tehatazy =% fliggvény grafikonjat azy = )1( fliggvény grafikonjanak harom-
szoros nyUjtasaval kapjuk meg azy tengely mentén, azy= | Mx fliggvény grafikon-

japedigazy =4x fiuggvény grafikonjanak haromszoros zsugoritasa azy tengely
mentén.

Vizsgaljuk meg azy = x2ésy = -x2fliggvényeket! Azy =x2filiggvény minden
(xajofpontjanak azy =-x1fiiggvény grafikonjanak egyetlen (x0; -y 0) koordinataju
pontja felel meg. Azy = -x2filiggvény minden (x,; y {) pontjanak pedig azy =x2
fuggvény grafikonjanak egyetlen (x,; -y,) koordinataji pontja. Tehat azy = -x2
fuggvény grafikonjat tgy kaphatjuk meg, hogy azy =x2fiiggvény grafikonjanak
minden pontjahoz hozzéarendeliink egy vele azonos abszcisszajud, de ellentétes or-
dinataju pontot (tlikrozzik az abszcissza tengelyre) (9.6. abra).

9.6. abra 9.7. dbra

Most mar kénnyen belathatd, hogy azy = kf (x), k <0 fuggvény grafikonja
ugyanolyan, mintazy = kf (x), k> 0 fliggvényé.
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Példaul a 9.7. abran lathatd, hogyan kell azy = x2fliggvény grafikonja alapja
abréazolni azy= - - x 2 fuggvényt.
A 9.8. dbra azt szemlélteti, hogyan kell azy = Jx fliggvény grafikonja alapja

abrazolni azy =--yfx ésy =-2 -Jx fuggvényt.
2

9.8. 4bra

Figyeljik meg, hogyha k + 0, akkor azy =f (x) ésy = kf (x) fuggvények
zérushelyei azonosak. Tehat, ezek a fiiggvények ugyanazon a helyen metszik az
abszcisszatengelyt. Ezt szemlélteti a 9.9. abra.

9.9. dbra
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y =3x2y = 1,5x2

9.10. abra

A 9.10. abran lathatjuk azy =ax2fiiggvény grafikonjat kiilénb6z6 a értékekre.
Ezeknek a fiiggvényeknek a grafikonjat azy = x2 fliggvény grafikonjaval egyutt-

parabolanak nevezzik.

Ha a>0, akkor aparabola szaraifelfelé mutatnak, ha a < 0, akkorpedig lefelé.
Gyakran azy = ax2filiggvény kifejezés helyett azy = axlparabola kifejezést

a<o0
(—e0; +00)
(-00; 0]

X=0

y< 0 a (-00; 0) és
(0; +00)

(-00; 0]

hasznaljuk.
Az alébbi tablazatban foglaltuk 6ssze azy =ax2 afO fiiggvény tulajdonsa-
gait.
Tulajdonsag a>0

Ertelmezési tartomény (-00; +00)

Ertékkészlet [0: +00)

Zérushely X=0

< . iae y >0 a (-00; 0) és

Allandé eléjel (0; +00)

Noévekvo [0; +00)

Csokken6 (_00; 0]

[0; +00)
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? 1. Hogyan kaphatjuk meg azy =kf(x), k+ 0 fliggvény grafikonjat azy =f(x) fuggvény
grafikonjabdl?

. Miazy =ax2 a”O fliggvény grafikonja?

. Melyik pont azy = ax2parabola cslcsa?

. Merre mutatnak a parabola szarai, ha @ >07? és ha a <0?
. Miazy = ax2 a £ 0 fliggvény értelmezési tartomanya?

.Miazy =ax2 az+ 0 fiiggvény értékkészlete?

~N o o B~ w N

. Melyik intervallumon névekv6, és melyiken csdkken6 azy =ax2 azx 0 fiiggvény, ha
a>0?éshaac< 0?

GYAKORLATOK

9.1.° llleszkednek-e az alabbi pontok azy = -25x2fliggvény grafikonjara:

1)7(2;-100); 3)ci-i;-11;
2) fi (-2; 100); 4)E>(-1;25)?

9.2.° Melyik siknegyedekben van azy =ax1 aj*O fiiggvény grafikonja, ha a > 0?
éshaa<0?

9.3.° Allapitsd meg rajz készitése nélkill azy = 3x2fuggvény grafikonja és az
alabbi egyenesek metszéspontjat:

\)y= 300; 3)y =-150jc;
2)y =42x- 4)y =6-3x1

9.4.° Allapitsd meg rajz nélkiil az alabbi fiiggvények grafikonjainak metszés-
pontjat:
\)y:-3x2ésy:3; 2)y:-2x2ésy:x + 41

9.5.° Az a mely értékénél illeszkedik az A(a; 16) pont azy = 4x2fliggvény gra-
fikonjara?

9.6.° Az b mely értékénél illeszkedik a 6 (-2; b) pont azy = -0,2x2fliggvény gra-
fikonjara?

9.1 ° Az M(3; -6) pont illeszkedik azy = ax2fliggvény grafikonjara. Hatarozd
meg a értékét!

9.8.° A K(-5; 10) pont illeszkedik azy = ax2fiiggvény grafikonjara. Hatarozd
meg a értékét!
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99 ea 9 11. 4bran azy = ax2fiiggvény grafikonja lathat6. Hatarozd meg a értékét!

9.11. abra

9.10."A 9.12. dbran azy = ax1fiiggvény grafikonja lathat6. Hatarozd meg a értékét!

9.12. abra

9.11." A 9.13. dbran azy = f(x) fliggvény grafikonja lathat6. Rajzold le az alabbi
fliggvények grafikonjait:

1)y:~2f(x\, 2)y =~f(x); 3)y =-2/(*)!

9.12." A 9.14. abrén azy =g(x) fliggvény grafikonja lathatd. Rajzold le az alabbi
flggvények grafikonjait:

h>> =ég(x); 2)y =—29(x)\



84 2. §. MASODFOKU FUGGVENY

9.13. abra 9.14. abra

9.13." Rajzold le az y = x 2fiiggvény grafikonjat! Abrazold az elkészitett rajz alapjan
az aldbbi fliggvényeket:
\)y =3x2 2)y:-;1x2\

9.14." Rajzold le azy=\[x fuiggvény grafikonjat! Abrazold az elkészitett rajz alap-
jan az alabbi fliggvényeket:
1y =4Vx; 2)y =-4x\

9.15." Igazold, hogy azy =ax2 a> 0 fiiggvény a (-00; 0] intervallumon csékken,
a [0; +oo) intervallumon pedig névekvd!

9.16." lgazold, hogy azy = ax2 a< 0 fiiggvény a (-o00; 0] intervallumon névekvé,
a [0; +oo) intervallumon pedig csdkkend!

x2, ha ix<-2,
9.17." Abrazold azy =.-2x, ha -2 <x <2, fuggvényt!

-x2, ha x>2
Hatarozd meg a rajz alapjan, hol névekvd és hol csdkkend ez a fiiggvény!

-2, ha x<-1,
8. Abrazold azy =.-2x2, ha -1<*<0, flggvényt!
2x2, ha x>0

Hatarozd meg a rajz alapjan, hol névekvd és hol csdkken6 ez a fliggvény!
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ISMETLO GYAKORLATOK

9 19. Igazold az alabbi azonossagot:

m-n m \ n2 N 1 \ n-m.
m2+mn mn+n2J \m3-mn2 m+n
9 20. Egyszer(sitsd az alabbi kifejezéseket:

1) a-bf, ha b>a; 3) (n - 5)4

y2 _ 2x 4-1

2) Ve2+6c+9, hac>-3; 4 r hax<lI!
V (M-i)6

9.21.45 1rakomany elszallitasat meghatarozott teherbirasa teherautora tervezték.
A teherauté meghibasodéasa miatt azonban egy olyan jarm szallitotta el a ra-
komanyt, melynek ateherbirasa 2 t-val kevesebb. igy viszont a teherauténak a
tervezetnél 6-tal tobbszor kellett fordulnia. Hatarozd meg annak a teherautdnak
a teherbirasat, amely elvégezte a munkat!

9.22. Az alabbi kifejezések az x mely értékénél veszik fel legkisebb értékiiket és
mekkora ez az érték:
1) (x-6)2+3; 3)x2+ 2x - 6;
2) (x + 4)2- 5 4)x2- 10x + 18?

NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK ALKALMAZASA

9.23. Akocka egyik lapjat 10 méasodperc alatt lehet kiszinezni. Legkevesebb milyen
id6 alatt szinez ki 6 ember 101 kockat (egy kockat egyszerre két ember pem
festhet?)

Hogyan kell abrazolni azy=1f(x) +b
és azy =f(x + a) fuggvény grafikonjat
azy =f(x) fuggvény grafikonjabaél?
Megmutatjuk, hogy azy = x2+ 2 figgvény grafikonjat megkaphatjuk azy = x2
fliggvény grafikonjabal.
Készitslink értéktablazatot mind a két fliggvényhez azonos argumentum érté-
kekre!
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X -3 -25 -2 .15 -1 -05 0 05 1 15 2 25 T
y = X2 9 625 4 225 1 025 0 025 1 225 4 625 9
y=x2+2 1 825 6 425 3 225 2 225 3 425 6 825 rr

A tablazat azt szemlélteti, hogy azy = x2 fliggvény minden (x0; yQpontjanak
azy = x2+ 2 fuggvény grafikonjanak egyetlen (x0; y0 + 2) koordinataju pontja
felel meg. Azy =x2+ 2 fliggvény minden (x,; y,) pontjanak pedig azy = x2fligg-
vény grafikonjanak egyetlen (x,; y, -2) koordinataju pontja felel meg. Tehat, az
y = x2 + 2 fuggvény grafikonjanak minden pontjat megkaphatjuk, ha azy = x2
fuggvény valamennyi pontjat kicseréljik ugyanolyan abszcisszaju, de kettével na-
gyobb ordinataja pontra (10.1. dbra).

Ugy is fogalmazhatunk, hogy azy = x2+ 2 fiiggvény grafikonjat megkaphatjuk
az 'y = x2 fggvény grafikonjabdl parhuzamos eltolassall az y tengely mentén
2 egységgel felfelé.

y . y>
Wy x2 t 2 y _7
\ /
\ /
u \\ t)
/1 \y 1/
1/
\ ) \ /]
\ /1 Voviy 1
\\ / 0 ij X
y ! /
\ 1 fy T X2 /
1 ) \ y = X2- 4
0 1 X
10.1. 4&bra 10.2. abra

Hasonldképpen, azy = x2- 4 fliggvény grafikonjat megkaphatjuk azy = x2
fliggvény grafikonjabol parhuzamos eltolassal azy tengely mentén 4 egységgel
lefelé (10.2. dbra).

Ezek a példak az mutatjak, hogy azy = /(x) + b fiiggvény grafikonja megkap-
haté azy = /(x) fliggvény grafikonjabol.

Azy =f(x) +b megkaphaté azy =f(x) fuggvény grafikonjabdl parhuzamos
eltolassal azy tengely mentén b egységgelfelfelé, ha b> 0 és lefelé, hab <0.

1 A kés6bbiekben a mértanérakon részletesebben is tanuljatok majd a parhuzamos
eltolast.
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A 10.3- és a 10.4. abra azt szemlélteti, hogyan alkalmazhato ez a transzforma-

ﬁpgg y sdx®3 &sy =1 - | fuggvények abrazolasanal,

10.3. &bra 10.4. &dbra

Vilagos, hogy a parhuzamos eltolés esetében az eredetivel egybevagé alakza-
tot kapunk. Példaul azy =x2+ 2 és azy = x2- 4 fliggvények grafikonjai azonosak
azy =x2flggvény grafikonjaval. Ezértazy = x2+ 2 és azy =x2- 4 fliggvények
grafikonjai is parabolak.

Megmutatjuk, hogyan kaphatjuk meg azy = (x + 2)2fliggvény grafikonjat az
y =x2fliggvény grafikonjabol.

Vegylik az (xG y0 pontot, amely illeszkedik azy = x2fiiggvény grafikonjara,
tehat x@ =y 0. Bebizonyitjuk, hogy ebben az esetben az (x0- 2; y0 koordina-
taju pont illeszkedik azy = (x + 2)2 fuggvény grafikonjara. Hatarozzuk meg
ennek a fiiggvénynek a helyettesitési értékét az x0- 2 helyen! Azt kapjuk, hogy
((x0- 2) + 2)2=x®@=y0.Tehat azy = x2 fliggvény minden (x0; yQpontjanak az
y = (x + 2)2fliggvény grafikonjanak egyetlen (x0- 2;y0 koordinataju pontja felel
meg. Hasonloképpen igazolhat6, hogy azy = (x + 2)2 fliggvény minden (x,;y}
pontjanak az 'y = x2 fiiggvény grafikonjanak egyetlen (x, + 2;y,) koordinataju
pontja felel meg.

Ezértazy = (x + 2)2fliggvény grafikonjanak minden pontjat megkaphatjuk, ha
azy =x2fiiggvény grafikonjanak minden pontjat kicseréljik ugyanolyan ordinata-
ju, de kett6vel kisebb abszcisszaju pontra (10.5. abra).

Ugy is fogalmazhatunk, hogy azy = (x + 2)2fiiggvény grafikonjat megkaphat-
juk azy = x2fliggvény grafikonjabdl parhuzamos eltolassal az x tengely mentén
2 egységgel balra.

Megmutatjuk, hogyan kaphatjuk meg azy = (x - 2)2 fiiggvény grafikonjat az
y = x2 fliggvény grafikonjabol. Kénnyen belathaté (6nalléan ellendrizd le), hogy
azy = x2 fliggvény minden (xG y0) pontjanak azy = (x - 2)2 fliggvény grafikonja-
nak egyetlen (x, + 2;y,,) koordinataju pontja felel meg, és azy = (x - 2)2fliggvény
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10.5. é&bra 10.6. abra

minden (x,; y,) pontjdnak azy = x2 fliggvény grafikonjanak egyetlen (x, - 2;yt)
koordinataju pontja felel meg. Tehat, azy = (x - 2)2fliggvény grafikonjat meg-
kaphatjuk az y =x1filiggvény grafikonjabol parhuzamos eltolassal az x tengely
mentén 2 egységgel jobbra (10.6. abra).

Ezek a példak az mutatjak, hogy azy = f (x + a) fiiggvény grafikonja megkap-
haté azy =/(x) fuggvény grafikonjabdl.

Azy =/(x + a) megkaphat6 azy = f (x) fliggvény grafikonjab6lparhuzamos
eltolassal az x tengely mentén a egységgel balra, ha a> 0 ésjobbra, ha a <0.

A 10.7. és 10.8. abra azt szemlélteti, hogyan alkalmazhaté ez a transzformacio

azy= fx +3 és y= v fliggvények abrazolasanal.

10.7. abra
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Megjegyezzik’ h°gy azy = (x + 2)2ésy = (x - 2)2fuggvények grafikonjai is

parabolak

1 PELDA Abrazoldazy = (x -1)2+ 3 figgvényt!
"Megoldas. 1) Abrazoljuk azy = x2fiiggvény grafikonjat.

2) Azy =x2fliggvény grafikonjat parhuzamosan eltoljuk az x tengely mentén
1 egységgel jobbra. igy megkapjuk azy = (x - 1)2flggvény grafikonjat
(10.9. abra).

3) Azy = (x- l)2fuggvény grafikonjat parhuzamosan eltoljuk az y tengely
mentén 3 egységgel felfelé. igy megkapjuk azy = (x- )2+ 3 fliggvény
grafikonjat (10.9. abra).

Az abrazolas algoritmusat az alabbi séma szemlélteti:

1 egységgel 3 egységgel
jobbra felfelé
Y =X2 e » y=(x-1)2 - > y=(x-1)2+3
10.9. abra 10.10. 4bra

27frELDA Abrazold azy =- (x +3)2- 1fiiggvényt!
2

Megoldas. 1) Abrazoljuk azy = -2x 2 fiiggvény grafikonjat (10.10. abra).
2)Azy = - x2 fiiggvény grafikonjat pArhuzamosan eltoljuk az x tengely mentén
2

3 egységgel balra. igy megkapjuk azy = p (x +3)2 fuggvény grafikonjat
(10.10. abra).
3) Azy =- (x +3)2 fuggvény grafikonjat parhuzamosan eltoljuk az y tengely
2

mentén 1egységgel lefelé. igy megkapjuk a keresett fiiggvény grafikonjat
(10.10. &bra).
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Az abrazolas algoritmusat az alabbi séma szemlélteti:

3 egységgel 1 egységgel
12 balra 1, ,0R lefelé 1,
Y=~x y=2 > * Nr=2 o+ -1

Az attekintett transzformacidok alapjan megallapithatjuk, hogy ar
Y=i (n+3)2-1 figgvény grafikonja megegyezik azy =-x 2 fliggvény grafikon-

javal és a cstcsa a (-3; -1) koordinataju pont. A
Ebbdl a példabdl kénnyen megérthet6 az az algoritmus, ahogyan azy = kf(x +
+ a) + b figgvényt dbrazoljuk, és tobbek kdzott azy = k(x +a)2+ b fliggvényt is.
Azy = K(x + a)2+ b, k b 0 figgvény grafikonja parabola, mégpedig olyan,
mint azy = kx2fliggvényé, a cslicsa pedig a (-a; b) koordinataju pont.

3. PELDA Abréazoljuk azy = -2n2- 2(k - 47 fiiggvényt!

Megoldas. Végezziink algebrai atalakitast: y = -2n:2- 20n- - 47 = -2n2
-20n- 50+3=-2 (n+5)2+ 3.

A kapott képlet azy =kf(x + a) + b alakban adja meg az adott hozzarendelési
szabalyt, ahol/(n) =n2k=-2,a=5b=3.

Az abrazolas algoritmusa:

5 egységgel 3 egységgel
balra felfelé
Yy =-2X2 e > y=-2(N+52 > y=-2(n+5)2+3

Az abréazoland6 grafikon azy = -2x2parabola, melynek csucsa a (—5; 3) koor-
dinéataju pont (10.11. dbra). M

y =-2 (n+ 5)2
10.11. &bra
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9 1. Hogyan kaphatjuk meg azy = f(x) + b fiiggvény grafikonjat azy =f(x) fuggvény
grafikonjabol?
2. Miazy = Xi + b fliggvény grafikonja?
3. Melyek azy = x2+ b parabola cstcséanak a koordinatai?
. Hogyan kaphatjuk meg azy = f(x + a) fuggvény grafikonjat azy =f(x) figgvény
grafikonjabdl?
. Miazy = (x +a)2flggvény grafikonja?
. Melyek azy = (x + a)2parabola csucsanak a koordinatai?
. Miazy = k(x + a)2+ b, K @O0 fuggvény grafikonja?
. Melyek azy = k(x + a)2+ b parabola cstucsanak a koordinatai?

IN

0 N o O

GYAKORLATOK

10.1.° Melyik fiiggvény grafikonjat kapjuk meg, ha azy = x2fiiggvény grafikonjat
parhuzamosan eltoljuk:
1) azy tengely mentén 6 egységgel felfelé;
2) az x tengely mentén 9 egységgel jobbra;
3) azy tengely mentén 12 egységgel lefelé;
4) az x tengely mentén 7 egységgel balra;
5) az x tengely mentén 2 egységgel jobbra és 3 egységgel lefelé az y tengely
mentén;
6) az x tengely mentén 1 egységgel balra és 1 egységgel felfelé azy tengely
mentén?
10.2.° Az alabbi fuggvények kozil melyik fliggvény grafikonjat kapjuk meg az
y = x2 figgvény grafikonjanak parhuzamos eltolasaval az x tengely mentén
4 egységgel jobbra:
1)y =x2+4; 2)y =x2- 4, )y = (x+4)2 4)y = (x-4)2
10.3.° Az aléabbi fliggvények kozil melyik fiiggvény grafikonjat kapjuk meg az
y = x2 fliggvény grafikonjanak parhuzamos eltolasaval az y tengely mentén
5 egységgel felfelé:

)y =x2+5; 2)y =x2- 5; 3)y = (x + 5)2 4)y = (x-5)22
10.4.° Melyek az alabhi fiiggvények cslcsainak koordinatai:

1)y =x2+ 8; 5)y = (x- 4)2+3;

2)y =x2- 8; 6)y = (x+4)2+ 3;

3)y =(x+8)2 7)y = (x-4)2-3;

4)y =(x-8)2 8)y = (x +4)2- 3?
10.5.° Melyik siknegyedhez tartoznak az alabbi parabolak csucspontjai:

1)y = (x+ 10)2- 16; 3)y = (x + 15)2+ 4;

2)y = (x- 11)2+ 15; 4)y = (x- 11)2-9?
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10.6.° Milyen transzformacidval kaphatjuk meg az y = - fiiggvény grafikonjabél
*

azy = 58 fliggveény grafikonjat:
X -

1) parhuzamos eltolassal az ordinatatengely mentén 8 egységgel felfelé;
2) parhuzamos eltolassal az ordinatatengely mentén 8 egységgel lefelé;
3) parhuzamos eltolassal az abszcisszatengely mentén 8 egységgel jobbra;
4) parhuzamos eltolassal az abszcisszatengely mentén 8 egységgel balra?

10.7.° Milyen transzformacioval kaphatjuk meg az_y= -Jx, fliggvény grafikonjabol
azy= y/x +3 fliggvény grafikonjat:
1) parhuzamos eltolassal az ordinatatengely mentén 3 egységgel felfelé;
2) parhuzamos eltolassal az ordinatatengely mentén 3 egységgel lefelé;

3) parhuzamos eltolassal az abszcisszatengely mentén 3 egységgel jobbra;
4) parhuzamos eltolassal az abszcisszatengely mentén 3 egységgel balra?\

10.8." A 10.12. 4brén azy =f(x) fliggvény grafikonja lathato. Abrazold az alabbi
fliggvényeket:

D7=1(*)-2; 3)y=1/0c-3); 5)y =-f(x);
2)y=f(x) +4; 4yy=f(x + 1) 6)y =3-f{x)\
10.12. 4&bra

10.9." A 10.13. abran azy =f(x) fuggvény

grafikonja lathato. Abrazold az alébbi y
fliggvényeket:

1)7 =/(*) +5; 4)yy=f(x-2); N |
2)y=f(x)-3; S)y =-1(*); 0 1X
3)y=f(x+l); 6)y =-f(x)-V.

10.13. 4bra
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0 « Abrazold azy = x2 fiiggvényt! Abrazold a megrajzolt grafikon alapjan a
1 “kovetkezd fliggvényeket:
Dj=x2-3; 3)y = (x-5)2 5)y =(x-1)2+2;
2)y =x2+ 4; 4)y = (x+2)2 6)y = (x+ 3)2- 2!
10 11 Abréazold azy = -x2fiiggvényt! Abrazold a megrajzolt grafikon alapjan a
" kovetkezd fliggvényeket:

Dy =-x2+1; 3)y = -(x- 2)2 5y =-(x + )2- 1,
2)y =-x2- 2; 4)y = -(x +4)2 6)y =-(x-3)2+4l
10 12." Abrazold azy =-- fiiggvényt! Abrazold a megrajzolt grafikon alapjan a

kovetkezd fliggvényeket:
1)>;=_6 +5; 2)y=— ®-; 3)y=~-®--21
* X- 2 X+4

o 2 o
10.13." Abrézold azy = —fiiggvényt! Abrazold a megrajzolt grafikon alapjan a

kovetkez§ fiiggvényeket:
Ny =--1 2)y=-i-; dy=—2 +6!
X x+1 X -3
10.14." Abréazold azy = -Jx fiiggvényt! Abrazold a megrajzolt grafikon alapjan a
kovetkez6 fliggvényeket:

1) y=\fx-4; 2)y =Vx-4; 3)y=Vx-1+3!

10.15." Abrazold azy = (x + 5/ - 9 fiiggvényt! Olvasd le a grafikonrol:
1) a figgvény zérushelyeit;
2) azon argumentumértékeket, melyek helyén a fiiggvényérték pozitiv;
3) melyik intervallumon ndvekvd, és melyik intervallumon csokkend a figg-
vény;
4) a fliggvény értékkészletét!
10.16.' Abrazold azy = (x- 4)2+ 4 fiiggvényt! Olvasd le a grafikonrol:
1) a fliggvény zérushelyeit;
2) azon argumentumértékeket, melyek helyén a fliggvényérték negativ;
3) melyik intervallumon ndvekvd, és melyik intervallumon csokkend a fiigg-
vény;
4) a fuggvény értékkészletét!
10.17." Add meg a 10.14. abran lathato figgvényt azy = ew2+ n alaku képlettel!
10.18." Add meg a 10.15. abran lathaté fliggvényt azy = ax2+ n alakd képlettel!

10.19." Add meg a 10.16. abran lathato figgvénytazy = a(x + m)2alaku képlettel!
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10.14. &bra

10.15. &bra

10.16. abra
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-Add meg a 10.17. abran lathaté figgvénytazy = a(x + m)2alakl képlettel!

. vn
I 1
_yv
X
S 1 o/'A_
h
-W - , -1
\ —
B \ / i ,
\
-4 0 1 x
a b

10.17. A4bra

10.21." Add meg a 10.18. abran lathat6 figgvényt azy —a(x + m)2+ n alaku
képlettel!

10.18. &bra

10.22.'Add meg a 10.19. abran lathaté fuggvénytazy - a(x + m)2 + n alaku
képlettel!

10.23.'0ldd meg grafikusan az alabbi egyenleteket:
1) (x-1)2=— 2) 1-x2=4x -1\
X

10.24.' Oldd meg grafikusan a —= \[x + 2 egyenletet!
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10.19. A&bra

10.25/ A 10.20. abran két parhuzamos m és n egyenes lathat6. Az n egyenes az
y =f(x) fuggvény grafikonja. Az alabbi allitdsok kozll melyik igaz:
1) az m egyenes azy =f(x) + b fliggvény grafikonja;
2) az m egyenes azy =f(x - a) fliggvény grafikonja?

10.20. abra

10.26." Add meg az alabbi fiiggvények hozzarendelési szabalyait y = a(x -
- m)2+ n alakban, majd abrazold 6ket azy = ax2fuggvény grafikonjanak
transzforméalasaval:

1)y =x2- 4x +6;

2)y =-x2+ 6x - 6;
3)y =2x2-4x +5;

4) y =0,2x2—2x —41

10.27." Add meg az aldbbi fliggvények hozzarendelési szabalyaity = a(x -
- m)2 + n alakban, majd 4brazold 6ket azy = ax2 figgvény grafikonjanak
transzformélasaval:

1)y =x2-2r-8;
2)y =-2x2+Sx-3\
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i 28 *Add meg az alabbi fiiggvények hozzarendelési szabalyaity =x _kFa +b

alakban, majd abrazold 6ket azy = k fliggvény grafikonjanak transzformala-
X

saval:

. 3*+8 2x 44 -2X.
y= 2)y =—y 3 3)y=vx _q

10.29." Add meg az alabbi fiiggvények hozzarendelési szabéalyaity = ---lf---+b
X +a

k
alakban, majd abrazold 6ket azy = — fiiggvény grafikonjanak transzformala-
X
saval:
4x +14

L y,?'z

i)yz X +1

ISMETLO GYAKORLATOK

10.30. Egyszer(sitsd a kovetkez§ kifejezéseket:

p)52:3, 2%9, gy Br®_2:7b
8a 4a 5ab 2a b
1) 5a-6b _§_t_)__§_c_ 4 m2+4re2 3m + 4n_,
ab be 8 mdn4  6mbn2
10.31. Egyszer(sitsd az alabbi tortet:
9+Vm_ %/6m +\[Tn
m-81 5m +2\I35mn +7n
27 'J21 + 145 A ' 25fft +10n \i3m +3n2,
V18 + V30’ 5\im+nyi3

10.32. Egy kdzonséges tort szamlaldja 1-gyei kisebb a nevez6jénél. Ha a tort szam-

lalojat és nevezdjét 1-gyel csokkentjik, akkor a tort értéke — -dél csdkken.

Hatarozd meg ezt a tortet!

10.33. Bizonyitsd be, hogy pozitiv a és b értékekre igaz az a3+bh3>a2h +abh2
egyenl6tlenség!
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A masodfoku fuggvény, annak grafikonja
Ps tulajdonsagai

Jarozas: Azy =ax2+bx +c képlettel megadottfiiggvényt, ahola
Ezam, x az argumentum, a ~ 0, masodfokufiiggvénynek nevezziik.

A masodfokd fiiggvénnyel eddigi tanulmanyaid sordn mar talalkoztal
A 8. osztalyban tanultatok az egyik részesetét, mégpedig az y = x2fliggvényt.
A korlap S terilete fligg az r sugaratol, melyet az Sir) = nr2masodfoku fiiggvény-
nyel adhatunk meg. Ez a fliggvény azy = ax2fliggvényekhez tartozik, amelyeket
a 9. fejezetben targyaltunk.

A fizikadérakon tanultatok a h = v0t th2 képletet, amely a fligg6legesen feldo-

bott test magassagat fejezi ki a kezdeti sebesség és az id6 fliggvényében. Ez a képlet
gt2

is egy masodfoku fiiggvényt add meg a h(t) = v0t — — hozzarendelési szaballyal.

Megmutatjuk, hogyan lehet megkapni azy =ax2+ bx + c fliggvény grafikonjat
azy =ax2flggvény grafikonjabol.

Mar abrazoltatok azy = ax2 + bx + c¢ fliggvényt teljes négyzetté alakitassal
(3. példa a 10. fejezetben). Alkalmazzuk ezt az eljarast az altalanos alakra is. Azt
kapjuk, hogy

2 L (2 b c'] ( 2 ) b b2 b2 ¢
ax +bx+c=a x —x+ \=al\lx +2x + -+ —
a) \Y 2a 4a 4a a
& _b_ 4ac - b 4ac - b2
9 !ra x + -----
4a
Vezessik be a kovetkezd jeldléseket: x =—— y)= ——.
2a 4a
A bevezetett jelolésekkel az y = ax2 + bx + c kifejezés leirhatd az

y = a(x- x0 2+ yO0alakban.
igy az alabbi algoritmussal abrazolhat6 az altalanos alakban megadott méasod-
foku flggvény:

1*0 legy- .
séggel vagy \y0 legyséeg-
jobbra vagy gel fel vagy

balra le

y =ax2 - » y=a(x-x02 - » y a(x x02+y0
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11.2. abra

A 11.1. abrén lathatd, hogyan kell abrézolni a fiiggvényt, ha a > 0, x0> 0 és
y0< 0. A 11.2. dbran pedig az a < 0, x0< 0 ésya> 0 részeset van szemléltetve.

Levonhatjuk a kdvetkeztetést, hogy azy = ax2+ bx + ¢ masodfokd fiiggvény
grafikonja parabola, amely megegyezik azy =ax2fliggvény grafikonjaval, csicsa
pedig az {xQyO)koordinataju pont, ahol x0 = "_2%’ Yo = f"_ﬁi.;.k-)-?.

A parabola szérai, Ggyandgy, mint azy =ax2parabolaé, felfelé mutatnak, ha
a >0 és lefelé mutatnak, ha a <0.

A masodfoku fliggvény grafikonja vazlatosan abrdzolhatd a csicsa és agai
iranyainak alapjan. A grafikon anndl pontosabb lesz, minél tébb grafikonra
illeszkedd pontot tintetiink fel. Tehat a masodfokl fiiggvényt nemcsak fiigg-
vénytranszforméacios lépésekkel lehet dbrdzolni, hanem az aldbbi algoritmus
szerint is:

az x0 = o képlettel meghatarozzuk a parabola cstcsanak abszcisszajat;
a

_4ac-b

az y0
y 4a 4a

képlettellmeghatarozzuk a parabola csicsanak ordi-

natajat, ahol D az ax2 + bx + ¢ masodfokd polinom gydke, majd koordinatarend-

szerbenfeltiintetjik aparabola csucsat;

1Az yO=  képletet nem fontos megtanulni. Elegend6é meghatarozni azy = ax2+

+bx +c¢ f[]ggve%/ helyettesitési értékét az x = _b helyen.
0 2a
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meghatarozzuk a parabola szarainak iranyat;

meghatarozunk még néhany olyan pontot, melyek illeszkednek a gra
fikonra, példaul a parabola és az abszcisszatengely metszéspontjait (ha
fliggvénynek vannak zérushelyei), vagy a parabola és az ordinatatengely
metszéspontjanak koordinatdit; feltiintetjik ezeket a pontokat a koordinata-
rendszeren;

folytonos vonallal 6sszekotjuk afeltiintetett pontokat.

1. PELDA Abrazoljuk azf(x) =x2+ 4x - 5 fiiggvényt! Olvad le a rajzrél a
flggveény értékkészletét, mely intervallumon névekvé és melyen csokkend, melyen
allandé eléjeldi, keresd meg a legnagyobb és a legkisebb értékét!

Mego Idas. Ez egy masodfoku fiiggvény. Grafikonja olyan parabola, melynek
a szarai felfelé mutatnak.

Hatarozzuk meg a parabola cslicsanak abszcisszajat és ordinatajat.

4
Az abszcissza x0 =— = -2, az ordinatay0=/ (x0 =/(-2) =-9.
2

Tehat a (-2; -9) koordinataju pont a parabola csucsa.
Hatarozzuk meg a parabola és az abszcisszatengely metszéspontjainak koordi-
natait! Ehhez meg kell oldanunk az x2+ 4x - 5= 0 egyenletet.
Innen x, =-5 ésx2= 1.
Tehat a parabola a (-5; 0) és az (1; 0) pontokban metszi az abszcisszatengelyt.
Hatarozzuk meg a parabola és az ordinata-
tengely metszéspontjat! Az eredményiét)) = -5.
1 A parabola a (0; -5) pontban metszi az ordinata-
tengelyt.
Vegylk fel ezt a négy pontot koordinata-
rendszerben (11.3..4bra)!
Lathatjuk, hogy célszerii kiszamolni a fligg-

K vény helyettesitési értékeita -1, -3 és -4 helye-
ken.
Azt kapjuk, hogy / (-3) =/ (-1) = -8;
‘1 fH ) =-5.

A felvett pontokat folytonos vonallal kétjiuk
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11.4. A&bra

Az adott fliggvény grafikonja a 11.4. abran lathaté.

A fuggvény értékkészlete az E (f) = [-9; +o0) intervallum.

A fliggvény a [-2; +o0) intervallumom ndvekvd, a (-oo; -2] intervallumon
pedig csokkend.

Azt kapjuk, hogyf(x) > 0 a (-00;-5) és (1; +oo) intervallumokon ésf(x)< 0
a(-5; 1) intervallumon.

A fiiggvény legkisebb értéke -9, legnagyobb értéket nem vesz fel. »

1. Mit neveziink mésodfokd fuggvénynek?

2. Mi a masodfoku fliggvény grafikonja?

3. Milyen képlettel lehet kiszdmitani azy = ax2 + bx + c parabola cslcsanak
abszcisszajat?

4. Merre mutatnak azy = ax2+ bx + ¢ parabola szarai az a értékétél figgéen?

5. Mondd el, hogyan &brézoljuk a mésodfoku fliggvényt!

GYAKORLATOK

11.1.° Az aldbbi fuggvények kdzil melyek masodfokuiak:
1)y =4x2+ 3* + 6; 3)y=- 1

2) y=4x+3; 4)y =6x2-5x7?
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11.2.° Hatarozd meg azf(x) = 5x2- Ix + 2 fliggvény helyettesitési értékeit az \-
-2; 4 argumentum helyén!

11.3.° Adott azf(x) =x2- 2x - 15 fiiggvény. Hatadrozd meg az x argumentum azon
értékét, amelynél a fliggvényérték:
n/(*) =0; 2) f{x)=-7; 7)fix) = 33!

11.4° Azy =-6x2 +x + c fliggvény az ordinatatengelyt az M (0; - 8) pontban
metszi. Hatarozd meg a c értékét!

11.5.° Merre mutatnak az alabbi parabolak szérai:

1)y =x2- 12x + 3; 3)y =0,3x2+2,4x - 5;
2)y =-X2+4 X -6; 4)y =-5x2+ 10* +2?
11.6.° Abrazold az alabbi fiiggvényeket:
\)y =x2-4 x-S\ 5)y =x2-2x +4;
2)y =-X2+2x +3; 6)y=--x2+3x-4;
2
3)y=6x-x2 )y =x2-6x +5,

4)y =2x2-8x +8;I 8)y =2x2- 5x +2!

11.7.° Abrazold az alabbi figgvényeket:

1)y =x2+2x-8; 3)y =-x2+4x- 5;

2)y =x2-2x; 4)y =2x2-2x-4!
11.8.” Abréazold azf(x) = x2- 6x - 8 fliggvényt! Olvasd le a grafikonrol:

1)/(6):/(1);

2) azon x értékeket, melyekref(x) = 8;f(x) =- 1;f(x) = - 2;

3) a fliggvény legnagyobb és legkisebb értékét;

4) a figgvény értékkészletét;

5) melyik intervallumon ndvekvd, és melyik intervallumon csékkend a fligg-
vény;

6) azon argumentumértékeket, amelyekre a fliggvény pozitiv értéket vesz fel,
és azokat, amelyekre negativ értéket vesz fel!

11.9.' Abrazold azf(x) - -x2—6x —5 fiiggvényt! Olvasd le a grafikonrol:
1) a fliggvény értékkészletét;
2) melyik intervallumon névekvé a fliggvény;
3) azf(x) > 0 egyenl6tlenség megoldashalmazat!

11.10." Abrézold azf(x) = x - 0,5x2fiiggvényt! Olvasd le a grafikonrol:
1) a figgvény értékkészletét;
2) melyik intervallumon névekvé a fliggvény;
3) azon x értékek halmazat, melyre igaz azf(x) < 0 egyenl&tlenség!
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jl .abrazold az/(x) = 3x2- 6x fiiggvényt! Olvasd le a grafikonrél:
1 a figgvény értékkészletét;

2) melyik intervallumon csokkend a fliggvény;

3) azon x értékek halmazat, melyre igaz azf(x) > 0 egyenl6tlenség!

3
B 12 mOldd meg grafikusan az x2-3x -1 = — egyenletet!

jj 13,-0ldd meg grafikusan a ~~x2 +x +2 =yfx egyenletet!

11.14." Abrazold kézos koordinata-rendszerben azy =f(x) ésy =g (x) fliggvénye-
ket! Hatarozd meg, hany gydke van azf(x) =g (x) egyenletnek:

D)/(X) =-x2+6x-7, g(x) =-\[x;

2)fix) =4x—2x2 g(x) = — !
X
i 0
11.15/ Abrazold kézds koordinata-rendszerben azy = x2+ 4x + 1ésy = —fiiggvé-
X

0
nyékét! Hatarozd meg, hany gyoke van az x2+ 4x +1 = —egyenletnek!
X

11.16." Hatarozd meg azy =-x1+9x + 9 fliggvény azon pontjat, melynek:
1) az abszcisszaja és az ordinataja egyenld;
2) az abszcisszajanak és az ordinatajanak dsszege 25!

11.17.' Hatarozd meg azy = 2x2- 3x + 6 fliggvény azon pontjat, melynek ordinatéja
12-vel t6bb az ordinatajanal!

11.18." Hatarozd meg az alabbi fliggvények értékkészletét, melyik intervallumon
novekvd és melyiken csokkend:
1)/(jc) = Ax2- 8x + 3; 3)/(x) =4—\2x- 0,3";

2) f(x)"--5x 2+2X-6; 4)/(x) =Ix2+21x!

11.19." Hatarozd meg az alabbi fiiggvények értékkészletét, melyik intervallumon
novekvd, és melyiken csokkend:

Df(x) =2x2-12x +S; 2)f{x) =9+ 8x- 0,2x2
3-x, ha x<-2,
11.20.' Abrazold azy = x2- 2x- 3, ha -2 <x < 2, fliggvényt és hatarozd meg
-3, ha x>2

értékkészletét, illetve melyik intervallumon ndvekvé és melyiken csdkkeng!
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X, ha X <0,
11.21* Abrdzold azy - mx- *2 ha 0 <jc<5. fliggvényt és hatarozd meg
jc-10, ha x>5

értékkészletét, illetve melyik intervallumon névekvd és melyiken csokkendi

11.22." Adj meg képlettel egy olyan masodfoku fliggvényt, amely:
1) a (-00; 1] intervallumon csdkkend és az [1; +oo0) intervallumon novekvé;
2) a (-00;—2] intervallumon ndvekvd és a [-2; +00) intervallumon csdkkend!

11.23." Hatdrozd meg azy = 2%2- 18x + 2 fuiggvény legkisebb értékét az adott
intervallumon:

D[-1; 4] 2) [4: 1]; 3) (4 5]

11.24." Hatarozd meg azy =-x2- Sx + 10 fliggvény legnagyobb értékét az adott
intervallumon:
D [-5; =3l 2) [-1; 0], 3) [-11; -10]!

11.25." Melyik p és q értékeknél illeszkedik az M (-1; 4) és K(2; 10) pont az
y =x2+px + q fuggvény grafikonjara?

11.26." Melyik a és b értékeknél lesznek azy = ax2+ bx + 1 fliggvény zérushelyei
a-2 és3?

11.27." Melyik a és b értékeknél illeszkedik a C (-3; 8)és0(1; 4) pontazy =ax2+
+ bx - 4 fuggvény grafikonjara?

11.28." Legyen D az ax2+ bx + ¢ mésodfok( polinom diszkriminansa. Abréazold
vazlatosan azy = ax2+ bx + ¢ figgvényt, ha:

1) (t>0, D>0, ¢>0, >0;
2a
2)a>0,D =0, - — <0;
2a
3) a<0, D<0, ——>0;
2a

4) a<0, c =0, <ol
2a

11.29." Legyen D az ax2+ bx + ¢ masodfok( polinom diszkriminansa. Abrazold
vazlatosan azy - ax2+ bx + c fliggvényt, ha:

1)a>0,D<0, <0; 3)a<0, D =0, <0!
2a 2a

2) (ir<0, D>0, c<0, >0;
2a
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30 *a b mely értékénél lesz azy = —4x3 - bx + 5 fiiggvény novekvé a (-co; 2]
1 intervallumon?

jj 31/ A b mely értékénél lesz azy = 3x2+ bx - 8 fliggvény csokkend a (—e0;—3]
intervallumon?

jl 32/ Az a mely értékénél lesz azy =ax2+(a- 2)x +- fliggvény masodfokd, és

mikor lesz a fliggvény grafikonjanak és az abszcisszatengelynek csak egy kdzds
pontja?

11.33." Az a mely értékénél vesz fel azy = 0,5x2- 3x + a fuggvény nemnegativ
értékét barmely valds x-re?

11.34." Az amely értékénél vesz fel azy =-4x2-16x + a fuggvény negativ értékét
barmely valos x-re?

11.35.“ A ¢ mely értékénél lesz azy = -5x2+ 10x + c fliggvény legnagyobb
értéke -3?

11.36." A ¢ mely értékénél lesz azy = 0,6x2-6 x + c fliggvény legkisebb értéke -1?

11.37." A 11.5. 4bran azy = ax2+ bx + ¢ masodfoku fliggvény grafikonja lathato.
Allapitsd meg az a, b és ¢ egyiitthatk el6jeleit!

\y*
J/ .
11.5. abra 11.6. &bra
11.38." A 11.6. abran azy = ax2+ bx + ¢ fliggvény grafikonja lathato. Allapitsd

meg az a, b és c egyitthatok el6jeleit!

11.39." Melyik p és q értékeknél lesz azy = x2+px + g parabola cslcsa az
A (2; 5) pont?

11.40." Azy =ax2+ bx + ¢ parabola cstcsa a C (4; -10) pont. AD (Z; -1) pont
illeszkedik erre a parabolara. Hatarozd meg az a, b és c egyitthatékat!

11.41." Hatarozd meg a 11.7. abran lathaté parabolarészlethdl a parabola csicsanak
ordinatajat!
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y*rL

11.7. A4bra

11.42."" Hatarozd meg a 11.8. abran lathat6 parabolarészletbdl a parabola csiicsanak
ordinatajat!

90°
ZL
13 km

11.8. abra 11.9. A4bra

11.43." Két szam 6sszege 10. Hatarozd meg:

1) mekkora lehet a két szam szorzatanak a legnagyobb (maximalis) értéke;
2) mekkora lehet ezen szamok négyzetei 6sszegének a legkisebb (minimalis)
értéke!

11.44." A B varosbol az A varosba, melyek kdzott a tavolsag 13 km, 6 km/h se-
bességgel elindult egy turista. Ugyanakkor az A véarosbdl egy maésik turista is
elindult 4 km/h sebességgel az el6z6 turista Gtiranyara merélegesen (11.9. abra).
Mikor lesz a két turista kozott minimalis a tdvolsag?
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45 " Mekkora lehet a legnagyobb teriilete annak atéglalap alaku foldrészlegnek,
"amelyet 160 m keritéssel vettek koril?

jj 46.” Abrazold az alabbi fiiggvényeket:

] 8x + 2x2- x3 . x4-16

YR .

2) _X3-8 3- 4,) _x*+4x2-5.
Y= 2 ' |

11.47.“ Abrézold az alabbi fliggvényeket:

N _ (x+3)3 3 _*4-i_,\

Y= 5 )y_l_xj
Xx3- 6x2+8x

2=

11.48." Abréazold az alabbi figgvényeket:
1)y =jcljcl; 3)y =x2-4 |x \+3;

2)y= _ (x2-x-6); 4)y =x2+3x-——"-41
ic| x-3

11.49." Abréazold az alabbi fiiggvényeket:

Ny = ;13-+4x\ 2)y =6\x\-x2
Ix 1

11.50." Abréazold azy = x2+ 2x - 3 fiiggvényt! Allapitsd meg a rajzrél, az a mely
értékeire lesz az x2+ 2x - 3 = a egyenletnek:

1) ket gyoke; 2) egy gyoke; 3) nincs gyoke!

11.51."Abréazold azy = -x2- 4x +5 fiiggvényt! Allapitsd meg a rajzrél, hany gyoke
van a-x2-4x +5 =a egyenletnek a kiildnb6z6 értékeire!

11.52.* x, és x2azy =-3x2- (3a- 2)x +2a + 2 fuggvény zérushelyei. Az a mely
értékeire teljesiil az xt <- 2 <x2egyenl&tlenség?

11.53.* x, < x2feltétel mellett x, és x2 azy =2x2- (3a- 1)x +a - 4 fuggvény
zérushelyei. Az a mely értékeire lesz 1 az [x,; x2 intervallum eleme?
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? ISMETLO GYAKORLATOK

11.54. Oldd meg a kovetkez6 egyenleteket:
1) joa- 13jc2+ 36 = 0; 3) x4+ 9x2+8=0;
2)x4- 5x2-6 =0; 4)x4-16x2=0!
11.55. Hatarozd meg az alabbi egyenletek gydkeinek szorzatat:
1)x2- 5x- 10=0;
2) 2x2+6x- 7=0;

3) --x2+8x -1 =0!
3

11.56. Végezd el a kijeldlt miveleteket:

1) 6+3,6:2. X XFL
b-3 6+2 2x+3 2x-3
p+4 p-20
p-1 p+5

11.57. Egyszer(sitsd a kovetkez6 kifejezéseket:
1) (2y[a+3Vb)(4a-6 \[ab +9b)-9 \[9b2;

2) (3V2-2V28+4 V63)-V7-VI26;

3) (2-V3+V6)(2 +V3-V6)l

11.58. Egy motorcsdnak elindult az egyik kik6t6b8l a masikba. 2,5 6ra muilva visz-
szatért az els6 kikdt6be ugy, hogy kézben 25 percet varakozott. Hatarozd meg
a foly6 sebességét, ha a motorcsonak sebessége allovizben 20 km/h, a kikéték
kozott pedig a tavolsag 20 km!

11.59. Egy tartalyt az egyik csapon keresztiil 10 perccel gyorsabban lehet megtdl-
teni vizzel, mint a masikon keresztil. Ha mind a két csapot egyszerre kinyitjak,

2
akkor 8 perc alatt a tartaly 3 része telik meg vizzel. Hany perc alatt lehet fel-

tolteni vizzel ezt a tartaly kilén-kilon a két csapon at?
NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK ALKALMAZASA

11.60. A tabléara felirtuk az 1001 szamot. A jatékot ketten jatsszadk. Az egyik
jatékos letorli a tAblarol a szdmot és felirja helyette ennek a szdmnak és bar-
melyik osztojadnak a kiilldnbségét. A jatékosok felvaltva elvégzik ugyanezt a
muvelet. A végén az veszit, akinél a végeredmény 0 lesz. Melyik jatékos tud
biztosan nyerni?
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Néhany tovabbi fuggvénytranszformécio

Hogyan kaphatjuk meg azy =f(-x) figgvény grafikonjat
azy =f(x) figgvény grafikonjabol?

Megjegyezzik, hogyha egy (xG;y0 pont illeszkedik azy = f(x) fliggvény gra-
fikonjara, akkor a (-x0;y0) pont azy = f (-x) fuggvény grafikonjara illeszkedik.
Valb6ban,/(HS*0)) =f (x0) = W

Ezért azy =/ (-x) fuggvény minden pontjat megkaphatjuk, ha azy = f (x)
fuggvény valamennyi pontjat kicseréljik ugyanolyan ordinatajd, ellentétes absz-
cisszaju pontra.'

A 11.10. abran lathatod, hogyan kaphatjuk meg azy = Vx filiggvény grafikon-

jabdl azy= V~x fliggvény grafikonjat.

11.10. abra

J  GYAKORLATOK

1 A 11.11. 4&bran lathatéy = f(x) fliggvény grafikonjabdél kapjuk meg azy = /(-x)
fliggvény grafikonjat!

11.11. abra

'Mértandran megtanuljatok majd, hogy az ilyen transzforméaciét tengelyes tiikrozés-
nek nevezzik.
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2. Abréazold azy =y/x-2 figgvény grafikonjat! A kapott rajz segitségével abra
z0ld azy =y/-x - 2 flggvény grafikonjat!

Hogyan kaphatjuk meg azy = /(|jc|),
fuggvény grafikonjat az y=f(x) figgvény grafikonjabo6l?

Az abszolat érték meghatarozasabol felirhatjuk:

ha *>0-
1/(-*), ha x<0.

Ebbdl levonhatjuk a kdvetkeztetést, hogyhax > 0, akkorazy =/(| x |) figgvény
grafikonja megegyezik azy="f(x) fliggvény grafikonjaval, ha pedig x < 0, akkor
azy=f(-x) flggvény grafikonjaval.

Tehatazy = /(|x |) figgvényt az alabbi algoritmus szerint abrazolhatjuk:

1) dbréazoljuk azy =fix) fluggvény grafikonjat minden nemnegativ abszcisz-
széra;

2) abréazoljuk azy =/(-x) fuggvény grafikonjat minden negativ abszcisszara.

A két rész egyditt alkotja azy = /(| x |) figgvény grafikonjat.

A 11.12. abra azt szemlélteti, hogyan kaphatjuk meg azy = (| jc|- 2)2fligg-
vény grafikonjat azy = (x- 2)2flggvény grafikonjabol.

11.12. abra

GYAKORLATOK

1. A 11.11. 4brén lathatoy = / (x) fliggvény grafikonjabdl abrazoljuk azy =f(\x\)
fliggvény grafikonjat!

2.Azy=x + 2 fuggvény grafikonja segitségével dbrazold azy =\x\ + 2 fiiggvényt!
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3 Abrazold az alabbi fiiggvényeket:

Dy =1Ix 1~ 3, 57=}1B
2)y =x2~4\x |; 6)" :l—X r-2;
3)y =x2+ 2 |jc| —3;

4)y =2 x —X. 8)7 =V M !

Hogyan kaphatjuk meg azj = |/ fo) Ifuggvény
grafikonjat az y=f(x) figgvény grafikonjabol?

Az abszolat érték meghatarozasabol felirhatjuk:

{-/(*),, ha f(x)< 0.

Ebbél kdvetkezik, hogy minden x-re, mclyre/fr) > 0, azy = |/(x) | fuggvény
grafikonja megegyezik azy = f (x) fliggvény grafikonjaval, és minden olyan x-re
pedig, melyre/ (x) <0, azy =-/(x) fuggvény grafikonjaval.

Tehat azy = |/(x) | fiiggvényt az alabbi algoritmus szerint abrazolhatjuk:

1) azy =/(x) fuggvény grafikonjat minden nemnegativ ordinatara valtozatla-
nul hagyjuk;

2) a negativ ordinataju pontokat viszont kicseréljik ugyanolyan abszcisszajd,
de ellentétes ordinataju pontokra.

A 11.13. dbra azt szemlélteti, hogyan kaphatjuk meg azy = |x2-x -2 fliggvény
grafikonjatazy = x2 x - 2 fiiggvény grafikonjabol.

11.13. abra
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1.jPELDA Abrazoljuk azy=|J x |+1 - 2 |fliggvény grafikonjat!

Uja;
y=>k+ 1>y =yi\\ + Iy =i\ + 1-275y = 1« 4109 !
(11.14. abra). < J

y —<J\X 142

d
11.14. 4bra
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2 PELDA Abréazoljuk azy =|j\x +1\-1 1fliggvény grafikonjat!

Megoldas. A faggvénytranszformacios Iépéseket az alabbi tablazat mutatja:

V/ M ~Ay = \I\x + 1 \-Ay = yl\x + i \~1A y = VI x + 1 1% 1

(11.15. dbra). <

d
11.15. &bra
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GYAKORLATOK

1. Rajzold le a 11.11. abran lathatdy = /(x) fiiggvény grafikonja alapjan az alabbi
fliggvények grafikonjait:
1)7= /W I 2)y = [/(I x]|!
2. Abrazold azy=x + 2 fliggvény grafikonja segitségével azy = |x + 2 | fiiggvényt!
3. Abrazold az alabbi fiiggvényeket:

)y =|x-3 | 47 =12x- x2%
2)y =|x2- 4x|; 5)7 = 1-2
3)y = |x2+2x-3 |; 6)7 =

X -2

4. Abrazold a kévetkezd fiiggvényeket:

1)7 = 11*1 —31; 4)7 =12 |x |—x21,
2)7= Ix2—4 Ix 1, 5)7 = A-2
3)7 = |x2+2|x|-3]; 6)7 =
X =2
5. Abrazold az alabbi fiiggvényeket:
1)7 =V4-1*1; 4)y =7 4-x|;
2)7 =3-74-1%1; 5)Yy =3-7]4-*|;

3)7 =|3—2/4—x ||, 6)7 =|3-71 4 -jc| |l



Tudasproba. 2. tesztfeladat 115

TUDASPROBA
2. TESZTFELADAT

j Mennyi az/ (x) = 2x2- 1fliggvény helyettesitési értéke az x0=-3 helyen?

© A)-19; C) 11;
B) -13; D) 17.
2. Az alabbi fuggvények kozil melyik masodfoka?
A)y =2x- 5 C)y = 2x2- 5;
B)y =2\[x- 5 D)y =4 - 5.
X

3. Azalédbbi fliggvényék kdziil melyik értelmezési tartomanya a (-00; 6) intervallum?

A)y = Vo +x; Cly- ol

Vi + x
B)y = D)y =Vo6-x.
)Y Ve

4. Milyen parhuzamos eltolassal kapjuk meg azy = — fiiggvény grafikonjabdl az
X

7
y = o fliggvény grafikonjat?
X -

A) az ordinatatengely mentén 5 egységgel felfelé;
B) az abszcisszatengely mentén 5 egységgel balra;
C) az abszcisszatengely mentén 5 egységgel jobbra;
D) az ordinatatengely mentén 5 egységgel lefelé.
5. Azy =yfx fuggvény grafikonjat parhuzamosan eltoltuk 2 egységgel balra és
7 egységgel lefelé. Melyik fliggvény grafikonjat kaptuk meg?
A)y =Vx+2-7; C)y= Vx-2 +7,;

B)y =Vx-2-7; D)y =Vx+2+7.
6. Melyik abréan lathaté azy = -x2+ 2 fuggvény grafikonja?

(A 1 _
\ / i N
Vo 0 X /A
\ 2 ;] 0\ X
0 . ;A
\
0 X \ \

A) B) C) D)
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7.Az alabbi fliggvények koziil melyik grafikonja lathaté az abran?

A)y : 1
B)y =x2+ 1,
Cli=(x-1)2
D)yy=(x+12
.Nevezd meg azy =3(x 4)2—5 parabola csicsanak koordinatait!
A) (4 5); C) (4;-5);
B) (-4; 5); D) (-4; -5).

9. Az abran egy, a valds szamok halmazan értel-
mezetty =/(x) figgvény grafikonja lathato.

Olvasd le a rajzrél, melyik intervallumon
csokkend a fuggvény!

A) [-4; 1]; C) [-2; 3L;

B) [-3; 3I; D) [-3; 1]

10. Hatarozd meg azy =2x2- 12x + 3 parabola
cstcspontjanak abszcisszajat!
A) 6; C)3;
B) - 6; D) -3.

11. Az alabbi parabolak kdziil melyik cstcspontja illesz-
kedik az abszcisszatengelyre?

A)y =x2- 6; Cy =(x- 6)2
B)y =x2- 6x; D)y =(x- 6)2+2

12. A rajzon azy + 2x + 4 fliggvény grafikonja
lathaté. Hatarozd meg a rajz alapjan a fiiggvény
értékkészletét!

A) (-00; +00);
B) (-00; 1J;
C) (1; +o0);
D) (-o0; 5].

13. A rajzon azy =x2+ 4x + 1 fuggvény grafikonja
lathat6. Olvasd le a rajzrdl, milyen intervallumon
novekvd ez a fiiggvény?

A) (-0, 2];
B) [-2; +00);
C) [-3; +00);
D) nem lehet megallapitani.

14, Hatarozd meg azy = 2x2+ x - 6 fliggvény zérushelyeit!
A)-1,5;-2; C)-1,5; 2;

B) 1,5; 2; D) 1,5; -2.

— —

o

Py

-
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j5 Mely b és ¢ értékeknél lesz azy =x2+ bx + ¢ parabola csGcspontja az M(3; 8)

pont?

A)b=6,c=-19;
B) b - c =17,
C)b =-3,c= §;

D) nem lehet meghatarozni.

16. A rajzon azy = ax2+bx + ¢ masodfoku fliggvény grafikon-
ja lathaté. Melyik igaz az alébbi allitdsok koziil, ha D az
ax2+ bx +c¢ masodfokd polinom diszkriminansa?

A) b>0, Z)>0; C) b<0, Z)<0;
B) b>0, D<O0; D)b>0,D =0.

17. Az a mely értékénél lesz azy = 3x2-6x +a fliggvény legkisebb értéke 4?
A)-5; B) 4; C)7; D) 8.

18. Tudjuk, hogy m - n = 8. Hatarozd meg az mn szorzat lehetséges értékeinek
halmazat!
A) [-16; +00);
B) [8; +00);
C) (-00; +00);
D) nem lehet meghatarozni.
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JNINMVIdsodfoku egyenlétlenségek megoldasa

A 12.1. rajzon a valés szamok halmazan értelmezetty = /(x) fiiggvény grafj
konja lathaté.

A rajzrol kdnnyen leolvashaté, hol allandd
el6jell az/fuggvény:y >0 esetében a (-5;_2)
és (1; +oo) intervallumokon, illetve azy < q
esetén a (—eo; -5) és (-2; 1) intervallumokon.
Azzal, hogy meghataroztuk, hol allando
el6jell ez a fliggvény, megoldottuk az/(x) >0
ésf(x) <0 egyenl6tlenségeket is.
12.1. é&bra A (-5; -2) és (1; +oo) intervallumok alkot-
jdk az/ (x) > 0 egyenl6tlenség megoldasat.
Ebben az esetben Ugy fogalmazunk, hogy azf(x) >0 egyenl6tlenség megoldéasa
ezen intervallumok egyesitése, unidja. A halmazok egyesitésére a Ujelet hasz-
naljuk.
Tehat az/(x) > 0 egyenl6tlenség megoldasat igy is fel lehet irni:
(-5;-2) U (1; +oo).
Az/(x) <0 egyenl6tlenség megoldashalmazat pedig igy:
(-°°;-5) U(-2; 1).

Az/(x) >0 és/(x) < 0 egyenl6tlenségek ilyen megoldasat grafikus megol-
désnak nevezzik.
Megmutatjuk, hogyan lehet ezzel a mddszerrel masodfokl egyenl6tlenséget

megoldani.

M eghatadrozads. Az axl+bx +c¢>0,axl+ bx+c<0, axl+bx+c >0,
és ax2+bx + ¢ < 0 egyenl6tlenségeket, ahol x az ismeretlen, a, b és ¢ valds
szamok, a+ 0, masodfoku egyenl6tlenségnek nevezzik.

Tisztazzuk, hogyan helyezkedhet el azy = ax2 + bx + ¢ < 0 masodfoku figg-
vény grafikonja az abszcisszatengelyhez képest.

Azy =ax2+bx + c masodfokl fiiggvény zérushelyének létezését és szamat az
ax2+ bx + ¢ masodfokd polinom diszkriminansa hatarozza meg: ha D > 0, akkor
két zérushely van, ha D =0 akkor egy, ha pedig D <0, akkor nincs zérushely.

A'z ax2 + bx + ¢ masodfok( polinom f6egyitthatéjanak el6jele hatarozza
meg, merre mutatnak azy = ax2+ bx + c parabola szarai. Ha a > 0, akkor felfelé,
ha a < 0, akkor lefelé.
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fcLy = ax1+bx + c parabola elhelyezkedését az abszcisszatengelyhez képest

és D értékekt6l fligg6en vazlatosan az aldbbi tdblazatban foglaltuk &ssze
az G

ésx a fiiggvény zérushelyei, x0a parabola csicspontja).

- 2

Megmagyarazzuk, hogyan kell haszndalni ezt a tAblazatot masodfokd egyenle-
tek megoldasanal.
Oldjuk meg, példaul, az ax2+bx + ¢ >0 egyenl6tlenséget, ahol a <0 és D > 0.

Ez az eset a tablazat (V )cellajaban lathat6. Erthetd, hogy a megoldas az (x,; x2)

intervallum, ahol a grafikon az abszcisszatengely felett helyezkedik el.

1. PELDA Oldjuk mega2x2- x- 1> 0 egyenl6tlenséget!

Megoldas. A 2x2- x - 1 méasodfokd polinom féegyitthatéja: a =2 > 0
és diszkriminansa D =9 > 0. Ezen feltételeknek a tablazat cellaja felel meg.
Oldjuk meg a 2x2-x - 1= 0 egyenletet! Azt kapjuk, hogy x1= 5 x2= 1 igy az

y =2x2-x - 1fliggvényt vazlatosan Ugy abrazolhatjuk,
ahogy az a 12.2. abran lathaté.
A rajzrol leolvashatd, hogy az adott masodfoku

fliggvény a |*-00; —3 és az (I;+co) intervallumon vesz

fel pozitiv értéket.

Felelet: | i JU(L; +°°). A
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2. PELDA Oldjuk meg a-9x2+ 6x —1< 0 egyenlétlenséget!

Megoldas, a=-9, D = 0. Ez a részeset a tablazat celldgja. M egallj
hato, hogy x0 = igy azy = ~9x2+6x - 1fuggvény vazlatosan Ugy abrazolhat6

ahogy azt a 12.3. 4bra mutatja.

A 12.3. abrarol leolvashato, hogy az egyenl6tlenség
X
megoldasa barmely val6s szam, kivéve az i-ot
3

Ez az egyenl6tlenség mas maodszerrel is megoldhato
12 3 abra Ut az egyenl6tlenséget 9x2- 6x + 1> 0 alakban. igy
(3x-1)2>0.
Innen ugyanazt a megoldast kapjuk.

Felelet: +00

3. PELDA Oldjuk meg a3x2- x + 1< 0 egyenlétlenséget!

Megoldas, a=3>0,D =-11 <0. Ezeknek a feltételeknek a tablazat ~37
cellaja felel meg. Ebben az esetben a fliggvény grafikonjanak nincs negativ ordi-
nataju pontja.

Felelet: nincs megoldas. M

4. PELDA Oldjuk meg a0,2x2+ 2x +5 < 0 egyenl6tlenséget!

Mego Idas. Mivela=0,2,D =0, ezért ez atablazat"~cellajanak felel meg,

mégpedig x,,= -5. Ebben az esetben viszont a mésodfoku fliggvény csak nemne-
gativ értéket vesz fel. igy az egyenlétlenségnek egyetlen megoldasa van:
X=-5.

Felelet: -5. <

1. Mi a halmazok unidjanak, egyesitésének a jele?
2. Milyen egyenlétlenséget neveziink masodfokinak?

3. Hol helyezkedhet el a koordinatasikon azy =ax2+ bx + ¢ parabola az a és D eljelétél
fiiggéen, ahol D az ax2 + bx + ¢ méasodfokd polinom diszkriminansa? Abréazold
vazlatosan a részeseteket!
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gyakorlatok

I _2;0; 1szamok k6zil melyek megoldasai az alabbi egyenl6tlenségeknek
1 \)x2-x-2<0; 2)x2+x>0; 3)-3x2-x +2>07?

122°A 12.4. 4bran azy = x2+ 4x-5 fluggvény grafikonja i
lathat6. Hatarozd meg az alabbi egyenlétlenségek meg-

oldashalmazat: -1 N ronr
1)x2+ 4x-5<0; 3)x2+4x- 5>0;
2)x2+ 4x- 5<0; 4) x2+4x - 5>0!

12.3.° A 12.5. dbran azy =-3.x2- 6x fliggvény grafikonja /

lathat6. Hatarozd meg az alabbi egyenl6tlenségek meg-

oldashalmazat:
1) -3x2- 6x<0; 3) —Jjc2- 6x>0; 12.4. 4bra

2)-3x2-6x<0; 4) -3x:- 6x>0!

1
/1

0

/

12.5. dbra 12.6. dbra 12.7. dbra

12.4.° A 12.6. dbran azy = x2- 4x + 4 fuggvény grafikonja lathat6. Hatarozd meg
az alabbi egyenlétlenségek megoldashalmazat:
1) x2—4x + 4<0; 3)x2-4x +4>0;
2) X2- 4x +4<0; 4)x2-4x +4>0!

12.5.° A 12.7. dbran azy = -x2+ 2x - 2 fliggvény grafikonja lathat6. Hatarozd meg
az alabbi egyenl6tlenségek megoldashalmazat:

1)-x2+2x-2<0; 3)-x2+2x-2>0;

2) -x2+2x- 2<0; 4)-x2+2x-2>0!
12.6.° Oldd meg az alabbi egyenl6tlenségeket:

1)x2+ 6x-7<0; 5) 3x2-7x +4<0;

2) x2- 2x - 48 >0; 6) 2x2+ 3x + 1>0;

3)-x2-6x-5>0; 7)4x2-12x<0;

4) -x2+ 4x- 3<0; 8) 4x2- 9>0;
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9)x2-12x + 36>0; 13) 2x2-x + 3>0;

10) 4x2-12x +9>0; 14) 3x2-4x +5<0;

11)x2+ 4x + 4<0; 15)-4x2+ 5x-7>0;

12) 49x2-14x +1<0; 16) -2x2+3x-2<0!

12.7.° Oldd meg az alabbi egyenl6tlenségeket:

1)x2+ 4x + 3>0; 7) 5x2- 3x +1>0;

2) Xx2- 3x+2<0; 8) -3x2+ 6x - 4>0,

3) -x2+ 12x + 45<0; 9) g><2.2x +3<0;

4) -3x2-5x-2>0; 10) -x2+ -x- — >0;
3 36

5)x2-5x>0; 11) 2x2- 2x + 0,5<0!

6) -25x2+16<0;

12.8.° Hatarozd meg a kdvetkez8 egyenl6tlenségek megoldashalmazat:
1) x2<49; 2)x2>5; 3) 7x2<d4x; 4) 0,9x2<-27x!

12.9.° Hatarozd meg a kdvetkez6 fiiggvények megoldashalmazat:
1) x2> 1; 2)x2<3; 3)-3x2>-12x; 4) -2x2<-128!

12.10." Oldd meg az alabbi egyenl&tlenségeket:
1)x(x +5) —2< 4x;
2) 11-(x +1)2<x;
3) (2x +1)2- (x +1) (x - 7)< 5;
4) 5x (x + 4) - (2x - 3)(2x + 3)>30;
5) (3x- 7)(x+2)- (x- 4)(x+ 5)>30;
2x2-1 3-4x  8x-5,19,

6) TR
4 6 8 24

12.11.' Oldd meg az alabbi egyenl6tlenségeket:

1) 2(x2+2)>x(x +5);

2)x- (X + 4)(x +5)>-5;

3) (6x- 1)(6x+ 1)- (12x-5)(x +2)<7 - 3x;
x-1 2x-3 < x2+3x,I

4 2 8
12.12.'Az x mely értékeinél lesz:

4)

1) a-3x2+ 6x + 1kifejezés értéke nagyobb mal;
3

2
2) a-5x2+ 1lx + 2 kifejezés értéke nem nagyobb nél?
5
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12 13.'Az x mely értékeinél lesz:

1
1) az x2- 2x - 11 kifejezés értéke kisebb --nél;
2) a-3*2+ 8* + 6 kifejezés értéke nem kevesebb, mint —2?

12 j4.-Az argumentum mely értékeinél lesz azy = —1 x2+-3x +9 flggvény érté-
ke nagyobb azy =2x - 1fliggvény megfeleld értékeinél?

12.15-’ Az argumentum mely értékeinél lesz az y = -3x 2~7x +1 fliggvény értéke

kisebb azy =- - x 2- 4 fuggvény megfelel6 értékeinél?
2
12.16." Oldd meg az egész szamok halmazan a kdvetkez6 egyenl6tlenségeket:

1) je2+5n:<0; 3) 6jc2+x-2<0;

2)x2- 10<0; 4)-ZX2+jC+3>O!

12.17."' Hany egész megoldésa van az alabbi egyenlétlenségeknek:
1)20- 8x-x2>0; 2)4x2- 15jc- 4<0?

12.18." Hatarozd meg az alabbi egyenl6étlenségek legkisebb egész megoldasat:
1)42-n:2-n:>0; 2) 2x2- 3jc- 20<0!

12.19.' Hatarozd meg az alabbi egyenl6tlenségek legnagyobb egész megoldasat:
1) \,5x?-2x-2<0; 2)-2x2-15n:-25>0!

12.20.' Adj meg olyan méasodfoku egyenl6tlenséget, amelynek a megoldashalmaza:
1) a (-00;-4) és (8; +00) intervallumok egyesitése;
2) a [-2; 9] zart intervallum;
3) csak a 7-es szam!

12.21." Hatarozd meg a kovetkez§ fliggvények értelmezési tartomanyat:

1)Y =V-x2+3x +4; 3)y = 1 =
Sjx2+4x-12
+2
2)Y =yi2x2+5x-3; 4y = o1
nex - 2x2

12.22." Hatarozd meg a kovetkez§ fliggvények értelmezési tartomanyat:

1) sj2x2-9*-18; 2) 1 !
n/15 +2x - x2
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12.23." Ekvivalensek-e az alabbi egyenl6tlenségek:
1)je— —35>06s x2-2x-15>0;

2) 1 <0 és — —-mm- <0;
X -*-20 X -x-20
3)x2-6x + 10>06és -x2+x-1<0;
4) x2+ 2x + 3<0 és -2x2—4>0?
12.24.' Az a mely értékeire nincs megoldésa a kdvetkez6 egyenletnek:
1) x2- ax +4 =0; 3) 4,5x2- (4a +3)x +3a=0?
2)x2+ (a- 2)x+25=0;
12.25.'"A Amely értékeire van két kiilonb6z6 gyoke a kévetkezd egyenletnek:
1) x2- 8bx + 156 + 1=0; 2)2x2+2(6- 6)x +6- 2 =07

12.26." Oldd meg a kdvetkez6 egyenl6tlenség-rendszereket:

]) ix2-x-6<0, 3) ix2-9x-10<0,
jx >0; jox-x2<0;
2) I2x2-11x -6>0, 4) fx2-x -12>0,
[x +4>0; [x2+3x-10<0!
12.27." Oldd meg a kdvetkez6 egyenl6tlenség-rendszereket:
j-6x2+13x-5<0, 2) fx2-7x-18<0,
[6-2x>0; [5x - x2<0!
12.28." Hatarozd meg az alabbi egyenl&tlenség-rendszerek egész megoldasait:
-_2x2-5x+18>0,7 2N x2-(45-3)x-3 75<0,
[x +4x —5<0; 2 [x2+x>0!

12.29." Hatarozd meg az alabbi fliggvények értelmezési tartomanyat:

y= , 5 +VX +1; 3)y =\jx2-5x-14 — j"—;
Vx2- 4x-12 x -81
2)7 :__/\X-S: +___8___; 4')y:-_::1::: +__2:!‘
V18 +3x-x2 X-5 V6- 7x-3x2 Vx+1
12.30." Hatarozd meg az alabbi fliggvények értelmezési tartomanyat:
1)y =n/20+4x-3x2+-p==; 2)y = II.JX-+-%-.._=+ x-1,
V8-4x’ ’ V3H+2x-x2 1*1-6
12.31." Hatarozd meg az alabbi egyenl&tlenségek megoldashalmazat:
1)x2-8 |x|—33<0; 2) 8x2+71x |-1 >0

12.32." Hatarozd meg az alabbi egyenl6tlenségek megoldashalmazat:
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233" Oldd meg az aldbbi egyenlétlenségeket:

D |x \-(x2+3x-10) <0; 4)(x + 5)2(x2- 2x- 15)>0;
%/)i]/X (x2+2x - 8)<0; 5)x%;(r_?i()~2~8 >0;
3) (x- 2)2(x2- 8x - 9)<0; 6) ™ +10*T." <0!
(x +3)2
12.34." Oldd meg az alabbi egyenl6tlenségeket:
1) |x F(c2-5x +6)>0; 3)(x + 3)2(x2- x - 6)>0;
2 V*V+6*-40)>0; 4) 3x2~8a:~3 <0!
(x-1)2
12.35* Oldd meg az alabbi egyenl6tlenségeket:
D (x+4)Vx2-2x-15 >0; ) (x+4)V*2-2x-15 <(;
2) (*+4)n/x2-2x-15>0; 4) (x +4)Vx2-2x-15<0!
12.36* Oldd meg az alabbi egyenl6tlenségeket:
D (x-3)VI4 +5x-x2>0; 3)(x-3)VI4 +5x-x2<0;
2) (x-3)VI4 +5x-x2>0; 4) (x-3) VI4 +5x-x2<0!

12.37* Az a mely értékeire igazak az aldbbi egyenl6tlenségek barmely x értékre:
Dx2- 4x+a>0;
2) x2+(a-1)x+1-a-az2>o;

3) -Zx2+5ax- 9a2- 8a<o;

4) (@a- Pxz2- (a+)x +a+ 1>0?
12.38* Az a mely értékeire nincs megoldasuk az alabbi egyenl6tlenségeknek:
1) %2+ 6x—a> 0;
2)x2- (a+ )x+3a- 5<0;
J)ax2+ (a-1)x +(a-1)<0?
12.30.* Oldd meg akovetkezd egyenlétlenség-rendszereket az a kililonbdz6 értékeire:

N oix2-5x +4>0, |4r2-3x-1<0,
[x >a; [x<al
12.40.* Oldd meg a kovetkez6 egyenl6tlenség-rendszereket az a killonbdzd értékeire:
N jx2-x-72 <0, 2) i*2-9x +8>0,

1X > a; [x<a
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ISMETLO FELADATOK

12.41. Egyszer(sitsd a kdvetkez6 kifejezéseket:

X2+3xy x2-9y2 N 4a2-\2ab+ 9b2 2a2-8ab +8b2
X+6  2x+12’ 2a2-8b2 6a” 90

12.42. Hatarozd meg a kovetkezd kifejezések pontos értékét (a gydkvonas tulaj-
donsagéanak alkalmazéasaval):

1) -y/20-66-330; 3) 2VI8 +3V30 *5 VI5;

2) 35 1283; 4) 6 VIO #V45 « V50!

12.43. Az egyik brigdd 12 nap alatt tudja betakaritani a termést. Egy masiknak
ugyanehhez a munkahoz az id6 75%-ara van sziiksége. Miutan az els6 brigad
5 napon at dolgozott, csatlakozott hozzajuk a méasik brigad is, és igy egyitt
fejezték be a munkat. Hany napot dolgozott egyiitt a két brigad?

12.44. Az els6 kiutazas alatt egy személygépkocsi a benzintartalyanak 10%-at
hasznalta el, a masik a kiutazas alatt a maradék 25%-at. Ezutan a tartalyban
13 literrel kevesebb lizemanyag maradt, mint amennyi a kiutazasok el6tt volt.
Mennyi benzin volt eredetileg a benzintartalyban?

r NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK ALKALMAZASA

12.45. Megoldasa-e a (2; -3) szampar az alabbi egyenleteknek:

1)4x-3y=17; 2)x2+5=y2; 3)xy =6?
12.46. Az A (4; b) pont illeszkedik az 5.t-y =2 egyenesre. Mekkora a b értéke?
12.47. Rajzold meg az alabbi gorbéket:

Dax+y =3; 6)x2+y2=4;
2)2x-3y =6; 1) x1+2x +y2-6y + 10 = 0;
3)*y =-8; 8) (x- 3)(y-x) =0;
4) (x-2)2+)4 =0; 9)rZ A =0!

y2-1

5)(*-2)2+0+ 1)2=09;

12.48. A (-2; 1), (2; ) és (6; 4) szamparok kézil melyik megoldéasa a
3x 8y - 14, egyen]etrencjszernejc?
4x +y =28
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49 Oldd meg grafikusan az al&bbi egyenletrendszereket:

fx-2y =1, 2)ix+y=-5
Dy-x =-2 [4% j/ =-51
12 50. Oldd meg az alébbi egyenletrendszereket:
i2x +y =10, 3> 12x-9j/ =11,
(4z-7il =2; |7x +9i/ = 25;
Jail-* =11, 4) 13*-2z/ =1,
15jc—2i/ = 17; 2% +7(/ = -26!

A"nKeétismeretlenes egyenletrendszerek

A 7. osztalyban mar tanultatok az egyenletrendszerek megoldasanak grafikus
maddszerét. Emlékeztetdil: ennek a modszernek a Iényege, hogy meghatarozzuk
arendszerhez tartozé egyenletek gorbéi k6zos pontjainak koordinatait. Mértan-
oran mar tanultatok, hogy az R sugar(, (a; b) kézéppontli kérvonal egyenlete az
(x- a)2+ (y- b)1=R2R> 0 egyenlet. Szintén tanultatok mar, hogyan kell abra-
zolni a masodfoku fliggvényt. Ezek az ismeretek bévitik az egyenletrendszerek
grafikus megoldasanak lehet6ségeit.

17P ELDA Oldjuk megaz |x ~4x-y+3="°" egyenletrendszert!
[y-x +1 =0

Megoldas. Az els6 egyenlet ekvivalens
azy = x2- 4x + 3 egyenlettel. Ezt az egyenletet
fliggvénynek tekinthetjiik, melynek grafikonja a
13.1. abréan lathat6 parabola.

A mésodik egyenlet egy egyenes egyenle-
te. Ez az egyenes a parabolat két pontban met-
szi, melyek koordinatai: (1; 0) és (4; 3) (lasd a
13.1. 4brét).

Mint ismeretes, a grafikus modszerrel megha-
tarozott megoldas nem feltétleniil pontos. Ezért
a meghatarozott gyokoket le kell ellen6rizni. Az



128 2. §. MASODFOKU FUGGVENY

ellenérzés igazolja, hogy az (1; 0) és (4; 3) szamparok valéban megoldasai
adott egyenletrendszernek.

Felelet: (1;0), (4;3). <

Megjegyezzilk, hogy ez az egyenletrendszer ,.kedvez8” a grafikus megoldas
ra: a metszéspontok koordinatéi egész szamok. Konnyen belathat6, hogy ez nem
gyakran fordul el§. Ezért ezt a mddszert akkor célszer(i hasznalni, ha a megolda
sok szamat kell meghatarozni, vagy nem sziikséges tudni a gyokok pontos értékét

A vizsgalt egyenletrendszert nem csak grafikusan lehet megoldani. Ehhez a
témahoz készililve megismételtétek az egyenletrendszerek megoldasanak behe-
lyettesité modszerét. Ezzel a médszerrel hatékonyabban oldhaték meg a bonyo-
lultabb egyenletrendszerek is, példaul azok, melyekben az egyik egyenlet linearis
de azok is, amelyekben nincs linearis egyenlet.

Oldjuk meg az Jx V+3-  egyenletrendszert behelyettesitéssel.
[i/l-x +1 =0

Fejezziik ki a masodik egyenletbdl azy valtozot:
y =x- 1
Helyettesitsiik be az els6 egyenletbe azy helyére az x - 1 kifejezést:
X2- 4x- (x- 1)+3=0.

Egyismeretlenes egyenletet kaptunk. Rendezés utan az x2- 5x + 4 = 0 masod-
fok( egyenletet kapjuk.

Innenx, = 1,x2= 4.

A kapott x értékekhez tartozoy értékeket azy =x - 1egyenletbdl hatarozzuk
meg. Azt kapjuk, hogy:

* =1-1=0,* =4-1=3.

Tehat Gjra megallapithatjuk, hogy az (1; 0) és (4; 3) szdmparok az adott egyen-

letrendszer megoldasai.

X*+y4=9,
Hatarozzuk meg, hany megoldasa van az 7 egyenlet-
xjj =-
y 2

rendszernek!
Megoldas. Az els6 egyenlet egy origé kdzéppontd 3 egység sugarui kérvonal
egyenlete.

A masodik egyenlet pedig ekvivalens az y - Eegyenlettel. Ez az egyenlet
X

egy hiperbolat hataroz meg.

Abrazoljuk a kérvonalat és a hiperbolat k6z6s koordinata-rendszerben
(13.2. &bra). A rajzrol leolvashaté, hogy a gérbék négy pontban metszik egymast.
Tehat az adott egyenletrendszernek négy megoldasa van. -4
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A 13.2. &brérdl szintén leolvashatd az adott
egyenletrendszer megoldasainak kozelitd érté-

e Nem a grafikus megoldast valasztva ki le-
j,€t szamitani az egyenlet megoldasanak pon-
105 értékeit is.
Ehhez a témahoz készlllve megismételtik
az egyenletrendszerek megoldasanak egyenlé
egyutthatok maodszerét is. Megmutatjuk, ho-
gyan lehet ezt a mddszert alkalmazni bonyo-
lultabb egyenletrendszerek megoldasanal. 13.2. &bra
Szorozzuk meg az adott egyenletrendszer
ix2+y2=09,
[2xy = 7.
Adjuk 6ssze arendszer egyenleteit, a jobb oldalt ajobb oldalhoz, a bal oldalt
a bal oldalhoz. Az x2+y2+ 2xy = 16 egyenletet kapjuk. Innen: (x + y)2= 16;
X+y=4vagyx +y--4.
Kénnyen belathatd, ahhoz, hogy megoldjuk az eredeti egyenletrendszert, ele-
gend6 megoldani a két egyszeriibb egyenletrendszert.

1) KP%=4 innen \y A x° y=4-X
[2xy =7. [2ar (4 - *) =7; [2x2- 8a,+7=0.

masodik egyenletét kett6vel:

Megoldva az egyenletrendszer mésodik egyenletét, kapjuk:

4-V2 4 +yi2
Co o 4d2 4-V2
igy Ifi = y2
2) \x +y ~ 4, jnnen Y =-4-X, iy =-4-x,
{xy =7. 2x(-4-x) =7, (2a2+8jc+7=0.

Megoldva az egyenletrendszer masodik egyenletét, kapjuk:
-4-\2 -4 +5sfii
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Nyilvanval6, hogy az ilyen alaki megoldast grafikusan nem lehet meghatj
rozni.

A 8. osztalyban megtanultatok egyenletet megoldani Gj ismeretlen beveze-
tésével. Ezt a modszert alkalmazzuk egy sor egyenletrendszer megoldasanal is

X+y x-y _5
3. PELDA Oldjuk meg az Ix - y X +y 2 egyenletrendszert!

X2+y2=10

ii % il _X
Megoldas. Jeldljik az x4 =t kifejezést i-vel, akkor o =
X-y X+y t

Ezzel ajeldléssel az els6 egyenlet t+-1:5- alakban irhaté fel.
2

t

Innen 2t2- 5/+2=0;fi=2, f =
2 2

Az eredeti egyenletrendszer megoldasat igy két egyszeriibb egyenletrendszer
megoldasara vezettiik vissza.

+

1) :-uy - il;men
Xx2+y2=10.

A masodik egyenletbdl kapjuk, hogyy, = 1ésy2=-1

Akkor X = 3,x2=-3.

J\x +)l/J:2X-2 , \\x =3y,
X2+y2=10; 110i/2=10.

x+y _1 2X +2y =x-y, jx =-3y,
2) Jx-y ~2’ Innen
X2+y2=10; \10y2=10.
X2+y2=10.

A masodik egyenletbdl kapjuk, hogy y3= 1ésy4=-1.
Akkor x3=-3, x4=3.

Felelet: (3; 1), (-3;-1), (-3; 1), (3;-1). <

4. PELDA Oldjukmegaj2*+ +Xy~8’ egyenletrendszert!
fx2+y2+3x+3y =14

Megoldas. Megjegyezziik, hogy az adott egyenletrendszer nem valtozik,
ha felcseréljik az ismeretleneket, az x-ety-ra, azy-t pedig x-re. Ebben az esetben
célszerlix +y = wésxy = vU0j valtozékat bevezetni.

irjuk at az adott egyenletrendszert az\ ~X+" +Xy alakba!
[(x+yf -2xy+3(x+y) =14
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Végezziik el a valtozécserét. Akkor a \Mu+v egyenletrendszert
W2-2u+3u=14
kapjuk. ) ) )
Ezt a rendszer behelyettesitési modszerrel lehet megoldani (oldjatok meg 6n-
alléan). Azt kapjuk, hogy:
u=3 \u =-10
" vagy | ’
v=2 v |zr = 28.

Két egyenletrendszer megoldésa var még rank:
X+y=3, é \x+y =-1Q,
[xy =2 [xy = 28.
Mindegyik egyenlet megoldhaté behelyettesitéssel. Ebben az esetben viszont

alkalmazhatjuk Viéte tételének megforditasat is. Tehat, az Jx +i/_"" egyenlet
Xy =2

gyokeire. Innen tx= 16és t2= 2. Tehat az (1; 2) és (2; 1) szamparok ennek az egyen-
letrendszernek a megoldasai.

Alkalmazva Viéte tételének megforditasat (végezzétek el dnalléan), kénnyen
belathatd, hogy a masodik egyenletrendszernek nincs megoldasa.

Felelet: (1;2), (2; 1). <

1. Milyen mddszerekkel lehet megoldani az egyenletrendszereket?
2. Magyarazd el az egyenletrendszerek megoldasanak grafikus mddszerét!
3. Milyen esethen legcélszeriibb alkalmazni a grafikus modszert?

GYAKORLATOK

13.1.° Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket grafikusan:

1) ix+i/=5, 3) +y2 =4,
Xy =6; [x+y =2
2)1y +x2=3, AN\ X z+y2=25,

= [xy =-12!

13.2.° Oldd meg grafikusan az alabbi egyenletrendszereket:

iy =x+2, 2) \y ~xZ~4> X+y=3,

Y [xy =8; \2x +y =-1; 3)b -9 1
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13.3.° Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket a behelyettesités mddszerével-
t

Jy =x+3, jy-x =2, [xy =15,
[x2-2y =9 |x2-2xy = 3; {2x-y =7,
jXx +y =5, fx-4y =2, JXx-y =4,
\xy =4 [*y +2y = 8; ; jx2+y2=g8l
13.4.° Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket a behelyettesités mddszerével:
ix-y =3, 3 {y-2x2=2,
\xy = 28; I3x+y =1;
2)\y2~x =14, 4) |x2- 2y2=8,
| x-y =-2 \x +y = 6-
13.5/ Allapitsd meg grafikusan, hany megoldasavan az alabbi egyenletrendszereknek:
W(*F*+»m=38, 3) b -*- 5) = “6-
[y =x; \x-y =2 \2x-y =3;
fx2+y2=4, Jy =x2- 3, IJx2-4x +y=-1,
jy =2-x2; jy =6 -x2; [xy = 4!
13.6/ Allapitsd meg grafikusan, hany megoldasavan az alébbi egyenletrendszereknek:
\y =(*-5)2 \y~x2=1,
1} [xy A 5; 3) tx2+y = 4x;
2 )K n~2=1" 4)K +7 =6
[y-x =3; 1*1/= 11
13.7/ Oldd meg a kdvetkez6 egyenletrendszereket:
13x + 4y = 24, \x +y =5,
[xy =12; J(x ~3)(y +5)=6;
y +2x =0, i4y-3x =4,
X2+y2-6y =0; [6x2+16y = 60;
N |x2-xy-y2=19, [ X 2+3xy +y2-x-2y =3,
[x-y =7; [x +y =3I
13.8/ Oldd meg a kévetkez6 egyenletrendszereket:
[x 2-xy +y2=63, 3i(x-N)(y-2) =2,
[y-x=3; [x +y=6;
2 ix+2y=1I, 4 15x-2y =3,

[x2+xy +2y2=1; [3x2-8y = -5!
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"i)a3x-y = legyenesnek ésazy = 3x2+ 8x -3 paraboléanak;
4
?la2x- V=2 egyenesnek és azy = —hiperbolanak;
X

3)azx +y = legyenesnek ésaz (x- 1)2+ (y + 4)2=16 kdrvonalnak;
4)azy =R- 4x + 7 ésazy - 3+ 4x - x2parabolaknak!
13.10/ lgazold, hogy azy -x = 3 egyenes érint6je az (x + 5)2+y2= 2 kdérvonéfiiak,
és hatarozd meg az érintési pont koordinatait!
13.11/ lgazold, hogy:
1) azy =-2x - 4 egyenes nem metszi azy = 6x2- 7x - 2 parabolat;
2)azy = 4x2- 3x + 6 parabolanak és azy = x + 5 egyenesnek egy kdzds pontja
van, hatarozd meg az érintési pont koordinatait;
3)azy = 4x2- 3x- 24 és azy = 2x2- 5x paraboladknak két kdzds pontja van,
hatarozd meg ezeknek a metszéspontoknak a koordinatait!
13.12/ Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket:

4_+ 3 = L
Hex y 127 2) Ix y
2X -y =2 X +5y = 3!
13.13/ Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket:
1 13 |'|1 |-
) xXx yy 22° 2)<x y 5’
X-y =1; 3x +y =8\
13.14/ Oldd meg az aldbbi egyenletrendszereket:
Y +xy =-10,
X
y x =21
2) ex y 10’
X +y =3;

7
x2+Axy - 3i/2=18;
1 1 5

4)
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13.15.- Oldd meg az aldbbi egyenletrendszereket:

x y 10
)y x 49 y x 3
2x - 3y =3, X2-y2=72,
Xx-2y x+y 15
> 4(x-y)2+7(x-y) =15,
2) x+y x-2y 4 5)
2x +5y =1,
4x + 5y =3;
142 =4, _
3 Xy 6 (x-y)2+2x =35+ 2y,
10 (x+y)2+2y =3-2x!
y X
13.16.""Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket:
x3+y3=1, 3) [x2-y2=17,
X+y=1; [xy = 12;
x3-y3=28, i3x2-2y2=19,
2) X2+XxXy +y2=17,; [xi/ = -6
13.17."" Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket:
x3-y 3=56, 2)1i5x2-y2=-4,
2 X-y =2 [xy = 3!
13.18. "Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket:
3y-2xy =2, 3 Ix2+12+x +i/= 18,
2 X + 2Xil = 5; [x2- Y2+ X% - j/ = 6;
xy +y =30, 12x2-5xy +3x -2y = 10,
2) Xy +x = 28; D |5xi/-2x2+7x-81/ = 10!
13.19."" Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket:
X +y-xy =1, 3 ixt/-x =24,
& X +y +xy =9; [xy -y =25;
3xy +2x = 4, Px2+ W2 =606,
Xi/+y = -8; [2x2-y 2 =341
13.20.'"0Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket:
x2-12xi/ + Hi/2 =36, 3 Ix2+j/2=25,
D xvey=g; Iy =12
y2 2xy =3, ~N[9x2+y2=10,

2
x2+6xy +9y2 =100; Xy =-11
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moldd meg az alabbi egyenletrendszereket:

13.21*
ix2+10xy +25y2 = 49, Jx2+y2=10,
D -5y=-3; ¥y =3
ix2+4xy +4y2=4x + 2y, [x 2+25y2=104,
2){x +2y =4 [xy = - 4!
o ix2+y2=9,
1322 " Az a mely értékeire lesz az < egyenletrendszernek:
[x-y =a
1) egy megoldasa; 3) nincs megoldasa?

2) két megoldasa;
13.23." A k mely értékeire leszaz j» X egyenletrendszernek:
[y=kx +3
1) egy megoldaésa; 3) nincs megoldasa?
2) két megoldasa;
13.24.* Az a értékétdl figg6en hany megoldasa van az alabbi egyenletrendszereknek:
(y = Ixl, \x2+y2=a2, \y-x =1, ix2+y2=4,
, T3 4) y
[x2+y = a; [| x|=4; [xy =a; [y =x2+a?
13.25.* Az a értékétdl fligg6en hany megoldasa van az alabbi egyenletrendszereknek:
i)ix2+y2=a, ix2+y2=9, 3) ix2+y2=a2,
[yl =1 ly=a-|xI; [xy = 4?

13.26.* Advavan az ax2+x + 1= 0 és azx2+ ax + 1= 0 egyenlet. Hatdrozd meg az
a 0sszes olyan értékét, melyre a két egyenletnek legalabb egyik gydke azonos!

ISMETLO GYAKORLATOK

13.27. Bizonyitsd be, hogy a 2510- 517kifejezés értéke 31 tobbszordse!

13.28. Egyszer(sitsd az — e ) kifeiezest!
a2-a U -1 a +aj
2(x-3)>-3 (x+2),

13.29. Oldd meg a 7x A1 X egyenl6tlenségrendszert!

3 2
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13.30. xt ésx2azx2+ 6x - 2 = 0 egyenlet gyokei. Hatdrozd meg azx,2+ x *Jqj
jezés értékét!
13.31. Réviditsd le a kifejezést:
n 2+V2_ A T7N3 - 21 Aoxsix-yjy t
u g > ) r~ * ' .
2 14 V3 a-i

KESZULJUNK FEL A KOVETKEZO TEMAHOZ

13.32. (A ,,Kilencfejezet a matematika m(ivészetérdl” ékori kinai konyvbdl.)
5 6kor és 2 barany 11 talentumba kerdil, 2 6kor és 8 barany pedig 8 talemtumba.
Mennyibe kerill egy 6kor és egy barany kilon-kilon?

13.33. (Leonardo Pisano (Fibonacci) feladata.) Azt mondja az egyik ember a
masiknak: Ha adsz nekem 7 dinart, akkor én 6tszér gazdagabb leszek nalad.
Erre azt mondja a masik: Adj te nekem 5 dinart és akkor én hétszer gazdagabb
leszek nalad. Mennyi pénzik van kiillon-kilon?

13.34. A falubol B faluba, melyek kozott 140 km a tavolsag, egy motorkerékparos
indult el. 20 perccel kés6bb vele szembe B falub6l A faluba Utra kelt egy kerék-
paros, aki az indulas utan 2 6raval talalkozott a motorkerékparossal. Hatarozd
meg mindkettjik sebességét, ha a motorkerékparos 2 6ra alatt 104 km-rel
tobbet tesz meg, mint a kerékparos 4 6ra alatt!

r NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK ALKALMAZASA

13.35. Létezik-e 100 olyan természetes szam, melyek koziil barmennyi 6sszege
nem négyzetszam?

Ifjl matematikusok elsdé orszagos olimpiaja

Reméljiik, hogy a 13.26. feladat tetszett nektek, és amikor megoldottatok, si-
kerélményetek volt. Erre a feladatra azért is érdemes odafigyelni, mert 1961-ben
szerepelt az ifji matematikusok els orszagos olimpiajanak feladatai kozott.

Ukrajndban a matematikai olimpiak nagy hagyomannyal rendelkeznek. Az ifja
matematikusok els6 varosi versenyét 1935-ben tartottak meg Kijevben. Az6ta mar
tobb, mint 80 év telt el. Ez alatt az id§ alatt ezek a matematikai versenyek sok te-
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1 tséges fiata*szamara az els6 1épéseket jelentették a tudomany felé vezet6 aton.
, maraz O. V. Pohorelov, Sz. H. Krejn, M. O. Krasznoszelszkij, V. H. Drin-

féld nevek ismertté valtak a tuddsvilagban. ok valamennyien az ukran orszagos

matematikaversenyek gy6ztesei voltak kiilonb6z8 korokban.

Megelégedéssel allapithatjuk meg, hogy a matematikai olimpiak most is na-
gyon népszer(iek Ukrajnaban. Ebben a matematikai versenyben t6bb tizezer tanu-
16 vesz részt a kiilonb6z6 fordulékban. A szervezésbe be vannak vonva Ukrajna
legkivalébb tuddsai, modszerészei, tanarai. Az 6 lelkesedésiiknek és hozzaérté-
siiknek koszonhet6, hogy Ukrajna csapata méltdan képviseli orszagunkat a nem-
zetkozi matematikai diakolimpiakon.

Kedves gyerekek, nektek is ajanljuk, hogy vegyetek részt matematikai verse-

nyeken. A tovabbiakban az els6 orszagos matematikai olimpia néhany feladataval
ismerkedhettek meg. Prébaljatok megoldani ezeket a feladatokat!

J. Az*2+ax+b=06ésr2+px +q = 0egyenleteknek van kozds gydke. ird le azt
amasodfoku egyenletet, melynek gydkei az el6bbi egyenletek masik két gydke!

2. Oldd megaz \]x-2 \[x-1 +\]x +3-4 -Jx —1 =1egyenletet!

3. Az A ésB ponttavolsaga 999 km. Az it mentén kilométerkdvek allnak. Minden
kovon feltlintették, milyen messze van az A és B ponttol is:

0 999 1 998 2 997 999 0
Héany olyan kilométerkd van, amelyeken csak két kiilonb6z8 szamjegy
lathat6?
*
Olekszij Szalim Mark Volodimir
Vasziljovics Hrihorovics Olekszandrovics Hersonovics
Pohorelov Krejn Krasznoszelszkij Drinfeld

(1919-2002) (1917-1999) (1920-1997) (1954-)
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| I A kétismeretlenes egyenletrendszerek
ifi mint alkalmazott matematikai
| modellek

Valészind, napjainkban mar nem létezik olyan tudomanyag, amely nem al-
kalmazna a matematika vivmanyait. Fizikusok és kémikusok, csillagaszok és bi-
ologusok, foldrajzosok és k6zgazdéaszok, s6t még a nyelvészek és a torténészek is
alkalmaznak matematikai fogasokat.

De miben is rejlik a ,,matematika eszkdzének” uni-
verzitasa?

»S0k tudomanyos feladat megoldasanak kulcsa a jo
forditds a matematika nyelvére.” Ezt a valaszt adta az
el6bb feltett kérdésre Ukrajna Tudomanyos Akadémiaja
Matematikai Féiskolajanak egyik alapitdja és els6 igaz-
gatéja, D. O. Grave.

Valojaban a kiilénbz6 tudomanyagakban megfogal-
mazott probléméak nem matematikai fogalmakat téartal-

Dmitro maznak. Fia egy matematikus részt vesz ilyen feladatok

Oiekszandrovics megoldasaban, mindenféleképpen megprobalja a fel-
Grave . , .

(1863-1/939) adatot megfogalmazni az ,,anyanyelvén”, a matematika

nyelvén, vagyis megprobalja leirni a problémat egy ki-
fejezéssel, egy egyenlettel, egy képlettel, egy egyenl6tlenséggel, egy fliggvénnyel
vagy egy grafikonnal. Ennek a forditasnak az eredményét nevezziik a feladat ma-
tematikai modelljének, magat a feladatot alkalmazott matematikanak.

A modell kifejezést (latin eredet(i, modulus, jelentése minta) gyakran hasznal-
juk: egy hajémodell, az atommag modellje, a Naprendszer modellje, valamely je-
lenség, folyamat modellje sth. Egy objektum modelljének vizsgéalataval val6jaban
magat az objektumot vizsgaljuk.

A matematikanak azt az agat, amely a matematikai modellek épitésével, vizs-
galataval foglalkozik, matematikai modellezésnek nevezzik.

Nézziink néhany olyan feladatot, ahol a magasabb fok( egyenletrendszerek
valésagos problémak matematikai modelljei.

1. PELDA Kéthelységb6l, melyek tavolsaga 18 km, egyszerre elindult egymas
felé két turista és 2 éra mulva taldlkoztak. Mekkora sebességgel haladtak a turistak,
ha az egyiknek az egész tavolsag megtételére 54 perccel tébb id6re van sziiksége,
mint a méasiknak?
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oldas. Legyen az egyik turista sebessége x km/h, a masiké y km/h,

»talalkozasig az els6 turista 2x km-t tett meg, a masik pedig 2y km-t. Ketten
** -tt 18 km-t gyalogoltak. Ezért 2x + 2y = 18.

L. 1818, i o
A két helység kozotti tavolsagot az elsd turista Bra alatt tenne meg, a masik

18 ¢ra alatt. Mivel az els6 turistdnak 54 perc=”" 6ra = oraval tobb id6re van

18 9
10'

S¥Uksége, ezért

Egy egyenletrendszert kaptunk:

i2x +2i/ =18,
118 _18= 9
x y 10

X +y =9, X =9-y,
igy 2 o 2 2 1
x 1 100 9-y y 10

Megoldva az utolsé rendszer masodik egyenletét, azt kapjuk, hogy yx- 5,
y2=_36. A -36 megoldas nem felel meg a feladat feltételeinek. igyy =5 ésx =4.
Felelet: 4 km/h, 5 km/h. <

2. PELDA Két munkas az adott feladatot 10 nap alatt végzi el. 6 nap kozos

munka utan az egyik munkast atiranyitottak egy masik feladatra. A masik folytat-
ta a megkezdett munkat, és két nap utan megallapitotta, hogy az egész munka

- -a van elvégezve. Hany nap alatt végzett volna kiillon-kilén a két munkas a ki-
3

jelolt feladattal?

Megoldas. Jeldljikx-szel azon napok szamat, ami alatt az egyik munkas el
tudja végezni a kijelolt feladatot, és y-nal azokat a napokat, amely alatt a masik

munkés végezne. Egy nap alatt az egyik munkas a feladat —-ed részét végzi el,

10 nap alatt — -ét. A masik munkas egy nap alatt a feladat - részével késziil el,
X

y

10 nap alatt —-val. Mivel 10 nap alatt befejezik a rajuk bizott munkat, igy.

10 10
b

*

=17
y
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0
Az elsé munkés 6 napot dolgozott és a feladat T részével készilt el

g
munkas 8napot dolgozott, igy 6 a- részét végezte el. Mivel ez azt eredményez

rnasii{

2, P ,. 6 8 2
te, hogy amunka—aval késziltekel, ezért — f—=—
3 3

Egy egyenletrendszert kaptunk:

0,0y
X oy

6 8_2
X y 3’

melynek megoldasa az x = 15,y = 30. Tehéat az els6 munkas egyedil 15 nap alatt
fejezné be a kijelolt feladatot, mig a méasik 30 nap alatt.

Felelet: 15nap, 30 nap. "4

3mPiLD A Egykétjegyli szamot elosztottunk szdamjegyei szorzataval. A hanya-
dos 5 lett és a maradék 2. Ennek a szdmnak és a szamjegyek felcserélésével kapott
szamnak a kiilénbsége 36. Hatarozd meg ezt a szamot!

Megoldas. Jeldljuk a keresett szdmban a 10-esek helyiértékén allo
szamjegyet x-szel, az egyesek helyiértékén allot y-tial. Akkor a keresett szam
I0x +y. Mivel ennek a szamnak és xy-nak a hanyadosa 5 és maradék 2, ezért
10x +y= 5xy + 2.

A szédmjegyek felcserélésével felirt szam 10y + x. A feltételek alapjan
(1Ox +y) - (10y + x) = 36.

* f10x +y =5xy +2,

[(18x +y)~ (10y + x) = 36
X=6,y =2, vagy x = 0,2,y = -3,8. A masodik szampar nem felel meg a feladat
feltételeinek.

Tehét a keresett szam a 62.

Felelet: 62. "4

egyenletrendszert kaptuk, melynek a megoldasa
6

1. Mit értiink matematikai modellen?
2. Mely feladatokat soroljuk az alkalmazott matematikahoz?
3. Mit neveziink matematikai modellezésnek?
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j4 1° Két természetes szam kiilénbsége 3, szorzatuk 87-tel tdbb dsszegiiknél.
Melyek ezek a szamok?

14 2 OKét természetes szam négyzetének kiilénbsége 20, a nagyobbik szamnak és
a kisebbik kétszeresének az dsszege 14. Melyek ezek a szamok?

14 3.° Egy 2400 m2 teriiletl téglalap alaku foldrészleget bekeritettek. A kerités
hossza 220 m. Mekkora a foldrészleg szélessége és hossza?

14.4.° Egy téglalap keriilete 32 cm. A szomszédos oldalakra rajzolt négyzetek
terlileteinek 0sszege pedig 130 cm2 Hatarozd meg a téglalap oldalait!

14.5." Melyik az a kétjegy( szam, amelyik négyszerese a szamjegyei dsszegének,
és kétszerese a szamjegyei szorzatanak?

14.6." Egy kétjegyl szamnak és szamjegyei 6sszegének a hdnyadosa 7, a maradék
pedig 6. De ha ezt a szamot elosztjuk a szdmjegyei szorzataval, akkor a hanyados
5 és a maradék 2. Hatdrozd meg ezt a szamot!

14.7." Egy kétjegy(i szam 7-szerese a szdmjegyei dsszegének és 52-vel nagyobb a
szamjegyei szorzatanal. Hatarozd meg ezt a szamot!

14.8." Két természetes szam 0sszege 12, reciprokaik 6sszege pedig T Hatarozd

meg ezeket a szamokat!

14.9." Két természetes szam 6sszege 15, reciprokaik kiilénbsége pedig e Hata-
rozd meg ezeket a szamokat!

14.10." Egy derékszdgl haromszog atfogdja 13 cm. Terllete 30 cm2 Mekkorak a
befogoi?

14.11." Egy derékszog( haromszog keriilete 40 cm, egyik befogdja 8 cm. Szamitsd
ki a masik befogdt és az atfogot!

14.12." Egy téglalap teriilete 180 cm2 Ha az egyik oldalat 3 cm-rel, a masikat pedig

2 cm-rel csokkentjik, akkor a kapott téglalap teriilete 120 cm2lesz. Hatarozd
meg a téglalap eredeti méreteit!
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14.13.” Ha egy téglalap hosszlsagat 3 cm-rel csokkentjik, a szélességét pe(jj
2 cm-rel ndveljik, akkor a teriilete 6 cm2rel n6. Ha a hosszlUsagat 5 cni
csOkkentjik, a szélességét pedig 3 cm-rel ndveljik, akkor a teriilete nem val
tozik. Mekkorak a téglalap oldalai?

14.14."Egy téglalap alaki fémlemezbdl fedél nélkiili dobozt készitettek. Ehhez
a sarkokbdl kivagtak 4 cm oldalhosszlsagu négyzeteket. Hatarozd meg a
lemez szélességét és hosszat, ha a keriilete 60 cm, a doboz térfogata pedig
160 cm3!

14.15."K zA ésB varoshol egyszerre elindult egymassal szembe két motorkerék-
paros. Egy 6ra mulva taldlkoztak, de megallas nélkil ugyanolyan sebességgel
folytattak utjukat. Az egyik motoros 35 perccel hamarabb ért az A varosba, mint
a masik a B varosba. Hatarozd meg a motorkerékparosok sebességét, ha a két
varos kozott a tavolsag 140 km!

14.16." Az M allomasrdl a téle 300 km 1év6 A allomasra egy tehervonat indult el.
40 perccel késébb az N allomasrdl az M allomasra egy gyorsvonat indult el, és
két 6ra mulva talalkozott a tehervonattal. A tehervonat az M és N alloméasok
kozotti tavolsagot 3 dra 20 perccel tobb id6 alatt tette meg, mint a gyorsvonat.
Hatarozd meg a vonatok sebességét!

14.17.” Az egyik varoshdl egy masikba, melyek kdzott atavolsag 240 km, egyszerre
elindult egy autébusz és egy személygépkocsi. Az autébusz egy éraval késébb
érkezett meg. Hatarozd meg a személygépkocsi és az autébusz sebességét, ha
az autdbusz 2 dra alatt 40 km-rel tdbbet tesz meg, mint a személygépkocsi
1 6ra alatt, és egyikiik sebessége sem haladja meg a 90 km/h-t!

14.18." A 800 m-es kdrpalyan egy irdnyba két gyorskorcsolyazé halad. Az egyik
korcsolyaz6 24 méasodperccel gyorsabban tesz meg egy kort, mint a masik, igy
8 percenként utoléri a masik korcsolyazot. Hatdrozd meg mindkét korcsolyazé
sebességét!

14.19.” Két brigad egyditt 8 nap alatt végzi el a munkat. Ha a munka - -at az
3

egyik brigad végzi el, majd a masik atveszi, akkor 20 nap alatt késziilnek
el. Hany nap alatt végezné el kiilon-kiilon ezt a munkat a két brigad?
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|44<r} «Két brigad egyitt 6 dra alatt pakol ki egy tehervonatot. Az elsé brigad

elvégezte a munka -5-ét, majd felvaltotta 6ket a masik brigad, akik

be is fejezték a kirakodast. igy 12 oOra alatt végeztek a munkaval.
Hany ora alatt végzett volna ezzel a munkaval kilén-kilén mindegyik bri-
gad?

14.21." Egyszerre két csapon keresztll 12 dra alatt lehet feltdlteni vizzel a medencét.
Ha 5 6ran keresztiil az egyik csapot nyitjak ki, majd 9 6ran keresztiil a mésikat,
akkor a medence fele telik meg vizzel. Hany 6ra alatt lehet feltdlteni a medencét
kilén-kiilén a két csapon keresztiil?

14.22." Két traktorista 6 Ora alatt szantja fel a mez6t. Ha az egyik traktorista
4 ¢6rat dolgozik, majd a masik folytatja, akkor a masodik 9 6ra mualva be-
fejezi a szantast. Hany dra alatt szantja fel ezt a foldteriletet kuldn-kiilén
a két traktorista?

14.23." Két vezet6 soros kapcsolasakor az ellenallas 150 Ohm, parhuzamos kapcso-
lasuknal 36 Ohm. Hatarozd meg a két vezet6 ered6 ellenallasat!

14.24." Harom azonos ellenallasu és egy téluk kiilonbdz6 ellenallast vezetd
soros kapcsolasanal az dramkor ellenallasa 18 Ohm. Ha parhuzamosan
kapcsolunk egyet-egyet a kiilénb6z6 ellenéallast vezetékbél, akkor 24 V
fesziiltségnél az aramkdrben az dramerdsség 10 A. Hatdrozd meg mindkét
vezetd ellenallasat!

14.25."" Egy csonak az A kikot6b6l a B kik6t6be, majd vissza 6 dra alatt tette meg
az utat. Hatarozd meg a foly6 sebességét, ha a csénak 2 6ra alatt a folyon lefelé
akkora tavolsagot tesz meg, mint 1 6ra alatt a folyon felfelé, az A és a B kikot6
kozott a tdvolsag 16 km!

14.26." Egy hajo 3 ora alatt tesz meg 48 km-t a folyon felfelé és 30 km-t lefelé,
15 km megtételére a folydn lefelé 1 6raval kevesebb idére van sziiksége, mint
36 km megtételére felfelé. Hatarozd meg a hajo sebességét allovizben és a
foly6 sebességét!

14.27." Anna és Kata egyszerre indultak-el egymassal szembe kerékparon az
egymastol 40 km-re 1évé A ésB varosbol. Anna a talalkozasuk utan 40 perccel

érkezett meg B varosba, Kata pedig 1,5 6ra mulva az A varosba. Szamitsd ki
a lanyok sebességét!
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14.28." Péter és Laszl6 egyszerre indult el gyalogosan a falubél egy irdnyba Péte
sebessége 3 km/h, Laszl6é 4 km/h. Fél 6ra mulva ugyanebbdl a falubdl elindult
Irénke kerékpéaron, aki utolérte Pétert, majd 15 perc mulva Laszl6t is. Hatarozd
meg Irénke sebességét!

14.29." Az A és B kikot6 kozott a tavolsag 28 km. Az A kikdt6bdl a B kikdtéhe
tartd hajo 2 6raval az indulas utan utolért egy tutajt, ami a hajé induléasa el6tt
2 oraval indult el a B kiko6tébdl a folyon lefelé. Szamitsd ki a hajo sebességét
alldvizben és a foly6 sebességét is, ha a hajo 4 6ra 48 perc alatt teszi meg az
utat A-bol 5-be és visszal!

14.30." Az egyik fémontvény tdmege 336 g, a masiké 320 g. Az els6 dntvény tér-
fogata 10 cm3rel kevesebb, a slr(isége pedig 2 g/cm3rel tobb, mint a masiké.
Hatarozd meg mindkét dntvény sdrliségét!

14.31." Két egy pontra hat6, egymasra mer6leges er6 ered6jének abszolut értéke
25 N. Ha az egyik erd nagysagat 8 N-nal csokkentjik, a masikét 4 N-nal
noveljiuk, akkor az ered6 eré nem valtozik. Hatarozd meg az erék nagysagat!

14.32." Egy derékszog két szaran a szdg cslcsa felé két test halad. Az egyik
test sebessége 12 m/min, a masiké 16 m/min. Egyadottpillanatban a két

test kdzott 100 m volt a tdvolsdg. Két perc mulvaatdvolsag marcsak
60 méter volt. Milyen messze voltak ezek a testek a szdg cstcsatol az elsd
mért id6pontban?

| ISMETLO GYAKORLATOK

14.33. Egyszer(sitsd az alabbi kifejezéseket:

) — o " g+le
a -3a a +3a a -9

2) 3 3b~2 b2+166 +12,
6-2 b2+ 26 +4 63- 8

14.34. Gyoktelenitsd az alabbi tértek nevezgjét:
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j4 35. Oldd meg az alabbi egyenl6tlenségeket:
1) 1,1(5x-4)<0,2 (10* +13);

06-5y ~0,5-5y,
4 6

14.36. Hatarozd mega (2x + 1)(x +4) - 3x (x + 2)>0 egyenl6tlenség legnagyobb
egész megoldasat!

14.37- Az ismeretlen mely értékeire értelmezhet6 a v12- 5x +V2x +1'kifejezés?
14.38. Hatarozd meg, milyen intervallumokon csékkenek az alabbi fliggvények:
\)y =2x2+ 10 x- 9; 2)y =5x-3x2!

14.39.1840. december 14-én Parizsban egy matematikai tudomanyok akadémiku-
saibol all6 bizottsag azért tlt 6ssze, hogy tanulmanyozza egy tehetséges kisfid,
Henri Monde matematikai képességeit, aki kimagasloan szdmolt. Oldd meg a
Monde-nek Kitiizott egyik feladatot, amit § szoban oldott meg: ,,Melyik két
természetes szam négyzetének a kiilénbsége 133”7
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TUDASPROBA
3. TESZTFELADAT

1. Mely x értékekre igaz az x2> 0 egyenl6tlenség?
A)x>2; C) x<-2 vagy x>2;
B)x>2 vagy x>-2; D)-2<x<2.

2. Az alabbi intervallumok koziil melyik az x2+ 8x - 9 > 0 egyenl6tlenség meg
oldashalmaza?

A) (-00; -9) u (L; +-o0); C) (-00; -1) u (9; +oo0);

B) (-00; -9] u [1; +oo0); D) (-00; -1] u [9; +00).
3. Hany egész megoldasa van a 3x2+ 5x - 8 < 0 egyenl6tlenségnek?

A) 3; B) 4; C) 5; D) 6.
4. Az alabbi egyenl6tlenségek kozil melyik igaz barmely valds szamra?

A) x2- 14x + 49>0; C)x2- 3x +4>0;

B) -3x2+x +2<0; D)-x2+ 7x- 10<0.

5
5 Miaz f (X)=.......... — —fiiggvény értelmezési tartomanya?
\I8x - 4x2

A) (-00; 0] U [2; +o0); C) [0; 2];

B) (-00; 0) u (2; +00); D) (0; 2).
6. Az alabbi egyenl6tlenségek kdzil melyiknek nincs megoldasa?

A) x2—6x + 10<0; C) -3x2+ 8x + 3<0;

B)-5x2+ 3x + 2>0; D)—x2-10x>0.

. A ijji «£—2 .
7.Az (X,; Y,) és (x2 y2 szamparok az |§fl egyenletrendszermegoldésai.
Ixy ~y -10
Mennyi az xly 1+ x{y2kifejezés értéke?
A) 23; B) 7; C) 35; D)-26.

{+y2 - C, egyenletrendszer egyenletei?
=-3

A) egyenes és parabola; C) korvonal éshiperbola;

B) korvonal és parabola; D) parabola éshiperbola.

9. Hany megoldéasa van az J[x - N ~I egyenletrendszernek?
X+y =

A) nincs megoldasa; C) kettd;



10.

11.

12.

13.

14.
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Mennyi az x + y kifejezés legnagyobb értéke, ha az (x; y) szampar az

Y =5, egyenletrendszer megoldasa?
2xy -y =-7
A) i B) 6: C) 0; D) -5.
L.{-L: a\’
Az (a; b) szampar a X Y egyenletrendszer megoldasa. Mennyi
- - - = 9
*y
aza-b kifejezés értéke?
A) 5; B) 1;
) ) )2
Az (jc,;>d) és (x2;y2) szamparok az \2x xy egyenletrendszer megoldasai.
[y +xy =6
Mennyi az \xjy | +x¥ 2Akifejezés értéke?
A) 1 B) 11; C) 70; D) 10.
Egy téglalap kerllete 34 cm, atloja 13 cm. Jel6ljik x-szel a téglalap egyik

oldalét, y-nal a masik oldalat. Alkalmazva ezt a jel6lést hatarozd meg, az
alabbi egyenletrendszerek kdzil melyik az adott feladat matematikai modellje?

+y =34 =
A) X +y , 0) X +y =34,
X2+y2=13; x2+y2=169;
B) 2(x +y) = 34, D) 2 (x +y) = 34,
X2+y2=13; +y2=169.

A két varos kozotti 120 km-es tadvolsagot egy személygépkocsi 30 perccel
gyorsabban teszi meg, mint egy tehergépkocsi. Ismeretes tovabba, hogy a
tehergépkocsi 2 dra alatt 40 km-rel nagyobb tadvolsagot tesz meg, mint a sze-
mélygépkocsi 1 dra alatt.

Jeldljuk a tehergépkocsi sebességét x km/h-val, a személygépkocsi sebességét
pedigj km/h-val. Alkalmazva ezt ajel6lést hatdrozd meg, az alabbi egyenlet-
rendszerek kozil, melyik lesz az adott szitudcio matematikai modellje?

120 120 [120 120 _ 1
A )]u “ T " ) C) X y 2
[2x -y =40; [2x-y =40;
[120 120 =30, 120 120
y X D)\ vy X 2’

[2x-y =40; [2x-y =40.
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15. A 8.-0s algebrakdnyv begépelésével két munkés 8 nap alatt végez. Ha az egyj

16.

18.

kiik begépeli a szdveg - -at, majd a masik fejezi be, akkor 16 nap alatt gépelj

le az egész kdnyvet.

Jeloljik x-szel azoknak a napoknak a szamat, amennyi alatt az egyik gépird
egyedil begépeli a teljes szdveget, y-nal pedig azokat, ahany nap alatt egye-
dil begépeli a teljes szdveget a masik gépiré. Ezekkel a jeldlésekkel melyik
egyenletrendszer lesz ennek a feladatnak a matematikai modellje?

B)U vy 8 D) x y 8’
2 1 _J_
3x 3y 16’
A b mely értékeire nincs gydke a 3x2- bx + 3 = 0 egyenletnek?
A)-6 <b<6; C)b>6;
B) b<6; D) b<—6 vagy b>6.
egyenletrendszernek egy megolda-
sa?
A) a=5; C)a=-5vagya=25;
B) a=5>/2 D) a=-5si2 vagy a=5V2.
Az a mely értékeire nincs megoldasa az ax2- 2x +a <0 egyenl6tlenségnek?
A) a<-I| vagy a>\\ C)-l<a<l;

v
B)a> 1 D) nem létezik ilyen érték, v
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figgvény

Legyen X a fiiggetlen valtozé értékeinek halmaza, Y a fligg6 valtozé érté-
keinek halmaza. A fuggvény olyan egyértelm( hozzarendelés, amely az X
halmaz minden eleméhez megfelelteti az Y halmaz egyetlen elemét.

Afiliggvény zérushelye
Az argumentum azon értékét, melyre a fiiggvényérték nulla, a fliggvény
zérushelyének nevezzik.

A figgvény allando el6jell

Azon az intervallumon, ahol barmely argumentum értékre a fliggvényértékek
azonos elgjelek.

Novekvd és csokkend fliggvény

Egy fliggvény novekv6 az adott intervallumon, ha barmely, az intervallumhoz
tartoz6 nagyobb argumentumértékhez nagyobb fiiggvényérték tartozik.
Egy fliggvény csdkkend az adott intervallumon, ha barmely, az intervallumhoz
tartozé nagyobb argumentumértékhez kisebb fliggvényérték tartozik.

Azy = kf (jc) fuggvény dbrazolasa

Azy =kf (x) fuggvény grafikonjat megkaphatjuk azy = /(x) fliggvény grafi-
konjabdl ~-szoros nyujtassal azy tengely mentén (az x tengelyt6l), ha k > 1 és

e szoros zsugoritassal azy tengely mentén (az x tengelytél), ha0 <k < 1

Azy=f(x) + b figgvény abrazolasa

Azy =f(x) + b figgvény grafikonjat megkaphatjuk azy = f (x) fliggvény gra-
fikonjabdél parhuzamos eltolassal azy tengely mentén felfelé b egységgel, ha
b >0 és -b egységgel lefelé, ha b <O0.
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Xzy —(x + a) fuggvény dbrazolasa

Azy =/(x + a) fuggvény grafikonjat megkaphatjuk azy =f (x) fliggvény
grafikonjabol parhuzamos eltolassal az x tengely mentén balra a egységgel, ha
a > 0 és -a egységgel jobbra, haa< 0.

Masodfoku fliggvény

Azy =ax2+ bx + c képlettel megadhat6 fliggvényt, ahol x a fliggetlen valtozo
a, b és c barmely szdm, a + 0, masodfoku fuggvénynek nevezzik.

Masodfoku egyenl6tlenségek

Az ax2+ bx+c>0,axl+bx+c <0, ax2+ bx +c > 0, ax2+ bx + ¢ < 0 alakt
egyenl6tlenségeket, ahol x az ismeretlen, a, b és c valamely szdm, a + 0, ma-
sodfokl egyenlétlenségnek nevezzik.

Azy = ax1+ bx + ¢ parabola elhelyezkedése a koordinata-rendszerben



SZAMSOROZATOK

Ebben a paragrafusban olyan (j fogalmakkal ismerkedhetsz meg, mint a sorozat, a sorozat
w-edik tagja (altalanos tagja), szamtani és mértani sorozat, véges és végtelen sorozatok,
hogyan lehet megadni egy sorozatot.

Megtanulod meghatarozni a sorozatok tagjait, kiszamitani a sorozat elsé n tagjanak
Osszegét.

Szamsorozatok

Gyakran a mindennapi életben olyan objektumokkal talalkozhatunk, melyeket
koénnyebb kezelni, ha megszamozzuk 6ket. Példaul sorszammal rendelkeznek a
hénapok, a negyedévek, a hetek, a 1épcs6héazak és a lakasok, a vagonok, s6t min-
den osztalytarsadnak is van az osztalykdnyvben sorszdma.

Az 1, 2,3, ..., n, ..., természetes szamokkal sorszamozott objektumok soro-
zatot alkotnak.

igy beszélhetiink egy konyv lapjainak a sorozatardl, egy széban a betiik soro-
zatarol, egy haz szintjeinek sorozatarol.

Azokat az objektumokat, amelyek a sorozatot alkotjak, a sorozat tagjainak
nevezziik. A sorozat minden tagjanak van sajat sorszama. Példaul a januar az év
elsG honapja, a 3 a primszamok sorozatanak masodik tagja. Osszességében, ha a
sorozat egyik tagjanak a sorszama n, akkor ezt a tagot a sorozat n-edik tagjanak
nevezzik.

Ha egy sorozat tagjai szamok, akkor az ilyen sorozatot szdmsorozatnak ne-
vezzik.

Mutatunk néhany példat szamsorozatokra.

1,2,3,4,5,.... - természetes szdmok sorozata;

2,4,6,8, 10, ... - paros szamok sorozata;

0,3; 0,33; 0,333; ... - az i kozelit6 értékeinek sorozata;
3
19, 38, 57, 76, 95- 19 kéthegy tobbszdrdseinek sorozata;

-1,-2,-3,-A, -5, ... - anegativ egész szamok sorozata.
A tovabbiakban csak a szdmsorozatokkal fogunk foglalkozni.
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Egy sorozat lehet véges és végtelen. Példaul a paros természetes szamok soro
zata végtelen, mig 19 kétjegy( tdbbszordseinek a sorozata véges.

A sorozat tagjainak a jel6lésére betliket hasznalunk, alsé indexben tuntetjik
fel a sorszamat:

A5 A27 A5 Ans e

Maga a sorozat jel6lésére zardjelet hasznalunk: (a,r Példaul, ha (pn) primsza-
mok sorozata, akkorpx=2,p2=3,p}=5,pA=7,ps= 11, és igy tovabb.

Egy sorozat akkor van megadva, ha barmelyik tagja meghatarozhat6 a sor-
szamabol.

Ismerkedjiink meg a sorozatok megadasi maodjaival.

Vizsgaljuk meg azt a sorozatot, melynek elsé tagja 1, minden kovetkez6 tagja
pedig 3-mal tdbb az el6tte 1év6 tagnal. Az ilyen megadasi modot leiré megadasnak
nevezziik. Ezt a megadast jeldlhetjiilk harom ponttal is, azaz megadjuk a sorozat
néhany els6 tagjat, a sorszamuk novekedésében:

1,4, 7,10, 13, 16, 19,....

Ezt a megadasi mdédot akkor célszer(i hasznalni, ha egyértelm(, hogy milyen
szamok kerllnek a harom pont helyére.

Példaul, az altalunk vizsgalt sorozatban érthet6, hogy a kovetkez6
szam a 22.

Ha egy sorozat véges, akkor tablazattal is megadhaté. Példaul az alabbi tabla-
zat az egyjegy( szamok kobeinek sorozatat adja meg.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9

a, 1 8 27 64 125 216 343 512 729

A sorozatot képlettel is meg lehet adni. Példaul az x,,= 2" képletben az n termé-

szetes szam, és a 2 természetes hatvanyainak (x,,) sorozatat adja meg:
2,4, 8, 16, 32,

Ebben az esetben a sorozatot az w-edik (altalanos) tagjanak képletével adtuk
meg.

Tekintsiink at néhany példat!

Az a,—2n - 1képlettel lehet megadni a paratlan természetes szamok so-
rozatat:

1,3,5/7,9,....
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ezy = (-1)" képlet egy olyan (y,)) sorozatot ad meg, melynek minden pératlan
rszdmu tagja -1, minden paros sorszamu tagja pedig 1:

-1,1,-1,1,-1,....
4 cn= 7 képlet egy (c,,) sorozatot add meg, melynek minden tagja 7:

7,7,7,7,7,....

A sorozatok megadasanak eddig vizsgalt mddjai segitenek megérteni az 6ssze-
fuggést afliggvény és a sorozat fogalma kozott.

Vizsgaljuk meg a természetes szamok halmazan vagy annak az elsé n részhal-
mazan értelmezetty =/(x) figgvényt! Akkor az/ fiiggvény egy végtelen/(l),
/| (2 ) , eevagy egyvéges/(1),/(2),...,/(«) sorozatot ad meg.

Példaul, ha a természetes szamok halmazan értelmezett fliggvény hozzaren-
delési szabalya/ (x) = x2 akkor ez a fliggvény a négyzetszdmok sorozatéat adja
meg:

1,4, 9,16, 25,....

Gyakran a sorozatot olyan képlettel adjak meg, ahol a sorozat tagjait ugy tud-
juk meghatéarozni, ha ismerjik az el6tte all6 tagot.

Vizsgaljuk meg az (a,) sorozatot, melynek elsé tagja 1, minden kdévetkezd tag
pedig az el6tte all6 tag haromszorosa:

1,3,9, 27,81,....

Ezt a sorozatot meghatarozzak az ax= 1 és an = 3a,, feltételek.
Ezek az egyenl&ségek megadjak a sorozat els6 tagjat és azt a szabalyt, amely-
lyel kiszamithaté a rakdvetkez6 tag:

gi=lI,
a2=3a, =3,
a3= 3a2=9,
ad= 3a3= 27,
stb.

Azt a megadasi modot, amelyben egy vagy tobb megel6z6 tagbol kiszamithatd
arakdvetkezd tag, rekurziv (recurro latin eredetd, jelentése ismétlédik) képletnek
nevezzilk. Az el6z6 példankban ez az a,#1 = 3an. Azokat a feltételeket, melyek
megadjak a sorozat elsd tagjat vagy néhany elsé tagjat, kezdeti feltételeknek ne-
vezzik. Az altalunk vizsgalt sorozatban ez az 6,= 1egyenl6ség.

Azt a megadasi mddot, amikor a sorozatot kezdeti feltétellel és rekurziv kép-
lettel adjuk meg, rekurziv megadasi médnak nevezzik.
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A rekurziv megadasi médnal az els6 tag, vagy néhany elsé tag ismeretében a
megadott képlettel egymads utan szamithatjuk ki a sorozat tovabbi tagjait. Ebbd&l a
megfontolasbhodl a sorozat megadasa «-edik tagjanak a képletével kényelmesebb
mert rogtén meghatarozhaté a keresett tag.

PELDA A (c,) sorozat w-edik tagjanak képletével van megadva-
c,,=37 - 3«. Tagja-e ennek a sorozatnak: 1) 19; 2) -7? Ha igen, akkor hanyadik
tagja?

Megoldas. 1) Ha 19 tagja ennek a sorozatnak, akkor létezik olyan termé-

szetes n szam, melyre teljestl a 37 - 3« = 19 egyenl8ség. Innen 3n = 18, n = 6.
Tehét a 19-es szam a (c,,) sorozat hatodik tagja.

2) 37-3n=-7;3n=44;n :1%1-, Mivel 1%- nem természetes szam, ezérta
3 3
-7 nem tagja ennek a sorozatnak.

Felelet. 1)igen, n=6; 2) nem. <

. Mit alkotnak a természetes szamokkal sorszamozott objektumok?

. Hogyan nevezziik a sorozatot alkoté objektumokat?

. Hogyan nevezziik a sorozatnak azt a tagjat, melyneka sorszama ni
. Milyen sorozatot neveziink szdmsorozatnak?

. Mikor mondhatjuk, hogy egy sorozat adva van?

. Milyen megadasi médjai vannak egy sorozatnak?

O s W N

. Magyarazd meg, mi az w-edik tag képlete?
. Milyen dsszefiiggés van afiiggvény és a sorozatfogalmak kozott?
. Mi a rekurziv képlet?

© o g o

GYAKORLATOK

15.1.° ird le az alabbi sorozatok els6 ot tagjat:
1) 4 kétjegy( tdbbszorosei;
2) a 11 szamlaléju altortek;
3) azok a természetes szamok, melyek 8-cal val6 osztasi maradéka 5!
Allapitsd meg, végesek vagy végtelenek ezek a sorozatot!
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jg 2 0Az (a,,) sorozat tagjai 5 haromjegy( tobbszdrdsei ndvekvd sorrendben. Toltsd

' ki az alabbi tablazatot!

n 1 2 3 4 5 6

15.3.° Hatarozd meg az (a,,) sorozat els6 négy tagjat, ha n-edik tagjanak képlete:
Da,=k+4;, 2)a,=4n-3; 3)a,=-"—; 4)an=—!
n +1 [}

15.4.° Hatérozd meg a (6,,) sorozat méasodik, hetedik és szazadik tagjat, ha n-edik
tagjanak képlete:

1)6h=7; 2)bn=5-2n- 3) = «2+ 2«; 4) = (-1)"+M
15.5.° A (c,,) sorozat w-edik tagjanak képlete c,, = (-1)" 5. Hatarozd meg:
1cd 2)c8 3)cA 4) c2kH; 5)cr+2!
15.6.° A (jc,) sorozat n-edik tagjanak képlete x,, = 3« + 1. Hatarozd meg:
1)*b 2) X7, 3)xA,  4)x30  5)xj+1!
15.7.° Hatarozd meg az (a,,) sorozat elsd 6t tagjat, ha:
1l)a, =4, a,,+1=a, + 3;
2) =-2,a2=6,a,2=28,+a,,+\
15.8.° Hatarozd meg a (b,) sorozat elsd 6t tagjat, ha:
1)6,=18 bl =-y;
2)bi=-1,b2=2,b,,+2= b2+ 2bn+I\

15.9." Az ((i,,) sorozat altalanos tagjanak képlete a,,=In + 2. Tagja-e ennek a soro-
zatnak: 1) 23; 2) 149; 3) 47? Ha igen, akkor hanyadik tagja?

15.10." A (b,,) sorozat altalanos tagjanak képlete a,,-n2- 4. Tagja-e ennek a soro-
zatnak: 1) 5; 2) 16; 3) 77? Ha igen, akkor hanyadik tagja?

15.11." Hany negativ tagja van az (x,,) sorozatnak, hax,, = 6n - 50?

15.12." Hatarozd meg az (y,,) sorozat els6 negativ tagjanak sorszamat, hay,, = 38-3«!
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15.13." Az (a,,) sorozat w-edik tagjanak képlete a,,=n1- 3n- 8. Hatdrozd meg ebben
a sorozatban a 10-nél kisebb tagok sorszamat!

15.14." A (b, sorozat w-edik tagjanak képlete b,,=-n2+ 15«- 20. Hany olyan tagja
van ennek a sorozatnak, amely 16-nal nagyobb?

15.15." Add meg az alabbi sorozatok altalanos tagjanak egyik lehetséges képletét*

1)1,4,9,25,...; 30,1, i. ® 1, ..,
2 3 4 5

2)5,8, 11, 14, 17,..,; 4)02020,..!
15.16." Add meg az alabbi sorozatok altalanos tagjanak egyik lehetséges képletét:
1) 2,9, 28,65, 126,...; 2) I, 0,3, -1,-1, .1
2 6 12 20 30
r ISMETLO GYAKORLATOK

15.17. Egyszer(sitsd az alabbi torteket;

3x2-7* +2_ 2) &xy-5x-2y+2,
2-6« 7 10x2-9x +2
15.18. Hatarozd meg az alabbi fliggvények értelmezési tartomanyat:
yI2 - x t-. V6-5x-x2, :
1>y =542 2>y =-mmm—

15.19. Egy masodfoku fliggvény grafikonja olyan parabola, melynek cslcsa az

origo, és illeszkedik az a 1-1;--1 pontra. Add meg ennek a fiiggvénynek a

hozzérendelési szabalyat!

15.20. Egy munkas ugy tervezte, hogy meghatarozott idé alatt 160 alkatrészt
gyart le. Viszont 3 nappal korabban végzett, mint ahogy tervezte, mert na-
ponta 12 alkatrésszel tobbet készitett el. Hany alkatrészt gyartott le 6ranként
ez munkés?

15.21. A tengerviz sétartalma 5%. Mennyi ivovizet kell hozzadnteni 40 kg tenger-
vizhez, hogy a sotartalom mar csak 2% legyen?

15.22. Egy kisfit elsé nap elolvasta a kdnyv 25%-at, masodik nap a maradék
72%-at, a harmadik nap a maradék 84 oldalt. Hany oldalas ez a kényv?
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nem hagyomanyos moéddszerek alkalmazéasa

j523- Vizsgaljuk az'y = x2 + px + q masodfokd fliggvényeket, melyekre
p +q = 5. Bizonyitsd be, hogy azok a paraboldk, melyek ezen fliggvények
grafikonjai, egy pontban metszik egymas!

A nyulakrél, a napraforgérél, a
feny6tobozrol és az aranymetszesrol

Vizsgaljuk meg a rekurziv megadasud (w,) sorozatot:
w, =u2=1 k,+2=k,,+ + u,,
irjuk le ennek a sorozatnak néhény elsé tagjat:
1, 1,2,3, 5,8, 13,21,34, 55, 89,

Ennek a sorozatnak a tagjait Fibonacci szdmoknak nevezzik. Ez a megha-
tarozas a hires olasz matematikusrol, a pizzai Leonardordl (Fibonaccirél) kapta
nevét, aki a XII. szdzadban megoldott egy igen kdzérdek( feladatot, nevezetesen,
hogy hany par nydl szarmazhat egy par nyultol, és felfigyelt ennek a sorozatnak az
érdekes tulajdonsagaira. Ebben a feladatban a nyulak szdma ugy névekszik, hogy
minden ivarérett nyGlpar egy honap mulva utédokat hoz a vilagra. A 15.1. abran a
nyUlparok szdma megfelel a Fibonacci szamoknak.

Tobb feladatban is talalkozhatunk a Fibonacci szamokkal. Képzeld el, hogy

egy négyzet alaku jarokovekkel kirakott egysoros jardan mégy, ekdzben ré
kell, hogy Iépj minden négyzetre vagy minden masodikra. Ebben az esetben az,

Pizzai Leonardo
(Fibonacci)
(XH.-X111. szdzad)

Italiai matematikus. Bejarta a keleti orszagokat,

ahol megismerkedett az arab matematikusok
eredményeivel és eldéntdtte, hogy ezt a tudast
elterjeszti Eurdpaban is. F6 m(ivei LiberAbaci (1202),
amelyben a szamtant és az algebrattargyalja, a
Practica Geometriaé (1220), ebben magalapozta az
algebrai médszerek alkalmazéasat a mértanban.
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15.1. 4bra

hogy hanyféleképpen mehetsz végig egy n kébdl kirakott ilyen jardan, meg-
egyezik a Fibonacci sorozat n-ik tagjaval. (Ellen6rizd &nalléan, példaul n =
= 8 esetre.)

Néhany természeti jelenség is dsszekothet6 a Fibonacci szamokkal.

Példaul, ha megfigyeliink egy napraforgdt vagy egy kamillat, akkor lathatjuk,
hogy a magok két ellenkezd iranyba futé gorbesorozatokban rendezédnek, ahol
a spirdlkarok szdma a Fibonacci sorozat két szomszédos eleme. A napraforgdnal
leggyakrabban ez a két szdm a 34 és az 55, viszont talalkozhatunk érias napraforgd
tanyérokkal is, ahol 89 és 144 a spiralkarok szdma. Flasonlé tulajdonsaggal rendel-
keznek a feny6tobozok isl Az ananasz pikkelyein is megfigyelhetd ez ajelenség,

ott a spirdlszamok 8 és 13.
Ha a Fibonacci sorozat minden két szomszédos tagjara, vagyis minden termé-

. PR un+l . P .
szetes n szamra kKiszamitjuk az arényt, akkor a kévetkez6 sorozatot kapjuk:
Un

1, 2; 1,5; 1,(6); 1,6; 1,625; 1,(615384); 1,61(904761);.......

1 A botanikaban ezt a spirlis elrendezést filotaxisnak nevezik
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Ennek a sorozatnak az a tulajdonsaga, hogy a tagjai sorszamanak ndvelésével
a tagok értékei egyre kozelitenek a ~ ;618 értékhez.

Mar az 6korban az emberek ezzel a szammal kototték dssze a szépséget
és a harmoniat. A gordég szobraszok jol tudtdk, hogy az emberi test ardnyai
megfelelnek ennek a magikus szamnak. Nem csoda, hogy az 6kori épitészek is
ezt az aranyt alkalmaztak maradand6 alkotasaikban. igy példaul a Parthenonl
szélességének és magassadganak az aranya 1,618. A reneszansz kor legnagyobb
géniusza, Leonardo Da Vinci is Ggy gondolta, hogy a Teremt6 altal hasznalt
aranyok kozott létezik egy, ami egyetlen és megismételhetetlen. Ezt az aranyt
nevezte 6 ,,aranymetszésnek”.

Jacques Philippe Marié Binet (1786-1856) francia matematikus megadta a
Fibonacci sorozat altalanos tagjanak képletét (a Fibonacci szamok zart alakja):

s
Nehezen hihet6, hogy ez a képlet természetes szdmokat ad meg. Pedig ez igy

van.

Szamtani sorozat

Figyeljik meg a kovetkez6 sorozatokat:
2,7, 12, 17, 22, 27,..,;
1, 15; 2;2,5; 3; 3,5;...;
3,1,-1,-3,-5, -7,....

1 Parthenon - templom az ékori Athénban, épiilt Kr. e. az V. szazadban
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Ezeknek a sorozatoknak az ajellegzetességiik, hogy a sorozat minden kovetke-
z6 tagjat ugy kapjuk meg, hogy az el6z6 taghoz hozzaadjuk ugyanazt a szamot. Az
els6 sorozatnal ez a szam 5, a masodiknal 0,5, a harmadiknal -2.

Ezeket a sorozatokat az emberek méar dsidék 6ta ismerték, amikor még ket-
tesével, vagy otosével, tizesével vagy tucatjaval szamoltak. Ezeket a sorozatokat
szamtani sorozatoknak nevezzik.

Meghatarozas. Szamtani sorozatnak nevezzik azokat a sorozatokat,
melynek minden tagja a mésodiktdl kezdéd&en egyenl6 az el6z6 tagnak és egy
alland6 szdmnak az dsszegével.

Azt a szamot, amely a sorozat rakovetkezd tagjanak és az el6tte allo tagnak a
kulonbsége, a sorozat kulénbségének, differencidjanak nevezzilk és d betlivel
jeloljik (a latin differentia (kuilénbség) szé elsd betije).

Tehat, ha az (a,) sorozat olyan szamtani sorozat, melynek a differenciaja d,
akkor

d =a2—at=a3—a2=a4—a}= ..,
tehat barmely természetes n-re igaz az a,,# -a,, =d.

Innen
o»+i =a,, +d.

Tehat a szamtani sorozat megadhatd rekurzivan:

at=a, a,ti =a, +d

Ily médon ahhoz, hogy megadjunk egy szamtani sorozatot, meg kell adni a
sorozat elsé tagjat és kiilonbségét.
Nézziink meg néhany példat!
Haax=2 ésd= 5, akkor megkapjuk azt a szamtani sorozatot, amellyel kezdtiik
ezt a fejezet:
2,7, 12, 17, 22, 27,....
Haa, = 1és d= 3, akkor megkapjuk a paratlan szamok sorozatat, ami szamtani
sorozat:
1,3, 57,9 11,....

Az eddig felhozott szamtani sorozatok kiilonbsége pozitiv szam volt. Viszont a
kulénbség lehet negativ szam is, vagy még a nulla is. Tehat, az 5, 5, 5, 5,... soro-
zat, melynek minden tagja 5, szdmtani sorozat, ahol a, = 5 és d= 0.

Megmutatjuk, hogy a szamtani sorozatot meg lehet adni altalanos n tagjan
keresztul is.
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A szamtani sorozat definicidjabol kdvetkezik:
a2=at+ d\

ai =a2+d=(al+d) +d=ai+d-2;
aA=a3+d=(x, +d-2)+d=a, +d-3;
ab=aA+d =(a, +d-3)+d=a, +d-4

Ezekbdl az egyenléségekbdl levonhatd az a térvényszeriiség, miszerint ahhoz,
hogy meghatarozzuk a szamtani sorozat tetsz6leges tagjat, az elsé taghoz hozza
kell adni d és a keresett sorszamnal eggyel kisebb szam szorzatat. Tehat példaul,
a6=a, +d w5, &, =a, +d m6, dltalanositva

za, +</(«-1)
A felirt egyenl6séget a szamtani sorozat n-edik tagja képletének nevezzik.

Meghatarozzuk az (a,,) szamtani sorozat fontos tulajdonsagat.

a2- a, = a3- a2 ebbdl kapjuk, hogy 2a2=a, +a3 a2= m+°3.

a3-a 2=a4- a3l ebbll kapjuk, hogy 2a, =a2+a4 a3 -—-—- .

Altalanositva elmondhatjuk, hogy barmely természetes I-nél nagyobb n-re
lefrhatd, hogy a,,- a,A=a,H- a,, igy

alt-1 +an+1

/1 szamtani sorozat barmelyik tagja, kivéve az elsé tagot (és az utolsot, ha
a sorozat véges), a szomszédos két tag szamtani kdzepével (atlagaval) egyenlé.

PELDA lgazoljuk, hogy az a, = 9n - 2 képlettel megadott (a,) sorozat
szamtani!

Megoldas. Vizsgaljuk meg két tetsz6leges egymast kdvet6 tag kiilonbségét:
antl~an=9(n+ 1)- 2- 9n- 2)=9% +9- 2- 9%« +2=0

Tehat, barmely természetes «-re teljesil az a,#i = a,, + 9 egyenléség, ami
azt jelenti, hogy a sorozat minden tagja a masodiktol kezd6déen egyenlé az 6t
megel6z6 tag és egy allanddé szam, a 9 6sszegével. Tehat ez a sorozat szamtani
sorozat. <
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? 1. Melyik sorozatot nevezzilk szamtani sorozatnak?

. Mit neveziink a szamtani sorozat kiildnbségének (differenciajanak)? Milyen bet(ivel
jeloljuk?

N

. Mi sziikséges egy szamtani sorozat megadasahoz?
. Hogyan adhatunk meg egy szamtani sorozatot rekurzivan?
. Mi a szamtani sorozat n-edik (altalanos) tagjanak a képlete?

. Milyen &sszefliggés van a szamtani sorozat barmelyik tagja és a szomszédos tagok
kozott?

o o1 B W

GYAKORLATOK

16.1.° Az alabbi sorozatok kozil melyek szdmtani sorozatok?
1)3,-6,12,-24; 3)5,10,5,10; 5)-5,-3,-1, 1;
2)4,8,12,16; 4)42,39,36,33; 6) 1,2; 1,3; 1,5; 1,6.

16.2.° Az alébbi sorozatok szamtani sorozatok-e? Ha igen, add meg a sorozat
differenciajat!
1)24,22,20,18; 2)16,17,19,23; 3)-3,2,7, 122

16.3.° Add meg annak a szamtani sorozatnak az elsé négy tagjat, melynek elsé tagja
1,2, differenciaja pedig -0,3!

16.4.° Egy szamtani sorozat els6 tagja-7,4, differencidjapedig 1,s. Add meg ennek
a sorozatnak az els6 6t tagjat!

16.5.° Az (aj szdmtani sorozat els6 tagja 4, differenciaja pedig 0,4. Hatarozd meg:
1) aj 2)an;3)aj

16.6.°Az(a,,) szamtani sorozat els6 tagja 17, differencidjapedig-2. Hatarozd meg:
1)(4;2) al5 3) a6t

16.7.° Hatarozd meg a 2,6; 2,9; 3,2; ... szdmtani sorozat differenciajat és a két-
szazegyedik tagjat!

16.8.° Mennyi az (aj szamtani sorozat kiildnbsége, ha a6=-2, a7= 6?
16.9.° Hatarozd meg az (aj szamtani sorozat kiilénbségét, ha a8= 3, a9=-12!
16.10.° Hatarozd meg az (xj szamtani sorozat kiildnbségét, ha x, = 2, x8= —47!

16.11.° Hatarozd meg az (yj szamtani sorozat els6 tagjat, hay /= 22 és a sorozat
kiilléonbsége d= 0,5!
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16.12." ird le az alabbi sorozatok n-edik (altalanos) tagjanak képletét:
1)-5,-7,-9,4 1 , 3 ) a2 2a2 3a2 4a2 ..;
2)2, 2-, 2~, 2-, 4)a+3,a+la- 1,a-3,..!
) s 23 % - )

16.13."' Tagja-e a (cn) szamtani sorozatnak:
1) 20,4, ha § = 11,4 és a sorozat kiilénbsége d= 0,6;

2) 38, ha g = 8 és a sorozat kiilonbsége d= 1,4?
Ha igen, akkor add meg ennek a szdmnak a sorszamat is!

16.14." Hanyadik tagja 13,7 a 8,1; 8,5; 8,9; 9,3; ... a szamtani sorozatnak?

16.15." Hatarozd meg annak a szamtani sorozatnak a masodik tagjat, melynek az
els6 és harmadik tagja -6 és 12!

16.16.' Egy szamtani sorozat nyolcadik és tizedik tagja 3,5 és 2,7. Mennyi ennek
a sorozatnak a kilencedik tagja?

16.17.' Hatarozd meg a (b,) szdmtani sorozat els tagjat, ha b5= 11, bu =-7!

16.18." Mennyi annak az (xn) szd&mtani sorozatnak a differencidja, amelynek
xg= 58, xI5= 16!

16.19.' Hogyan valtozik meg annak a véges szamtani sorozatnak a differencija,
melynek a tagjait forditott sorrendben irjuk le?

16.20."' Hany pozitiv tagja van az 5,2; 4,9; 4,6; ... szdmtani sorozatnak?
16.21.'Milyen sorszamt a -10,2;-9,5;-8,8; ... szamtani sorozat elsd pozitiv tagja?
16.22."' Szdmitsd ki a 7,2; 6,6; 6;... szdmtani sorozatels6 negativ tagjat?

16.23." Iktass be -6 és 3 kozé 6t szamot Ugy,hogy ezeka megadott szamokkal
egyutt egy szamtani sorozat egymast kdvet6 tagjai legyenek!

16.24." Melyik négy szamot kell a 4 és -5 szamok kozé beiktatni ahhoz, hogy ezek
a szamok a megadott szdmokkal egyiitt egy szdmtani sorozat egymast kdvetd
tagjai legyenek?

16.25.' Hatarozd meg az (a,) szamtani sorozat elsd tagjat és kiilonbségét, ha:
1) a3+ a7= 30 és a6+ al6= 60;

2) a4+ al0=36 és a5+ an = 340!
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16.26.' Hatarozd meg az (a,) szamtani sorozat elsd tagjat és differenciajat, ha:
1) a5+ an - 41 ésaw+ al4= 62;
2)a7+an =-104 és a2 ma6=-240!

16.27." Milyen esetekben igaz egy szamtani sorozatra az ajp4= a2 egyenldség?

16.28.' Bizonyitsd be, hogy az (a + b)2 a2+b2 (a- b)2kifejezések
értékei egy szamtani sorozat egymast kdvet6 tagjail

16.29.' Igaz-e az az allitas, hogyha egy konkav négyszog oldalai
(16.1. abra) a, b, c, és d sorrendben egy szamtani sorozat
egymast kdvetd tagjai, akkor ebbe a négyszogbe korvonal 16.1. 4bra
irhato!

16.30.' Egy haromszdg belsd szdégeinek merészamai egy szamtani sorozat egymast
kovetd tagjai. Mekkora a k6zéps6 nagysagu szog fokmértéke?

16.31.' Szamtani sorozat-e az alabbi képlettel megadott (a,) sorozat:

1) a,=-6« +3; 2)an=2n2—«; 3)a,=-2,8«; 4) an = | ?
n+

Ha igen, add meg a sorozat els tagjat és differenciajat!

16.32." Szamtani sorozat-e az alabbi képlettel megadott (an sorozat:

N«, =6+ 7« 2) an=—~—lI 3)a,=i+2?
5 n

Ha igen, add meg a sorozat els6 tagjat és differenciajat!

16.33.' Egy szamtani sorozatbdl kihagytuk a paratlan sorszamu tagokat. Szamtani
sorozatot kapunk-e?

16.34." Adva van két végtelen szamtani sorozat. Szamtani sorozatot kapunk-e,
ha az egyik sorozat minden tagjab6l kivonjuk a masik sorozat ugyanolyan
sorszamu tagjat?

16.35." Ha egy olyan szamtani sorozath6l, melynek a kiilonbsége nem nulla, ki-
hagyjuk azokat a tagokat, melyek sorszama 3 tobbszordse, akkor az igy kapott
sorozat szdmtani sorozat-e?



16. Szamtani sorozat 165

16.36." Egy szamtani sorozat minden tagjat megszoroztuk 4-gyel. Szamtani sorozat
lesz-e az igy kapott sorozat?

16.37/ Bizonyitsd be, hogy a haromszdg, négyszdg, Otszdg és igytovabb sok-
szdgek belsd szogei 0sszegének merfszamai egy szamtani sorozategymast
kovetd tagjai!

16.38/ Az x mely értékeire lesznek az x2- 4, 5x + 3 és 3x + 2 kifejezések értékei
egy szamtani sorozat egymast kovetd tagjai? Add meg ezt a sorozatot!

16.39/ Azy mely értékeire lesznek azy2+ \,y2+y és 8 y- 10 kifejezések értékei
egy szamtani sorozat egymast kovetd tagjai? Add meg ezt a sorozatot!

16.40." Azy mely értékeire lesznek azy2- 2,3y + 5,4y + 13 és 2y2-y +25 kifejezé-
sek értékei egy szdmtani sorozat egymast kdvetd tagjai? Add meg ezt a sorozatot!

16.41." Az x mely értékeire lesznek a 3x + 4,2x + 3, x2és 2x2+ x kifejezések értékei
egy szamtani sorozat egymast kovet6 tagjai? Add meg ezt a sorozatot!

16.42.* Bizonyitsd be, ha az a, b és ¢ szdm egy szamtani sorozat harom egymast
kovet6 tagja, akkor:

1) a2+ 86¢ = (2b + ¢)2;

2) 9—(a+b+c)3: a2(b+c)+b2(a+c)+c2(a+ i)

16.43/ Bizonyitsd be, ha az a, b és c pozitiv szam egy szamtani sorozat harom.

P 1. 1 2
egymast kévet6 tagja, akkor = j=+—= == —=—-=
\Ja+y/b  Vh+Vc Va+Vc

, —— 6és —— kifejezések értékei egy szam-
b+c a+c a+b

tani sorozat harom egymast kdvetd tagjai, akkor a2 blés c2is egy szamtani
sorozat harom egymast kdvet6 tagjal

16.44/ Bizonyitsd be, ha az

r ISMETLO GYAKORLATOK

16.45. Oldd meg az alabbi egyenlet-rendszereket:

i-3i/2=46, 2) ix2-2y2=-4,
X +y =6; |x2+2#2=12!
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16.46. Az alabbi egyenl&tlenségek kozil melyek ekvivalensek a -5x < 10 egyen.
16tlenséggel:

1) 5x<-10; 2) 10x >-20; 3) I0Ox <-20; 4) 5x >107?

16.47. Melyik az a legkisebb egész szdm, melyre az alabbi egyenl8tlenség teljesul-
3(x- 1)2-3jc(x-5)>707?

16.48. Egyszer(sitsd az alabbi kifejezéseket:
1) (2V6- 2Vo4 +6V96) 2 >/3; 2) (5V20-6 VIO +2Vid)-3 Vo!

16.49. Bizonyitsd be, hogy azok a hdromjegy( szamok, melyek szamjegyei azo-
nosak, 37 tébbszordsei!

16.50. Az egyik munkasnak meghatarozott id6 alatt 216 alkatrészt kellett legyarta-
nia. Az els6 harom napban tartotta a tervet, utdna viszont naponta 8 alkatrésszel
tobbet gyartott le. A hatarid6 el6tt egy nappal 232 alkatrész készilt el. Hany
alkatrészt kellett elkészitenie ennek a munkasnak a terv szerint?

16.51. (Etienne Bézoutlfeladata.) Valaki vasarolt egy lovat, majd késGbb 24 pengd-
ért eladta. Az eladaskor annyi szazalékot veszitett, mint amennyibe eredetileg
kerilt neki a 16. Kérdés: mekkora dsszeget fizetett a 16ért?

16.52. A technologia fejlesztésével egy alkatrész legyartasanak ideje 12 percr6l
10 percre csokkent. Hany szazalékkal teljesitik tul a tervet, ha a munkaidét
nem valtoztatjak?

A szamtani sorozat els6 n tagjanak

meg az a,, a2 a}, ..., a,2 a,A, a,, véges szamtani sorozatot!
ezen sorozat tagjainak 6sszegét 0,,-nel!

Tehdt, S,,= a, + a2+ a3+...+ a,2+ a,t+a, *)

Vezessik le, milyen képlettel lehet ezt az 6sszeget kiszdmolni!
El6szdr ismerkedjlink meg egy olyan feladattal, amely segit a képlet leveze-
tésében.

1 Etienne Bézout (1730-1783) - francia matematikus, akinek f6 munkai az algebrai
strukturékat targyaljak. A kiralyi tizérségi egyetem tengerészkadét képzdjeében tanitott
matematikat. Hatkotetes tankdnyvet irt az iskola szamara.
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Vegyikaz 1,2,3, 9 8, 99, 100 szamtani sorozatot, és szamitsuk ki a tagok
Osszegét!
irjuk le a keresett 6sszeget kétféleképpen:

5100= 1 + 2 + 3 + ... + 98 + 99 + 100
+ 5,00= 100 + 99 + 98 + .. + 3 + 2 + 1
2510= 101 + 101 + 101 + .. + 101 + 101 + 101
100 Gsszeadandd

igy 25,M=101 +100; 5,0= 5050.
Az a legenda jarja, hogy ezt a modszert Carl
Friedrich Gauss hires német matematikus talalta ki
5 éves koréaban.
Alkalmazzuk a fenti eljarast a jelolt 6sszeg (*)
meghatarozéasahoz.
irjuk le az 5, 6sszeget kétféleképpen! El&szor
irjuk le ezt az 6sszeget Ugy, hogy az els6 6sszeadan-
déja a,, és minden kovetkez8 6sszeadandd az el6z8
tag és a d differencia 0sszege legyen! Majd pedig
folytassuk gy, hogy az elsé ésszeadand6 az a,, tag,
majd minden kovetkezd 6sszeadando az el6z6 tag és Carl Friedrich Gauss
a differencia kiilonbsége legyen. (1777-1855)
Azt kapjuk, hogy
5,=a, +(a +d)+(a +2d)+ ..+ (a, +(n- 2)d) +(a, + (n- 1)d),
=a,+(@,- d)+(@,- 2d) +..+ (@, (n- 2)d) +(a,- (n- 1)d).
Osszeadva ezt a két egyenlséget, kapjuk:
2S,=(a,+aj+ (@ +aj+..+(a, +aj+(a +aj.
Az egyenl6ség jobb oldalan egy n tagu dsszeg van, ahol minden 6sszeadandd

°1 +«n-
igy 25,,= (a, + aj n, vagyis

A kapott egyenl&ség a szdmtani sorozat elsé n tagjanak osszegképlete.
Ha ebbe a képletbe behelyettesitjik az w-edik tag képletét, az a, + d(n - 1)
kifejezést, akkor azt kapjuk, hogy:
a, +a, +d(n-1)
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I [
23,+d n-1
( )n

Ez utobbi képletet akkor célszer(i alkalmazni, ha ismerjik a sorozat els§ tagjat
és differencigjat.

iT példa Hatarozd meg 6 haromjegy( tobbszordseinek 6sszegét!

Megoldas . Ezek a szamok egy szamtani sorozatot alkotnak. A so-
rozat elsé tagja a, = 102, a differencia d = 6. igy a,= 102 + 6(n - 1) = 6n + %
Hatarozzuk meg, hany tagja van ennek a sorozatnak! Mivel a, < 1000, ezért a
tagok szama a 6« + 96 < 1000 egyenl6tlenség legnagyobb egész megoldasa.
Kapjuk, hogy:

6n < 904;

n <150-.
3

Innen n = 150. Most mar maghatarozhatjuk a keresett 6sszeget:
S5Q=2002~(150-1) ,150 = 82350

Felelet: 82 350.

2.PE LDA Egy szamtani sorozat els§ hetvenot tagjanak osszege 450. Mennyi
a sorozat harmincnyolcadik tagja?
M egoldas. Jeloljik a sorozat els6 tagjat a,-gyel a differenciajat <t-vei! igy
leirhatjuk, hogy:
2a, +74d .
SH=-3——--- 75 =75 (aj +37d) =450.

Mivel agg= a, + 37d, ezért a keresett tag
a8=450:75=6.

Felelet: 6. A

1. Hogyan lehet meghatarozni a szamtani sorozat elsé n tagjanak 6sszegét, ha ismerjik az
els@ és az utolso tagot?

2. Hogyan lehet meghatarozni a szamtani sorozat els@ n tagjanak dsszegét, ha ismerjik az
elsd tagot és a differenciat?
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gyakorlatok

j7 1.°Mennyi az (,,) szamtani sorozat els6 hét tagjanak 6sszege, haa, =9 ésa7= 15?

j72.° Mennyi a (b,,) szdmtani sorozat els§ hat tagjanak 0sszege, ha bt = 19 és
b6= 14?

17.3.° Hatdrozd meg a szamtani sorozat elsé hisz tagjanak az 0sszegét, ha
ai=-6 ésd= 4l

17.4.° Hatarozd meg a - 8, - 6, —4, ... szamtani sorozat els6 hlsz tagjanak az
Osszegét!

17.5.° Egy cirkuszban szektoronként az il6helyek Ugy vannak elrendezve, hogy
az els6 sorban 6 szék van és minden tovabbi sorban 3-mal t6bb széket he-
lyeztek el, mint az el6tte 1évében. Hany uléhely van egy szektorban, ha a
sorok szama 16?

J7.6.° Demeter kikdlcsonzott egy kdnyvet a kényvtarbél. Elsé nap 40 oldalt olva-
sott el. Majd minden nap az el6z8 napinal 10 oldallal tébbet. Hany oldalas ez
a kényv, ha Demeter 7 nap alatt elolvasta?

17.7.° Az (a,) szdmtani sorozatot az a,, = ~4n + 1képlettel adtdk meg. Szamitsd Ki
a sorozat els6 harminckét tagjanak dsszegét!

17.8.° A (c,) szamtani sorozatot a ¢c,, = 5« - 2 képlettel adtdk meg. Szamitsd ki a
sorozat elsé huszonhat tagjanak ésszegét!

17.9/ Szamitsd ki az (a,,) szamtani sorozat els6 hlsz tagjanak 6sszegét, ha:
1) 0\ =6,a9=22; 2) a6= 49, ad=17!

17.10/ Mennyi az (x,) szdmtani sorozat els6 negyven tagjanak 0sszege, ha
x8=-14 ésxP=-3?

17.11/ Hanyat Ut egy nap alatt az az 6ra, amely minden egész éraban eliti az 6rak
szamat 1-t6l 12-ig?

17.12/ Szamitsd ki az (a,,) szamtani sorozat els6 huszonot tagjanak dsszegét, ha
a,0=44 és d= 4!

17.13/ Szamitsd ki az (a,,) szamtani sorozat els6 hlsz tagjanak 6sszegét, ha
ab+a% a,4=-17 és a5+ a22= 101!

17.14/ Szamitsd ki az (a,,) szamtani sorozat elsé harminc tagjanak dsszegét, ha
ci2f o f 33 es dg 1
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17.15." Egy szdmitani sorozat els6 n tagjat barmely «-re ki lehet szdmitani
S,,=3n2+5n képlettel. Hatdrozd meg ennek a sorozatnak ez elsé harom tagj™p

17.16." Egy szamitani sorozat els§ « tagjat barmely «-re ki lehet szamitani
S,,=9n- 2n2képlettel. Hatarozd meg ennek a sorozatnak a hetedik tagjat!

17.17.* {Régi egyiptomifeladat.) 100 vekni kenyeret gy kell 6t ember kozott
szétosztani, hogy a masodik az els6nél annyival tobb kenyeret kapjon, mint
amennyivel tdbbet kap a harmadik a masodiknal, a negyedik a harmadiknal és
az 6todik a negyediknél. Ezen feliil az els6 kett6 hétszer kevesebb kenyeret kell
hogy kapjon a méasik harom embernél. Mennyi kenyeret kell adni mindenkinek?

17.18." Mennyi az elsé n 1) természetes szam d&sszege; 2) paratlan szam 6sszege?
17.19." Mennyi az els6é n paros szam 9dsszege?

17.20." Melyik az a természetes szam, amely az el6tte all6 természetes szamok
0sszegével egyenld?

17.21."" Hatarozd meg a -6,2; -5,9; -5,6; ... szamtani sorozat negativ tagjainak
Osszegét!

17.22." Hatarozd meg a 8,4; 7,8; 7,2;... szdamtani sorozat pozitiv tagjainak ésszegét!

17.23."" Hatarozd meg a 240-nél nem nagyobb 6ttel oszthaté természetes szamok
Osszegét!

17.24." Hatarozd meg a 130-nal kisebb 4 tdbbszérdseinek az 6sszegét!

17.25."" Hatarozd meg a 200-nal kisebb 12-vel oszthaté természetes szamok 6sz-
szegét!

17.26." Hatarozd meg 8 hdromjegy( tdbbszdrdseinek dsszegét!
17.27." Hatarozd meg 7 haromjegy(i tobbszordseinek 6sszegét!

17.28."" Szamitsd ki annak a szamtani sorozatnak a differencidjat, amelynek elsd
tagja 8,5 és els6 tizenhat tagjanak az 6sszege pedig 172!

17.29." Szamitsd ki annak a szamtani sorozatnak az elsé tagjat, amelynek differen-
cidja -4 és els6 kilenc tagjanak az 6sszege pedig -54!

17.30." Egy szamtani sorozat els6 tagja -9, kilénbsége 6. Hany els6 tagnak lesz
az 6sszege 9607
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fj2\"" Legkevesebb hany egymast kovetd paratlan szamot kell ¢sszeadni 7-t6l
kezdve, hogy az 6sszeg tobb legyen 315-nél?

j7 32." Lehet-e a 3, 7, 11, ... szamtani sorozatnak ot olyan egymast kdvet6 tagja,
melyek 6sszege 135? Ha igen, hatarozd meg ezeket a szamokat!

j733." Lehet-ea2,8,14,... szamtani sorozatnak négy olyan egymast kdvetd tagja,
melyek 6sszege 176? Ha igen, hatdrozd meg ezeket a szamokat!

17.34." A szabadon esé test az els6 masodpercben 4,9 m-t esik, az utana kovetkez6
minden masodpercben pedig 9,8 m-rel tdbbet az el6z6 masodperchben megtett
utndl, ha nem vesszik figyelembe a levegd ellenallasat. Mennyi id6 alatt esik
le 490 m-rél egy test (az ellenallas elhanyagolhat6)?

17.35." Egy konyv péaratlan oldalszamainak ésszege 400-nal tébb, de 500-nal kisebb
paratlan szdm. Hany oldalas ez a kényv?

17.36." Szamitsd ki egy szamtani sorozat nyolcadik tagjatél a huszonhatodik tagig
a tagok 0sszegét, ha a sorozat els6 tagja 24, differenciaja -8!

17.37." Szamitsd ki az (x,) szamtani sorozat kilencedik tagjatdl a huszondtddik
tagig a tagok dsszegét, hax, =-3 ésx,, = 12!
17.38." Egy szamtani sorozat els6 hat tagjanak az 6sszege 39, az els6 14 tagjanak

az dsszege pedig -77. Hatarozd meg a sorozat elsd tagjat és kiillonbségét!

17.39." Egy szamtani sorozat els6 tagja 100. Els6 hat tagjanak az dsszege 5-szor
tobb a kdvetkezd ot tag 6sszegénél. Mennyi a sorozat differenciaja?

17.40." Egy szamtani sorozat differencidja 28. Els§ 6t tagjanak az 6sszege 4-szer
kevesebb a kovetkezd hat tag 6sszegénél. Mennyi a sorozat els6 tagja?

17.41." Egy szdmtani sorozat huszadik tagja 30. Szamitsd ki ezen sorozat elsd
huszonharom tagjanak az 0sszegét!

17.42." Szamitsd ki az (a,,) szamtani sorozat elsé hlsz tagjanak az 6sszegét, ha
a5+ a\0+ an + a\5=50!

17.43." Oldd meg az alabbi egyenleteket:
1) 7+ 13+ 19 +...+ (6n + 1) = 480, ahol n természetes szam;

2)5+ 8+ 11 + ...+ x = 124, ahol x természetes szam!



172 3. §. SZAMSOROZATOK

17.44." Oldd meg az alabbi egyenleteket:
1) 11 + 19+ 27 +...+ (8w + 3) = 470, ahol n természetes szdm;
2) 1+5+ 9+ ...+ x =630, ahol x természetes szam!

17.45." Hatarozd meg annak a szamtani sorozatnak az elsd tagjat és kilonbségét
melyre teljesil, hogy az els6 n tagjanak szdmtani kdzepe egyenld a tagok sza
maval, barmely «-re!

17.46." (Alexandriai Hypsicles feladata'.) Bizonyitsd be, hogyha egy szamtani
sorozat tagjainak a szama paros és egész szam, akkor a sorozat masodik feléhez
tartozo tagjainak az ésszege tobb az elsd fél tagjainak az 6sszegénél egy olyan
szammal, amely tdbbszordse a tagok szama felének négyzetével!

17.47." Bizonyitsd be, ha egy sorozat elsé n tagjanak 6sszege kiszamithato az
S,, - n2- 3n képlettel, akkor ez a sorozat szamtani sorozat. Hatdrozd meg a
sorozat els6 tagjat és differenciajat!

17.48." Szamitsd ki azoknak a kétjegy(i szamoknak az dsszegét, melyek nem oszt-
hatok sem 3-mal, sem 5-tel!

r ISMETLO GYAKORLATOK

17.49. Abrazold az alabbi figgvényeket:
1)y =x2-4x +4; 2)y =2x2+ 8x + 8!

Olvasd le a rajzrél a fliggvény értékkészletét, hol névekszik, és hol csokken!

17.50. Szamitsd ki:
) —; 2) —- 3)5IHIL. 4)«-«
95 84’ 556 183"

17.51. Ak mely értékénél lesz azy =kx-3 ésy = x 2fliggvények metszéspontjanak
az abszcisszaja -21

17.52. Egyszer(sitsd az alabbi kifejezéseket:

A Ja-yfb | Ja-4c¢ _ d~49 43d +24,
Vofe Jbc d+12\/d +36 3\fd +21
17.53. Egy kerékparos percenként 600 m-rel kisebb tadvolsagot tesz meg, mint egy

motorkerékpéros, ezért a 120 km-es Gtra 3 6raval tobb idére van sziksége.
Hatarozd meg a kerekparos sebességét!

1 Alexandriai Hypsicles (Kr. e. 1l. szzad) - dkori gérdg tudos, Euklidész Elemek cim(i
mivében a XIV. kdnyv szerzbje
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54. Az egyik himz6asszony egy szalvétakészletet 6 déra alatt himez ki, egy
masik 4 6ra alatt. Ha egyitt dolgoznak, mindkett§jik termelékenysége
20%-kal n6. Mennyi id6 alatt himeznek ki ketten egyitt egy ilyen szalvéta-
készletet?

17 55. Osszekevertek egy 30 szazalékos és egy 10 szadzalékos sésavat. igy
kaptak 800 g 15%-0s s6savat. Hany gramm oldatott vettek a két s6savbdl
az elegyhez?

r NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK ALKALMAZASA

17.56. Keresd meg az 0sszes olyan (x; y) szampart, melyre teljesil az
sIx2+1 +\ly2+1 = X2+ y2+2 egyenlet!

Mértani sorozat

Vizsgaljuk meg az alabbi sorozatokat:
1,3,9, 27,81,243,...,

21 — — i -
7 7 21 41 81 16! 7
5;-0,5; 0,05; -0,005; 0,0005;....

Ezeknek a sorozatoknak k&ézds tulajdonsaguk: minden tagjat gy kapjuk
meg, hogy az el6tte all6 tagot megszorozzuk ugyanazzal a szammal. Az els6

sorozatnal ez a szam a 3, a masodiknal 2— a harmadiknal pedig -0,1.

Hasonlé tulajdonsagu sorozatokkal talalkozhatsz példaul a baktériumpopulé-
cié6 novekedésekor, a bankba tett pénzalap kamatozasakor. Ezeket a sorozatokat
mértani sorozatnak nevezzik.

Meghatdrozas. Mértani sorozatnak nevezzik azt a sorozatot, melynek
els6 tagja nullatol kulonb6z8, minden kdvetkezd tagjat pedig ugy kapjuk meg,
hogy az el6tte 1év6 tagot megszorozzuk ugyanazzal a nullaval nem egyenld
szammal.

Azt a szamot, amely a mértani sorozat barmelyik tagjanak és az azt megel6z6

tagjanak a hanyadosa, a mértani sorozat hanyadosanak, kvociensének nevezzik
és g-val jeléljuk (a francia quotient szé els6 bet(je, jelentése hanyados).
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Tehat, ha (b,) sorozat mértani, melynek a kvdciense g, akkor

vagyis barmely természetes n-re = a.
K

Tehat egy mértani sorozat megadhaté rekurzivan:

bi = b>bn+l = bry

Ahhoz, hogy megadjunk egy mértani sorozatot, meg kell adni az els6 tagjat és
a hanyadosat, kvociensét.

Lassunk néhany példat!

Ha bx= 1és q = 3, akkor az ebben a feiezetben leirt elsé sorozatot kapjuk:

1,3,9, 27,81,243,....

Ha &, = 2 és q = 2, akkor egy olyan mértani sorozatot kapunk, amit a 2-es szdm
természetes kitev6jd hatvanyai alkotnak:

2,4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024,....

Me&)egyezziik, hogy azoknak a mértani sorozatoknak, melyeknek a kvéciense
1, minden tagja egyenld. Tehat, az 5, 5, 5, 5, ... olyan mértani sorozat, mely-
nek b{=5és q = 1 Egyidejlleg ez a sorozat olyan szamtani sorozat is, melynek
a, =5ésd= 0.

Altaldban minden olyan sorozat, melynek minden tagja egyenld és nullatél
kilonboz6, egyidejlileg szamtani és mértani sorozat is. A 0, 0, 0, 0, ... sorozat,
melynek minden tagja 0, csak szamtani sorozat.

Nézzik meg, hogyan lehet megadni egy mértani sorozatot altalanos, w-edik
tagjaval.

A mértani sorozat definici6jabol kapjuk:

b2 ~ bi Q@

ba-1s2'Q=(biQ)-q = blg2;
K =b3-q =(blg2)-q =blg3;

h = b4mq = (big3)-q = blg4.

Ezekb6l a példakbdllevonhat6 a kdvetkez6tdrvényszerliség: ahhozhogy |

szamoljuk a mértanisorozat w-edik tagjat, az elsé tagot meg kell szoroznia kvo-
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jensnek a sorszamto6l 1-gyel kisebb hatvanyaval. igy, példaul b6=bxq\ A = bxg\

és altalanositva
b, =b,q"

Sz el6bbi egyenléséget a mértani sorozat w-edik (altalanos) tagja képleté-

nek nevezzik.
Allapitsuk meg a (b,) mértani sorozat egy masik fontos tulajdonséagat!

Tudjuk, hogy

— = —, tehat bl = §j *b3;
bi b2

b2 w4,

— = —, tehat bl
b2
Altalanosan barmely természetes, 1-nél nagyobb n-re leirhatd, hogy

Ebb6l kovetkezik, hogy
K-i K )

K=K-i-K

Egy mértani sorozat barmely tagjdnak a négyzete, kivéve az elsé tagot (és
ha a sorozat véges, az utolso tagot), egyenlé a szomszédos két tag szorzataval.

Ha a (b,) mértani sorozat minden tagja pozitiv, akkor b,2=bn_r bn+{egyenlé-
ség felirhaté az alabbi alakban is:

K=ylIK-1 A +-

Tehat egy ilyen mértani sorozat barmely tagja, kivéve az els6 tagot (és ha a
sorozat véges, az utolso tagot), a szomszédos két tag mértani kdzepével egyenld.

Vizsgaljuk meg az aldbbi két sorozatot!

Az (a,) szamtani sorozat, ax= 1,d= 2:

1,3,5,7,9, 11, 13, 15, 17, 19,21,... .

A (b,) mértani sorozat, b{=1,q = 2:

1,2, 4,8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024,... .

A két sorozat els6 tagja egyenld. Mind a két sorozatot ugyanazzal a szdmmal
alkotjuk meg, esetiinkben ez a 2 (d = q = 2). Ennek ellenére, ha dsszehasonlit-
juk ezt a két sorozatot, észrevehetjik, hogy a mértani sorozat sokkal gyorsabban
»,novekszik”. Példaul a szamtani sorozat huszadik tagja a= 1+ 2 « 19 = 39, a

mértani sorozaté pedig b= 1 ' 219= 524 288.
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Mar tudod, hogy a baktériumok osztédassal szaporodnak. igy mar érthet6 h
gyan néhet olyan gyorsan a baktériumok szama kedvez6 kériilmények kozott

Lehet, hogy ennek a példanak az alapjan a mindennapi életben arra a jelen
ségre, hogy valami nagyon gyorsan n6, szoktuk mondani, hogy ,,exponencilis

novekszik”. an
1. PELDA Hatarozd meg a ¢ =- hanyadosu (/>,) mértani sorozat els6 tagjat
ha F =A !
81
Megoldas. Mivel b6= b{gs, ezért
5

&i=&e :<75:/E\3f f\eﬂ =a- ’35=5-3 =15.

Felelet: 15. M

2. PELDA Hatarozd meg a (b,,) mértani sorozat negyedik tagjat és kvdciensét,
ha b3= 36 és b5=49!

M egoldas. Amértani sorozat tulajdonsaga alapjan b4 = b}b5 ebbdl kdvetke-
zik, hogy b4 =Jbfa =V36'49 =67 =42 vagy bd=-yjb" =-42.

Ha b4=42, akkor g =b4 :b3 =— =— ha b4=-—42, akkor q =b4:b}=

Felelet: b4=42, qzé vagy b4=-42, q =

3. PELDA Hatarozd meg a (b,) mértani sorozat elsé tagjat és kvociensét, ha
b} + b6=504 és b4- b5+ bb= 378!

Megoldéas. Jeloljik @-val ennek a sorozatnak a kvéciensét. igy egy kétisme-
retlenes egyenletrendszert kapunk, ahol b, és q az ismeretlenek:

J6j?2+b,qb =504,
{btf -b.q4+b1g5=378.
Osszuk el az egyenletrendszer két egyenletét egymassal:
\q3(I+q3) 504
\q3(1l-q +g2) 378
Tovabbi rendezéssel kapjuk:
btg 1L+f)(1-g+g) 4
hig3a-q +q2) 3’
1+q _4
q ~3’
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49 =3 + 3q\
gqg=3
Helyettesitsiik be a kapott q értéket az els6 egyenletbe: 96, + 2436, = 504;
vagyis 2526, = 504; 6, = 2.

Felelet: 6, =2,9 =3

4. PELDA Azx mely értékeire lesznek a 3x, 7-x és 5x + 7 kifejezések értékei
egy mértani sorozat egymast kovet6 tagjai? Hatarozd meg ezeket a szamokat!

Megoldas. Haa3x, 7-x és 5x + 7 kifejezések értékei egy mértani sorozat
egymast kdvet6 tagjai, akkor teljesiilnie kell a (7 -x) 2= 3x(5x + 7) egyenl&ségnek.
Azt kapjuk, hogy:
49 - 14x + x2= 15X2 + 21x;
14x2+ 35%x-49 = 0;

2Xx2+ 5x- 7=0;
7

x = 1lva X =—.
ay >

Hax = 1, akkor a 3, 6, 12 mértani sorozatot kapjuk.

Ha x =—Z, akkora 22, —22 221 mértani sorozatot kapjuk.

Felelet: hax = 1, akkora 3, 6, 12; ha x = , akkor a n
2 2 2 2

Nézziink meg egy olyan alkalmazott matematikai feladatot, amelyet gyakran
meg kell oldaniuk a banki szakembereknek, esetleg azon betéteseknek, akik lekd-
tésekkel kamatoztatjak a pénziket.

5. PtLDA Egy betétes 100 000 hrivnyat helyezett el a bankba 10%-0s éves
kamatra. Mennyi pénz lesz a betétes szamlajan 7 év mulva, ha ez alatt az id6 alatt
nem vesz le pénzt a szamlajarol?

Megoldas. Jeldljuk aOval a kezdeti t6két vagyis
a0= 100 000 hm.

Jeldljik a,, a2 ... artel az év végi egyenleget a futamidének megfelel6en,
vagyis a,-gyei az els év végi egyenleget és igy tovabb,... a7-tel a hetedik év vé-
git. Kdnnyen belathatd, hogy a,, a2 ... a- szamok egy mértani sorozatot alkotnak,
melynek a kvéciense 110%, vagyis 1,1.
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gy
al=a0 -« 1,17= 100000 « 1,17= 194871,71 (hrivnya).
Felelet: 194 871,71 hrivnya. A
Hasonl6képpen kell megoldani ezt a feladatot, ha a0alapt6két p%-0s kamatra
tesziink be a bankba. Ebben az esetben az n-edik év végén a szamlan az alabb'
képlettel kiszamithat6 6sszeg lesz:

A kapott képletet a kamatos kamat képletének nevezzik.

. Mit neveziink mértani sorozatnak?

. Melyik szdmot nevezziik a mértani sorozat hanyadosanak, kvdciensének?

. Mi a mértani sorozat n-edik tagjanak képlete?

. Milyen 0sszefliggés van a mértani sorozat harom egymast kévet tagja kozott?
. Hogyan lehet kiszamitani a kamatos kamatot? Magyarazd meg!

g H» w N

GYAKORLATOK

18.1.° Valaszd ki az alabbi sorozatok k6ziil a mértani sorozatokat, nevezd meg az
elsé tagjat és kvociensét:

1)2,6,18,36; 4)81,27,9,3; 7)-9,-9,-9,-9;

2)4,8,16,32; 5)2,-2,2,-2; 8) 1,2 3,5;

3) 10, 20, 30, 40; 6) -1, 2; 9) 2, 212, 4
4 2

18.2.° A (b,) mértani sorozat hatodik tagja 8, hanyadosa -A. Szamitsd ki a sorozat
a hetedik tagjat!

3
18.3.° Hatarozd meg a (bn) mértani sorozat hetedik tagjat, ha bi = 16 és g :21
18.4.° Mennyi a (b,) mértani sorozat kvdciense, ha:
Nbt=6,b2=-3; 2) 67=-9, bs = 15; 3) bw =3V3, bn =91
18.5.° Mennyi a (b,) mértani sorozat kvdciense, ha:
1) bu =24, bn =4 2) bd=--, &5=-2
9 15'

18.6.° Mennyi a (b,,) mértani sorozat els6 tagja, ha b2= 12 és q =-?
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j81° Egy mértani sorozat hetedik tagja i, kvociense 4. Szamitsd ki ennek a so-
rozatnak a hatodik tagjét!

18 8.° Add meg az (x,) mértani sorozat els6 négy tagjat, ha xx= 0,2 és a sorozat
hanyadosa pedig q = -5!

18.9.° Egy mértani sorozat elsd tagja ——, kvdciense 3. Szamitsd ki a sorozat elsd
0t tagjat!
18.10.° Az (y,,) mértani sorozat els6 tagjay, = 64, a hdnyadosa pedig q = — . Sz&-

mitsd ki: 1)y 3 2)y6; 3)y Dértékét!

18.11.° A (c,) mértani sorozat elsé tagja ¢, = 9, a hdnyadosa pedig g =-1. Szamitsd
ki: 1) c2l; 2) cDértékét!

18.12.° Egy mértani sorozat els6 tagja b, = ES , ahényadosa pedig q=5. Szamitsd

ki: 1) by 2) b7értékét!

18.13.° Szamitsd ki az —3— —, . mértani sorozat kvociensét és dtddik tag-
216 36 6
jat!
18.14.° Szamitsd ki a 18, 12, 8, ... mértani sorozat kvociensét és hatodik tagjat!

18.15.° Bizonyitsd be, ha (x,,) mértani sorozat, akkor x3,3= x5n!
18.16.° Bizonyitsd be, ha (y,,) mértani sorozat, akkor =y M7l

18.17.° Egy betétes 5000 hrivnyat kotott le egy bankban 8%-o0s éves kamatra.
Mennyi pénze lesz a szamlajan harom év malva?

18.18.° Négy évvel ezel6tt egy Gizemben évente 10 000 darabot gyartottak egyfajta
termékbdl. A miszaki fejlesztésnek és a munkatermelékenység noévelésének
kdszdnhetben évi 20%-o0s termelési novekedést értek el. Hany darab terméket
gyart ez az (izem ebben az évben?

18.19.° Két egymas utani 10%-o0s ledrazas utan egy irdasztal 2916 hrivnyaba
keriil. Mennyibe keriilt ez az iréasztal a learazas el6tt?

18.20.° Két egymas utani 25%-os aremelés utan egy csillar 937 hrivnya 50 kopijkaba
kerll. Mennyibe kerilt a csillar az &remelések el6tt?
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18.21.° Egy varos lakossaga 40 000 fér6l 44 100 fére nétt. Hatarozd meg a
lakossag atlagos évi ndvekedését szazalékban!

18.22.° Két egymast kdvetd, szazalékban ugyanakkora ledrazas utdn a 800 hrivnyas
szék 578 hrivnyaba kerill. Hany szazalékos volt a learazas?

18.23." Add meg a (b,) mértani sorozat bt, bu bi0 tagjat a sorozat A tagjan és a
g kvéciensen keresztil!

18.24." Add meg a (c,) mértani sorozat c18 c¥ cHtagjat a sorozat cu tagjan és a
g kvdciensen keresztil!

18.25." Hatarozd meg a (b,) mértani sorozat kvéciensét, ha:
1) b,:-2, bs = 64; 2) b6= 75, 6, = 27!

18.26." Hatarozd meg a (c,,) mértani sorozat elsg tagjat, ha:

1) c¢. =—, akvadciens pedig q = 2) ¢6= 100, c9= 100 000!
4 98 7

18.27." A 486-0s szam a 2, 6, 18, ... mértani sorozat tagja. Hatdrozd meg ennek a
tagnak a sorszamat!

18.28." A 96-0s szam a Z 3 2 ... mértani sorozat tagja. Hatdrozd meg ennek

4
a tagnak a sorszamat!

18.29." Melyik két szamot kell beiktatni a 6 és 750 szamok kézzé ahhoz, hogy ezek
a szamok az adott szamokkal egytt egy mértani sorozatot alkossanak?

18.30." Melyik négy szamot kell beiktatni a 0,5 és 16 szdmok kdzzé ahhoz, hogy
ezek a szdmok az adott szamokkal egyditt egy mértani sorozatot alkossanak?

18.31." A (b,) sorozat az w-edik tagjanak képletével, b,,= 5 « 4" 2van megadva.
Mértani sorozat-e ez a sorozat? Ha igen, add meg a sorozat els§ tagjat és
kvociensét!

18.32." Bizonyitsd be, hogy az x,, = 1"+1képlettel megadott (x,,) sorozat mértani
sorozat, és add meg a sorozat elsé tagjat és kvéciensét!

18.33." A (bn) szamsorozat mértani sorozat. Hatarozd meg:
1) mennyi b5 ha b4=9,b 6= 25; 3) mennyi b,,, ha 616= 2, bn = 10!
2) mennyi b0 ha bl9=-3, b5=-12;

18.34." Az x mely értékénél lesz az x, 3x és 18 egy mértani sorozat harom egymast
kovetd tagja?
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18 35.'Az>"mely értékénél lesz a- 1, 2y és -8 egy mértani sorozat harom egymast
kovet6 tagja?

18 36."' Egy mértani sorozat mésodik tagja 6. Hatarozd meg a sorozat els6 harom
tagjanak a szorzatat!

18.37.' Egy mértani sorozat harmadik tagja 3. Hatarozd meg a sorozat elsé 6t tag-
janak a szorzatat!

18.38."' Bizonyitsd be, hogy egy véges mértani so-
rozatban a két szélsé tagtél azonos tavolsagra
lévd tagok szorzata egyenld az els6 és az utolso
tag szorzataval!

18.39." Egy a oldalhosszlsagu haromszdgbe Ujabb
haromszogeket rajzoltunk Ggy, hogy minden
kovetkez6 haromszdg cslcsa az el6z6 harom-
sz0g oldalfelezd pontja (18.1. abra). Bizonyitsd
be, hogy az igy kapott haromszdgek keriletei
egy mértani sorozat egymast kovetd tagjai, és
ird le az «-edik tag képletét!

18.40." Mértani sorozat-e az alabbi sorozat:
1) 2-", 2~2', 2-3", 2-An; 3) 2", 2"+, 2" +2 2" +3

2) 2", 2"\ 2n 24
Ha igen, add meg a q értékét!

18.41." A (25, sorozat mértani, melynek a kvociense g. Mértani sorozat-e az alabbi
sorozat:

1) 2,03 ..., 02,.,; 3) bx+ b2 b2+ b3 ..., G,_, + b,
2) 2bi, 2b22 b ,, \ 41,1 .. 17
bl b2 bn

Ha igen, add meg a q értékét!

18.42.' A (b,,) sorozat mértani, melynek a kvociense g. Mértani sorozat-e az alabbi
sorozat:
1) b2 b4 ..., b2; 2) b>b3 bb4bD5 ..., bn_Zonl
Ha igen, add meg a q értékét!

18.43." lktass be a 80 és az 5 kdzé harom szamot gy, hogy azok a megadottakkal
egyutt egy mértani sorozatot alkossanak!

18.44." Iktass be a 6 és az 486 kdzé harom szamot gy, hogy azok a megadottakkal
egy(tt egy mértani sorozatot alkossanak!
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18.45." Szamitsd ki a (b,,) mértani sorozat elsé tagjat és kvéciensét, ha:
1) b5= és b6-b 2=48; 3) b5-b 4= 168 és b3+ bh4=-28

2) bA+b7=y és h-b6+b7=y; !
18.46." Szamitsd ki a (b,) mértani sorozat els6 tagjat és kvociensét, ha:

1) b4-b 2=30 és b4-b } = 24;

2) b2- bs=78 és b} +b4+Db5=-117.

18.47." Az x mely értékeire lesznek a2 x +1,x + 5és;c+ 1l kifejezések értékei
egy mértani sorozat egymast kovet6 tagjai? Hatdrozd meg ezen sorozat
tagjait!

18.48." Az x mely értékeire lesznek az x + 6, x + 2 és 3jc - 4 kifejezések
értékei egy mértani sorozat egymast kovetd tagjai? Hatdrozd meg ezen
sorozat tagjait!

18.49." Bizonyitsd be, hogyha a (b,) sorozat tagjai nullatol killonbdz6ek és
barmely n > 1 természetes szamra teljesil, hogy b,,2=b,,_Ib,,+l, akkor a
(b,) sorozat mértani!

18.50." Hatarozd meg azt a hattagli mértani sorozatot, melyben az elsé harom tag
Osszege 168, az utols6 harom tagé pedig 21!

18.51." Adott harom szam, melyek szamtani sorozatot alkotnak. Osszegiik 21.
Ha ezekhez a szdamokhoz rendre hozzdadunk 2-t, 3-t és 9-et, akkor egy
mértani sorozat hdrom egymast kovetd tagjat kapjuk. Hatarozd meg ezeket
a szamokat!

18.52." Adott harom szam, melyek szdmtani sorozatot alkotnak. Osszegiik 30. Ha
az els6 szambdl kivonunk 5-0t, a masodikbdl 4-et és a harmadik szamot nem
valtoztatjuk, akkor egy mértani sorozat harom egymast kovetd tagjat kapjuk.
Hatarozd meg ezeket a szamokat!

18.53." Adott harom szam, melyek mértani sorozatot alkotnak. Osszegiik 65. Ha
az elsd szambdl kivonunk 1-et, a mésodik szamot nem valtoztatjuk, a harmadik
szambo6l pedig kivonunk 19-et, akkor egy szamtani sorozat harom egymast
kovetd tagjat kapjuk. Hatarozd meg ezeket a szamokat!

18.54."" Adott harom szam, melyek mértani sorozatot alkotnak. Osszegiik 26. Ha

ezekhez a szamokhoz rendre hozzdadunk 1-et, 6-ot és 3-t, akkor egy szamtani
sorozat harom egymast kovet6 tagjat kapjuk. Hatarozd meg ezeket a szdmokat!
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Ig 55. Hatarozd meg az alabbi kifejezések értékét:

noil 2)1n . 3)“ L; 4) 39
AT 254" 644 310-137
18.56. Add meg tort alakban az aldbbi kifejezéseket: f
D_2_+_i_; 2) £x1+£21; 3) £ A -~
Xty X-~y a-4 a-6 c+l c¢—b

18.57. Igazold az alabbi azonossagot:

2b 1~b , 2 1 f2-26+1.b-1 _ It
ft-1j 4 b+l 2

18.58. lgazold, hogy az alabbi kifejezések értékei racionalis szamok:

) Vi® we 9) 2—Vo 42+ Vo]

VWIO+9-3 VV10+9 +3 2+VH 2-VH

18.59. Harom munkas napi 8 drat dolgozva harom nap alatt vajta ki a burgonyat.
Hany nap alatt vajné ki a burgonyat 6 munkas, ha naponta csak 6 6rat dolgoznak?
A munkéasok napi munkahatékonyséaga azonos.

18.60. Egy cink-réz dtvozethez, amelyben 12 kg-mal tébb réz van, mint cink, hoz-
zaadtak még 6 kg rezet. Ennek kdvetkeztében a cink részaranya az 6tvézetbhen
5%-kal csdkkent. Mennyi réz, és mennyi cink volt eredetileg az 6tvozetben?

18.61. Egy magnézium-aluminium dtvozethez, amely 12 kg aluminiumot tartalmaz,
hozzéadtak még 5 kg magnéziumot. Ennek kdvetkeztében a magnézium rész-
aranya az 6tvozetben 20%-kal névekedett. Mennyi magnézium volt eredetileg
az Otvozetben?

18.62. Egy betétes 4000 hrivnyat helyezett el a folydszamlajan. A bank az elsé évi
kamatot a masodik évben 4%-kal megndvelte. A masodik év végére a banki
egyenleg 4664 hrivnya lett. Hany szazalék kamatot fizetett a bank az els6 évben?

18.63. Egy betétes 10 000 hrivnyat helyezett el a foly6szamlajan. A bank az els6
évi kamatot a masodik évben 2%-kal csokkentette. A méasodik év végére a
banki egyenleg 11 880 hrivnya lett. Hany szazalék kamatot fizetett a bank az
elsé évben?
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Hogyan lehet kiklisz6b6lni a szazalékos
feladatok kétértelmiségeit?

Azok a feladatok, melyekben szazalékvaltozasrél van sz, bizonyos esetekben
bonyolultabbak. A 18.62. és a 18.63. feladat is ilyen tipusd, melyben a ,banki
szazalék”-rol, a kamat névekedésérgl (csékkenésérdl) van szd. A kamatlab ugyan-
olyan valtozé mennyiség, mint a sebesség, a tavolsag vagy az ar. Az egyetlen
kulénbség abban rejlik, hogy ez a mennyiség szazalékban van kifejezve. Ezért

ha a szdzaléklab valtozasarol esik szo a feladatban, ez gyakran kétértelmiiséghez
vezethet. Hasonlitsuk §ssze:

Az x 4r névekedése Az”x szaZfiIekIab A_z u! érték _
novekedése matematikai modellje
Az ar 10 hrivnyaval A szazaléklab 10%-kal + 10
névekedett novekedett X
Az ar 10%-kal A szazaléklab 10%-kal Ll
novekedett novekedett X

Lathatjuk, hogy a sz&zaléklab szdveges megfogalmazésa kilénbéz6 matema-
tikai modelleknél azonos.

Ahhoz, hogy elkeriiljék ezeket a kétértelm(iségeket, a kbzgazdaszok, akiknek
gyakran van szlikségik szazalékszamitasra, bevezették ,a szazalékpont” kifeje-
z6st.

Felhozunk egy jellemzd példat.

A kilencedik osztalyokba 100 tanul6 jar. Az év elején 20%-kuk jeles tanuld
volt.

Ha azt mondjuk, hogy év végére a kitlin6 tanulok szama 5%-kal nétt, akkor ez
aztjelenti, hogy ajeles tanuldok szdma (fében szamolva) ennek a mennyiségnek az
5%-aval nétt. A mi példadkban ajeles tanuldk szdma 20 f6; amikor ez a mennyiség
5%-kal nétt, akkor az 21 tanul6t jelentett.

Ha azt szeretnénk mondani, hogy a szazalékarany nétt 20%-rél 25 %-ra, akkor
hasznaljuk a szdzalékpont kifejezést: ,,ajeles tanuldk szama év.végére 5 szazalék-
ponttal n6tt”. Ebben az esetben év végére ajeles tanulok szama 25.
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igy mar atfogalmazhatjuk a 18.62. feladatot, hogy elkeriljik az esetleges rossz

-rtelmezest.

18.62- Egy betétes 4000 hrivnyéat helyezett el a folydszamlajan. A bank az elsd évi
kamatot a masodik évben 4 szazalékponttal novelte meg. A masodik év végére
a banki egyenleg 4664 hrivnya lett. Hany szazalék kamatot fizetett a bank az

elsé évben?

A mértani sorozat elsé n tagjanak
)sszege

meg a bx b2 b3 ....,- b,, ,, b, véges mértani sorozatot!
eloljuk ezen sorozat tagjainak 6sszegét 5,,-nel.

Azt kapjuk, hogy
Sn=bx+b2+b3+ .. +b,_x+h, (@)

Vezessik le, milyen képlettel lehet ezt az 6sszeget kiszamolni.
El6szor ismerkedjunk meg egy olyan feladattal, amely segit a képlet leveze-

tésében.
Vegyik az 1, 2, 22 ..., 262 2@ mértani sorozatot és szdmitsuk ki az “6tagok

0sszegét:
SBA=1+2+22+ .. +28+ 263

Szorozzuk meg az egyenléség mindkét oldalat a sorozat kvéociensével, 2-vel:
2SM=2 + 22+ ... + 2@+ 283+ 2M

Hatarozzuk meg a 25'64- S(Akilonbséget:

2S64= 2 + 22 + 23 + ..+ 28 + 264
= 1+ 2 + 22+ 23 + ... + 28

2SM-SM= -1 + 0 + 0+ 0 + ..+0 + 264

Innen SM=2&4- 1
Felmerilhet bennetek az a kérdés, miért pont az 1, 2, 22 ..., 2& 28 mértani

sorozatot valasztottuk példanak.

Ehhez a sorozathoz egy 6kori legenda kothet6. A sakk feltalaléja, egy indiai
udvari bolcs, elsé ranézésre egy nagyon szerény jutalmat kért a talalmanyaért: az
elsé négyzetért 1 blzaszemet, a masodikért 2-t, a harmadikért 4-et és igy tovabb,

minden kdvetkez6 négyzetért kétszer tobbet, mint az 6t megel&z6ért.
Erthet6, hogy a buzaszemek szama, amit a feltalalo kért, SM= 264- 1.
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A gazdag radzsa megd6bbent, amikor kidertlt, hogy nem tudja a bélcs ,,szerén ”
kérését teljesiteni. Ugyanis 2M- 1kifejezés értéke 1844 674 407 370 9551 615 ~
Ahhoz, hogy megértsiik, mennyire nagy ez a szam, képzeljik el, hogy ezt
blazamennyiséget egy olyan raktarban szeretnénk tarolni, melynek az alapteriilete
12 ha. Ebben az esetben a raktar magassaga nagyobb kell legyen, mint a Fold és a
Hold kozotti tavolsag.
Alkalmazzuk az el6bbi eljarast az (*) 6sszeg meghatarozasahoz!
irjuk at az (*) egyenléséget az alabbi alakban:
S,,=bx+bxy +bx2+ bxy3+ ... + bxgn~1+ bxg"".
Szorozzuk meg mindkét oldalat g-v&Y.
S,.,q =bxg +bxyl+ bxy3+ bxgd+ ... +bxgnl +bxg".
Hatarozzuk meg az S,,q - »§kiilénbséget:

S,.0= bxg + bx2 + bxg3+ .. +bx"~" + bxn
S,.= bx+bxy + bx2 + bxy3+ .. +bx
s,g—S,,— —4,+0 + 0 + 0 + .. + 0 +hbxy”

Tehat

S,,q~S,,= bxy"-bx
Innen S,, (q-\) =bx(@"- 1).
Ha g + 1, akkor azt kapjuk, hogy

O M 9*-1)
g .-

A kapott egyenléség a mértani sorozat elsé n tagjanak osszegképlete, ha a
kvociens egytdl kiilonb6z8 szam.
Ha q = 1, akkor a mértani sorozat minden tagja az elsé taggal egyenl6. igy

S,, = nbx

PELDA Barmelytermészetes «-re egy mértani sorozat elsé n tagjanak ésszege
meghatarozhaté az Sn= 10(2" - 1) képlettel. Hatarozd meg ennek a sorozatnak az
elsé tagjat és kvociensét!

Megoldéas. Jeldljik a mértani sorozat elsd tagjat u,-gyel, a kvéciensét
g-val!

Ekkor bx=Sx= 10 (2 - 1) = 10; bx+b2=S52= 10 (22- 1) = 30. Innen

b2=30- bx=20; g =— =2.
"
Felelet: bx=10,g=2. M
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9 1. Hogyan lehet meghatarozni a mértani sorozat els6 n tagjanak dsszegét, ha a kvdciense
egytdl kiilénboz6?

2. Hogyan lehet meghatarozni a mértani sorozat elsé n tagjanak 6sszegét, ha a kvéciense
eggyel egyenld?

L GYAKORLATOK

19.1.° Hatarozd meg a q kvociens(i (6,,) mértani sorozat elsd n tagjanak 6sszegét, ha:
1) bx= 10,9 = 3, n = 4;
2)6,=—4,g=-1, n=10;
3)6,=0,6,g=2,n=25;
4) 6, =4,5, g=-3, «=8;
5 #=-9, q=V3, n=_¢6;
6)6, =8, 0= n=4

19.2.6Hatarozd meg a g kvéciens( (6,) mértani sorozat elsé n tagjanak 6sszegét, ha:
1)6,=1,9=2,n=09;

2)6,= 15, q=-,n =3;
3

3)6,=18,9= I, n=5;
3

4)6,=4,9=-n/2, n=41

19.3.° Hatarozd meg az alabbi mértani sorozatok els6 6t tagjanak 6sszegét, ha:
1) 12,72,432,..; 2) -L, -1, i, .1

19.4.° Hatarozd meg az alabbi mértani sorozatok elsé négy tagjanak dsszegét, ha
1) -0,6; 3;- 1 5 ; 2 ) 56; 42; 31,5;... !

19.5." Hatarozd meg a (c,,) mértani sorozat elsé hat tagjanak dsszegét, ha:

1) c4= 216, a sorozat kvociense pedig q = -3;

2) ¢, =5V0, c5=125>/5, asorozat kvociense pedig q > 0!
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19.6.' Hatarozd meg az (x,,) mértani sorozat els6 hét tagjanak 6sszegét, ha
ésxs= 768!

x3=24

19.7." A (bn) mértani sorozat altalanos tagjanak képlete bn= 10 « 3" A Szémitsd Iri
a sorozat els6 6t tagjanak 0sszegét!
19.8." Az (y,) mértani sorozat altalanos tagjanak képletey,,=  *— Szamitsd ki

a sorozat els6 tiz tagjanak dsszegét!

p
19.9/ Egy mértani sorozat kvociense 2 elsé négy tagjanak 6sszege 65. Hatarozd
meg a sorozat els6 tagjat!

19.10/ Egy mértani sorozat elsé harom tagjanak 6sszege 516, elsd tagja 12. Mennyi
a sorozat kvociense?

19.11/ Egy véges mértani sorozat tagjainak 6sszege 605. Hany tagja van ennek a
sorozatnak, ha az els6 tagja 6, = 5és q = 3?

19.12/ Egy baktérium, kedvez6 korlilmények kdzott, a huszadik perc végén osztd-
dik, melyek mindegyike a kdvetkezd 20 perc végén Ujra kettéosztodik, és igy
tovabb. Hany baktérium lesz egy baktériumbdl egy nap alatt?

19.13/ Barmely természetes «-re egy mértani sorozat elsé « tagjanak osszege
meghatarozhat6 az S,, = 4(3" - 1) képlettel. Hatdrozd meg ennek a sorozatnak
a harmadik tagjat!

19.14/ Barmely természetes «-re egy mértani sorozat elsd « tagjanak 0sszege

meghatarozhatd az Sn=6 i_~j -1]j képlettel. Hatarozd meg ennek a soro-

zatnak a negyedik tagjat!

19.15." Hatarozd meg a mértani sorozat elsé hat tagja négyzetének 0sszegét, ha
els6 tagja 2 V3, kvdciense pedig V3.

19.16." Hatarozd meg a (b,) mértani sorozat elsé négy tagja négyzetének 0sszegét,
habl1=3,q =-6!

19.17." lgazold az alabbi azonossagot:
a'- 1=(a- 1)(@" 1+a"~2+ .. +a+ 1)
19.18." Igazold az alabbi azonossagot:

a2'*l+ 1={a+1)(a2'-a2'~" + .. +a2- a + 1)
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1 'qg = 3, utolsé tagja c,, = 162, minden tagjanak dsszege pedig S,, = 242?

pj ISMETLO GYAKORLATOK

19.20. Oldd meg az alabbi egyenlétlenségeket:

19.21. Hol n6évekvd az alabbi fliggvény:
1)/(x) = O™x2- 3x + 4;
2)] (X) =-3x2- 2x +4?

19.22. Abrazold az alabbi fliggvényeket:

X

19.23. Két munkas az elsé napon 90 alkatrészt gyartott. A masodik napon az egyi-
kik 10%-kal, a masik pedig 15%-kal tobb alkatrészt gyartott, mint els6é nap.
Osszesen amasodik napon 101 alkatrész késziilt el. Hany alkatrészt készitettek
el kulon-kiilon ezek a munkasok az elsé napon?

19.24. Egyszer(sitsd az alabbi kifejezéseket:
1) s](a-b)2+VI6a2, haa<0és >0;

2) J(x-y)2 hax> 0 ésy < 0!

19.25. Egy 6ltény ara 600 hrivnya. Kétszeri arleszallitas utadn ez az 6ltény 432 hriv-
nyaba kerilt. A masodik arleszallitas az els6 kétszerese volt. Hany szazalékos
volt a két arleszallitas?

19.26. Egy aru 200 hrivnyaba keriilt. EI6szor az arat néhany szazalékkal novelték,

majd ugyanannyi szazalékkal csékkentették. Ezek utan ez az aru 192 hrivnyaba
kerllt. Hany szazalékos volt mindkét esetben az arvaltozas?
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I

NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK ALKAMAZASA

19.27. Adott a sikon 100 pont. Tudjuk, hogy barmelyik négy pont illeszkedik va

lamilyen masodfoku fiiggvény grafikonjara. Bizonyitsd be, hogy mind a loo
pont egyetlen masodfoku fliggvény grafikonjan van!

Osszegzés

Az <, a2 a3 an_2 a, , a, ... sorozattal egyidejlileg vizsgalhatjuk az (S,,)

sorozatot is:

=0ti, S2—c\ +u2 S3=a, +a2+ 13 ...,

Sn = al+ a2+ e+ an>— =u

Az (S,,) sorozat «-edik tagja képletének meghatarozasat az (a,,) sorozat elsé n

tagja 6sszegzésének nevezziik.

Mivel méar ismerjiik a szamtani és a mértani sorozat elsé n tagjanak 6sszegkép-

letét, igy 6sszeadhatjuk ezen sorozat els6 n tagjat is.

A gorog X (szigma) betlivel az at+a2+a, +...+ a, 0sszeget igy irjuk: ~ ah.
k=i

Példaul 12+22+32+ ... +re2= fe2;

*:i

13+23+33+... +rB=£ k3.

*:i

Az dsszegzések egyik hatékony médja a mar igazolt azonossagok alkalmazasa.

.PELDA Hatarozzuk meg a T 4—+ — + o 0sszeget!

8

Megoldas. Tudjuk, hogy------(% 1 2 )

igy az adott 6sszeg felirhat6 az alabbi alakban:

(i+7 M 247 M 382)+"4("+?)"

Ebbdl kovetkezik, hogy

(HM 2+ M 3v ) +—H"+) =
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:(1+2+3+,,,+«)+I\-|+|’\ +’\1 +,,_+-I]I-

Tehat: V 24+ 1 =nin+1)+1_JL. <
2 2 2-

P

2. PELDA Hatarozzuk meg a 7+77 +777 +77 "17 dsszeget!

Megoldas. Mivel 77...7 =7-11...1, ezérta feladat megoldasahoz elegendd

meghatarozni az s,, =1+11+111+...+11...1 6sszeget, majd a kapott értéket

n

megszorozzuk 7-tel.

Ezért
g 20-1 J02-1 103 -1 ,1Qi-1_
9 9 9 9
=i(10 +102+... +10")--(1 +1 +... +]) =
9 9 - I '
1 10(10"-!) n _10(10"-1) n
~9 10-1 9 81 9
A keresett 6sszeg 70110 <
81 9

Tehat, ha egy adott (a,,) sorozathoz taldlunk olyan (b,,) sorozatot, melynél

a,=b,,+ - b, akkoraz y ak 6sszeget kdnnyl meghatarozni. Valéban, a{+ a2+
k=I

+a}+...+a,= (b2- bt)+ (b2- b2 + (b4-b Y+ ... (bn+l-b,,) = b, +I- bx

3. PELDA Hatarozzuk meg az |-1! +2-21+3-31+ ...+ n -ni dsszeget!

Megoldas. Tudjuk, hogy
n-n\ = (n+1)\-n\.
igy felirhatjuk, hogy

Y k-k\=(21-11)+(31- 21) +(41- 3) +... +((n+1)! - rely=(n +1)1-1. *
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4. PELDA Bizonyitsd be, ha (i) olyan szamtani sorozat, melynek tagjai
1at6i killonboz6k, akkor 7

n
3 . 1 1M1 .
Megoldas. Tudjuk, hogy — g ahol d a sorozat differen-
cidja. Ezért
1,1, Yt 0 g, 1, .01 111
aia2 aza3 anan+1 .S, < d \a 2 fi3; d va7t afi+l/‘ d
. . \ )
1'1 1 [ Jeeet 1 1 1'1 1 >
- d VU]. l’.|2 % an dn'HJ *d n+l,
an+1 -1 al+dn - (j n -
dal-antl dat *an+1l aian+l

5. PELDA Szamitsdkiaz— + e+ +  +20 +20+1

0sszeget!
1-2 2-3 3-4 n(n +1)
Megoldas. Ismeretes, hogy
2n +2n+1  2n(n+1)+1 1 1 1
n(n+1) n(n+1) ra(n+1) n n+1
igy felirhato
£ 22+2A+1 11 11 11
B 2+ -- 4 24T -+ 24T 4+ 2+4-
k(k +1) i1 2j 1 2 3j I i V. n n+lj
—on+]-- 1 n(2n+3) ~
n+1 n+1
GYAKORLATOK

1. Szamitsd kia ~ .'k— 0&sszeget!

2. Szamitsd kia Y 5— 1* +3 'ft+1dsszeget!

1 (¢}

3. Hatarozd meg az alabbi &sszegeket:
1) 9+99+999+...+99...9;

2) 5+55+555+...+55...5
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4. Bizonyitsd be, ha (a,,) olyan szdmtani sorozat, melynek tagjai pozitiv szamok
akkor:

sjo~i+sl<h  yfe +sfe +
5. Hatarozd meg az aldbbi 6sszegeket:

11 1 1
1*5 5-9 9-13  (4n-7)(4n-3)
3 7 13 r2m- o1

+ + +...+

1)

2) !
1-2 2-3 3-4 re(re +1)
1 2 3
20 3 4 (re +1)!

g % 5T gl i
4 36 144 © (re+1)

6. Hatarozd meg az alabbi 6sszegeket:

n _+_t o+ + ... +-
2-7 7-12 12-17 (5n-3) (Bre+2)
gy 313 3, el
1-2 2-3 34 re(re +1)
7. Hatarozd meg a Y 1 0sszeget!
ti (x+02-1
8. Hatarozd meg az —1— +—i— +... + ——-—em cmommmm- Osszeget!
1-2-3  2-3-4 re(re+l) (r+ 2)

9. Hatdrozd meg az S,,= 1+ 2a + 3a2+4«3+ ...+ « ¢ a” - 16sszeget, ahol ai 1!
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TUDASPROBA
4. TESZTFELADAT

1. Vélaszd ki az alabbi sorozatok koziil a szdmtani sorozatot!

A) 6,9, 12,13; C) 2, 8, 14, 21;
B) 2,9, 16,23; D) 2,9, 16,21.
2. Az alabbi sorozatok kozil valaszd ki a mértani sorozatot!
A) 3,6, 9, 12; C) 3,6, 12,24;
B) 3,5, 7, 14; D) 5, 8, 12, 16.

Mennyi annak a szamtani sorozatnak a hatodik tagja, melynek elsé tagja 12
kilénbsége pedig 0,4?
A) 14.4; B) 14; C) 13,6; D) 13.

4. Szamitsd ki az (a,,) szdmtani sorozat kiilénbségét, haa, = -7 és a2= 5!

A)-2; B) 2; C)-12; D) 12.

5. Szamitsd ki a szamtani sorozat elsé tiz tagjanak 6sszegét, haa, =-16 ésd= 3!

A)-10; B) -15; C) -20; D)-25.

6. Szamitsd ki a mértani sorozat negyedik tagjat, ha b, =— ésa =-2.
8

~

10.

11.

A)-2; B) —; C) L D) 2.
. Mennyi a (b,) mértani sorozat kvéciense, ha A = 36 és b2= 9!
A) — B) 4; C) 27; D) -27.
4
Szamitsd ki a mértani sorozat els6 tiz tagjanak dsszegét, ha els6 tagja =2 és

kvociense g = 3!

A) 56; B) 80; C) 96; D) 192.

Szamitsd ki az (a,) szamtani sorozat els@ tizenot tagjdnak dsszegét, ha altalanos
tagjanak képlete a,,= -An +13!

A)-300; B) -285; C)-275; D)-250.
Héanyadik tagja az (a,,) szdmtani sorozatnak a 6,2, haa, = 0,2 ésd= 0,4?
A) 14 B) 15; C) 16; D) 17.

Hany pozitiv tagja van az (a,) szamtani sorozatnak, ha =41 és a2= 38?

A) 13 B) 14; C) 15; D) 16.
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14.

15.

16.

17.

18.
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Szamitsd ki az (a,,) szdmtani sorozat kiillonbségét, ha a, + ab= 28 és a2+ a3= 24!
A) 4; B) 3; C) 2,5; D) 2.

Egy betétes 4000 hrinyat tett be egy bankba 10%-o0s éves kamatra. Mennyi pénz
lesz a szamlajan két év malva?

A) 4840 hm; B) 4800 hm; C) 4080 hm; D) 4440 hm.

Egy szekrény ara 15 000 hrivnya. Kétszeri, ugyanakkora arleszallitas utan
9 600 hrivnyaba keriilt. Hany szazalékos volt mindkét esetben az arleszallitas?

A) 25%; B) 10%; C) 15%; D) 20%.

Hatarozd meg azoknak a szdamoknak az 0sszegét, melyek 9 tobbszorosei és
kisebbek, mint 120!

A) 810; B) 702; C) 819; D) 882.

Mennyi az (a,) szdmtani sorozat els6 kilenc tagjanak 6sszege, ha a, + a4 +
+alo= 18?

A) 48; C) 72;

B) 54; D) nem lehet meghatarozni.

Az x mely értékénél lesznek a Ix - 8, 2x + 1 és x + 6 kifejezések értékei egy
szdmtani sorozat harom egymast kovetd tagjai?

AL C) -1;
B) 2; D) ilyenérték nem létezik.
Az x mely pozitiv értékénél lesznek az x + 1, 3x —1 és 2x + 10 kifejezések

értékei egy mértani sorozat hdrom egymast kdvet6 tagjai?
A) 15; C) 3
B) 4; D) ilyenérték nem létezik.



Azt a sorozatot, melynek minden tagja, a masodiktdl kezdéd6en, egyenld
az el6z6 tagnak és egy allandé szamnak az 6sszegével, szamtani sorozatnak
nevezzik.

A szamtani sorozat n-edik tagjanak (altalanos tagjanak) képlete

a,=ax+d(n-\)

A szamtani sorozat tagjainak tulajdonsaga

A szamtani sorozat barmelyik tagja, kivéve az els6 tagot (és az utolsot,
ha a sorozat véges), a szomszédos két tag szamtani kdzepével (atlagaval)
egyenlé:

o = ML e
’ 2

A szamtani sorozat els6 n tagjanak 6sszege

a +a
sn=-*— -eq;

2a, +d(n-1
s, =22 (n-1) N
Mértani sorozat

Mértani sorozatnak nevezziik azt a sorozatot, melynek elsé tagja nullatol
kilonb6z6, minden kdvetkez6 tagjat pedig gy kapjuk meg, hogy az elétte 1év6
tagot megszorozzuk ugyanazzal a nullaval nem egyenld szammal.
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mértani sorozat n-edik tagjanak (altalanos tagjanak) képlete

b,, = bxgnX

A mértani sorozat tagjainak tulajdonsaga

Egy mértani sorozat barmely tagjanak a négyzete, kivéve az els6 tagot (és ha
a sorozat véges, az utolso tagot), a szomszédos két tag szorzataval egyenld:

bl=K_a +x

A mértani sorozat elsé n tagjanak dsszege
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A 9. osztalyos tananyag ismétlése

20.1. ird le az alabbi allitasokat a matematika nyelvén. Alkalmazz relécios jeleket-

1) az a szam pozitiv;

2) a 6 szam negativ;

3) a ¢ szam abszolut értéke nem negativ;

4) az a és 6 racionalis szamok 0sszegének abszolut értéke nem nagyobb a szé-
mok abszollt értékének dsszegénél!
20.2. Bizonyitsd be az alabbi egyenl6tlenségeket:

1)3a (a +6) < (3a+6)(a+4);

2) (26 - 1) (36 +2) < (36 - 1) (26 + 1);

3) 25m2+n2>10mn;

4) 2a2- 4a+5>0;

5)x* +x + 1> 0;

6)4/-12>12y-21;

7) a2+b2+2>2(a +6);

8) a2+b2+c2+3>2(a +b +c);

9) 2a2+5b2+2ab + 1> 0;

10)jc2+ /+ 15>6x + 4y!
20.3. lgazold, hogy az alabbi egyenlétlenségek igaz egyenlétlenségek:

1) a5- 5>5a4- a, ha a>5;

2) b3+6+2>0, ha 6>—4;

3) c3+c<3c2+3, ha c<3!
20.4. Tudjuk, hogy a > 3. Hasonlitsd 6ssze az alabbi kifejezések értékét nullaval:

1)2a- 6 4)(fl-3)(2-fl);

2) 15-5a; 5)— ;
a-1

3) 2a —4; 6)— !
3-a
20.5. Tudjuk, hogy 6 < 2. Hasonlitsd 0ssze az alabbi kifejezések értékét nullaval:

1)46-8; 3)  — 1
Z-b)(b- 9

2) (6 - 2)2(6-3);
20.6. Bizonyitsd be, ha, a > 6 > 1, akkor
akd +b2+a> ab2+ a2+ 6!
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,0.7. Bizonyitsd be, haa <b < 2, akkor
a2 + 2b2+4a <ab2+ 2a2+ 4b\

20.8. Hasonlitsd 6ssze az a szamot nullaval, ha:

1) 6a < 5a; 3)%a>4a;
2)-2a <2a; 4)-37a>-3a!
20.9. Bizonyitsd be, haa > 1 és b > 3, akkor:
*1)4a+6>31; 2) 10a +3b>75!
20.10. Bizonyitsd be, ha, a > 5 és b <-2, akkor:
\)3a-b> 17, 2)56-2a<-10!

20.11. Hasonlitsd 0ssze az alabbi kifejezések értékeit, ha lehetséges:
1)4a +b és 12, haa>2 és b > 5;
2)b- 2aés0,haa>4ésh<6;
3)b-3aés l,haa<6ésb<0;
4)a- 5bés 1,haa< 12ésh>2!

20.12. Az a, b, ¢ és d pozitiv szamokra igaz, hogy a > b, d < b és ¢ > a. Rendezd

az i, - és —szamokat novekvé sorrendbe!
a b c d

20.13. Tudjuk, hogy 5 < a < 8. Becsiild meg az alabbi kifejezések értékét:
1) 0,4a; 3) 2a+ 1

2)a- 3; 4) -3a +2!
20.14. Tudjuk, hogy 3,1 <VIO <3,2. Becsiild meg az alabbi kifejezések értékét:
1) 2vTo; 2) -4 VIO; 3) 3VIO-5!

20.15. Tudjuk, hogy 3<m <4 i-3 <n<-2. Becslild meg az alabbi kifejezések
értékét:

1)2m + 3«; 3)-5m +4n;

m
2) 02Mw- T Hm

n

20.16. Oldd meg az alabbi egyenl6tlenségeket:
1) 16-4n>8; *4)izM<i;
7

2) 10x > \3x + 6; 5) 3* + 4 < 5x-4;
3) 6x + 3>5x-2; 6)4x-1>1x-6\

20.17. Hatarozd meg azy = V10-3* fliggvény megengedett értékei kozil a termé-
szetes szamok dsszegét!

20.18. Adott azf(x) = 3x+ 12 fiiggvény. Az argumentum mely értékeinél vesz fel
a fliggvény
1) pozitiv értéket;
2) negativ értéket;
3) a [-4; 7] intervallumhoz tartozé értéket?
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20.19. Adj meg olyan ax + b > 0 alaky egyenl6tlenséget, ahol x az ismeretlen
a és b valamilyen szam és az alabbi intervallum a megoldashalmaza:
1) (-3; +oo) intervallum;
2) (—e0,—1,6) intervallum;
3) a valds szamok halmaza;
4) ures halmaz!

20.20. Hatarozd meg az alabbi egyenl6tlenségek megoldashalmazat:
1) 2x- 3)2<(4x-1) (x- 2)+7,
2) (x-2)(2+x)>2-(x +4)(I-x);

2 4
5x =37 3x+4 29j
5 3 15

20.21. Mennyi a kdvetkez6 egyenl6tlenség legkisebb egész megoldasa:

20.22. Mennyi a kdvetkezd egyenl6tlenség legkisebb egész megoldasa:
3x+5 < 8- X 5
2 3
20.23. Ekvivalensek-e az alabbi egyenlétlenségek:

1)£§I+|’23i<i és3(x+ 1 +2(x- <1
2) (x +3) (x2+4)>06ésx +3>0;

3)x-1>3és x-1+— >3+-1
X-5 X-5

4)X +2< 16és x+2+—<1+-—2

20.24. Oldd meg az alabbi egyenl6tlenség-rendszereket:
) X-3<2x- 3, 3 (x-5)2-15>(x-3)(x-4)-50,
4x +5>10-x; 4(x+7)-16>2-x;
X -1 L XL 3x +1
9+2x N SX +7,
X-2>2x-75; X+2 x+8 _3x-I

4 5 10
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20,25. Hatarozd meg az alabbi egyenl6tlenség-rendszerek egész megoldasainak
Osszegét:
j3x-5 <23-4x,
}x-9<9x +1;
i2(3*- 4) <3(4jc- 5)+ 23,
[4(* +1)<3;c +5!
20.26. Adj meg olyan egyismeretlenes lineéris két egyenl6tlenségbdl allé rendszert,

amelynek a megoldashalmaza az alabbi intervallum:
1) (-2; +oo) intervallum;

2) -4;; intervallum;

3) (-00;-10] intervallum;

4) Ures halmaz;

5) csak a 8-as szam, vagyis egy egyelem( halmaz;

6) a valds szamok halmaza.
20.27. Tudjuk, hogy 1< a < 4. Hany egész értéke lehet a 0,5a -3 kifejezésnek?
20.28. Oldd meg az alabbi kettés egyenl6tlenségeket:

1) -3 <2c-1 <5 3)2<7- 4x< 11
2) -1<3*-9<6; 4) -2< — <!
3
20.29. Az a mely értékénél lesz legalabb egy megoldasa az alabbi egyenl&tlenség-
rendszereknek:
i*<4, Nx<-3,
X > a; [x>a;
2){*<2’ 4) ix>1' .
ic> a; [x<a?
20.30. Az a mely értékénél nem lesz megoldéasa az alabbi egyenl&tlenség-rend-
szereknek:
j U <6, N [*<-8,
X >a; [x>a;
2) i*<5, N fie>0,
[x>a [a;<a?
o fx73 B .
20.31. Az a mely értékénél lesz az J[ " 7 egyenl6tlenseg-rendszermegoldasa:
a>a
1) [7; +o0) intervallum; 3) (-2; +oo) intervallum;

2) [3; +cp intervallum; 4) ures halmaz?
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20.32. Az amely értékénél lesz az alabbi egyenletnek két kiilénbdz6 negativ gyoke
x2- (2a+2)x- 2a- 3=0?
20.33. Az a mely értékénél lesz az alabbi egyenletnek két kiildnb6z6 gvnt-»

[-3; 2] intervallumbol:
x2- (2a- \)x +a2- a- 6 =01

20.34. A 20.1. 4bran a valdés szdmok halmazéan értelmezetty =f(x) fuggvény gra-
fikonja lathat6. Olvasd le a rajzrél:
1) a fliggvény zérus helyeit;
2) milyen intervallumon ndvekszik, és milyen intervallumon csokken a fiigg-
vény;
3) azfix) > 0 egyenl6tlenség megoldashalmazat!

20.1. abra

20.35. A 20.2. 4bran a [-5; 6] intervallumon értelmezetty = g(x) fliggvény grafi-
konja lathaté. Olvasd le a rajzrol:
1) a figgvény értékkészletét;
2) a fliggvény zérus helyeit;
3) milyen intervallumon novekszik, és milyen intervallumon csdkken a fiigg-
vény;
4) ag(x) < 0 egyenl6tlenség megoldashalmazat!

20.2. abra
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20 3~- Allapitsd meg, hogy az alabbi linearis fiiggvények kéziill melyik névekvs,
és melyik csokkend:

1)y =-4x; 3)y=4
2)y =4x- T, 4)y =4 - x!
20.37. Az alabbi fliggvények kozil melyik csdékkend:
1)y =x2 3)y =-2x;
2)y =-; 4)y = 2x?

20.38. Oldd meg grafikusan az alabbi egyenleteket:

1) (x+1)2= : 4)—2:x+3;
X -
2) x2-2 =-yfx; 5) (x+2)2= Vx +4;
3) Vx+1=5-x; 6) - +3=(x- 32!
X

20.39. Hatérozd meg az alébbi parabolak csicspontjainak abszcisszajat:
1y =4x2- 12x + 1;
2)y =-0,2x2-2x + 3!
20.40. Az alabbi parabolak kozil melyek csucspontjai illeszkednek az ordinata-
tengelyre és melyek az abszcisszatengelyre:
1)y =x2-4x + 3; 3)y =x2-6x +9;
2)y =x2- 8; 4)y =x2+ 2x?
20.41. Hatarozd meg a b és ¢ paraméterek értékeit Ugy, hogy azy =x2+ bx +¢
fliggvénynek:
1) egy zérus helye legyen, az x = -3;
2) legkisebb értékét, a 4-et, az x = 0 helyen vegye fel;
3) azx = -2 ésx = 5 helyeken legyen zérushelye!
20.42. Abréazold az alabbi fuggvényeket! Hatarozd meg értékkészletiiket, hol né-
vekvek, és hol csokkenbk az alabbi fliggvények:

1)y =-2x2+1; 5y =-x2+4x- 3;
2)y =0,5x2-2; 6)y =x2-4x +5;
3)y =x2+ 6x + 5; 7)y =2x2- 3x-2;
4)Yy =4x-Xx 2 8)y =-3x2+ 8x + 3!

20.43. A c paraméterek mely értékeinél azy = x 2-6 x + c fliggvény grafikonja
1) illeszkedik az origora;
2) csak egy kozds pontja van az abszcisszatengellyel;
3) az ,4(0; -4) pontban metszi az ordinatatengelyt;
4) a5(2; 0) pontban metszi az abszcisszatengelyt!
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20.44. A b paraméterek mely értékeinél azy = x2+ bx + 2 fuggvény grafikonjanak-
1) és az abszcisszatengelynek egy kézos pontja van;
2) és az abszcisszatengelynek nincs k6zds pontja;

3) és az abszcisszatengelynek két k6zds pontja van, melyek tdvolsaga 4 egységi
20.45. Azy =x2 +px + q fliggvény grafikonja illeszkedik az /1(1; 1) és 6(2; 2)
koordinataju pontokra. Rajta vannak-e az alabbi pontok ezen a grafikonon-

1)C (-1;-1); 2) D (3; 5)?
20.46. Azy =ax2+ bx + c fliggvény grafikonja illeszkedik a (0; 10) koordinataju

pontra, cstcspontja pedig a (6; -2) koordinataju pont. Hatarozd meg az a, b és
c egyitthatok értékeit!

20.47. Azy = ax2 + bx + c masodfoku fliggvény helyettesitési értéke az x = ~\

helyen 0, az x =— helyen pedig a fliggvény felveszi legkisebb értékét, ami
4

25 Hatarozd meg az a, bésc egyitthatok értékeit!
8
20.48. Az m mely értékénél lesz:
1) azy =x2- 6x + m fliggvény legkisebb értéke -8;
2) azy =-x2+ Ax—m fliggvény legnagyobb értéke 12?
20.49. Abréazold az alabbi fiiggvényeket:

x3+4x2-5x x4 -1
Dy = - : )Y =-j—
X -1
2)y = X3+8 3- A)y = X4 - 13*2+36.
y = X +2 ' = X -9

20.50. Az a mely értékénél lesz az x2+ ax +a ~ 2 = 0 egyenlet gyokei négyzetének
6sszege minimalis?

20.51. Tudjuk, hogy a + 3b = 10. Mennyi az a2+ b2kifejezés minimalis értéke és
mely a és b értékeknél veszi fel ezt az értéket?

20.52. Oldd meg az alabbi egyenl&tlenségeket:

1)x2-4x +3>0; 5)-3x2+2x + 1> 0;
2) x2- 6x-40<0; 6) X - x2<0;

3) x2+x +1>0; 7)x2+25>0;
4)x2- x + 1< 0; 8) 0,Ix2- 2<0!

20.53. Hatarozd meg az alabbi egyenlétlenségek egész megoldasait:

1) 3-x2+3x+6<0; 2) -4x2+3x +1>0!

20.54. A c mely értékénél lesz a 2x2- 2x + 5¢ mésodfokd polinom barmely x ér-
tékre pozitiv?
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20.55- Oldd meg a kovetkez8 egyenl6tlenség-rendszereket:
1) f*2-5% 6<0> 5) [6*2+*-2>0,
[*>-1,2; [*>1;
{*2-5*-6<0, 6) I6BA +* 2>°’
[*>0; REGRR
| 3
N j*2-5*-6<0, N NB*2+*-2>0,
X >6; [*>-2;
4) ix2_£x_g<p ) 16%2+ X- 2>0,
[*>6; jx<-1

20.56. Oldd meg a kdvetkez6 egyenlbtlenséget:

[)fr<0; 2)i~rzZ H >0!
I*+1] I*-8|

20.57. Hatarozd meg az alabbi fliggvények értelmezési tartomanyat:

4 1
</ =
s]x2+3*-10 3*-9°
6 2

2)y =
JI2 +x-x2 *2“4

) y=V49-*2+
\Ix2+3x-4
20.58. Az a mely értékénél lesz az alabbi egyenletnek két kiilonb6z6 valds gyoke:
1)2*2+ax +a—2 =0;
2) (2a- )x2+ (a- 3)*+ 1=0;
3)a*2- (3a+ 1)*+a=0?
20.59. Az a mely értékénél lesz az alabbi egyenl6tlenség megoldashalmaza a valds
szamok halmaza:
1) 5%2-* +a>0;
2)a*2- 10*- 5<0;
3) a*2-2(a-1) *+4a<q;
4)(a- N*2- (a+1)*+a+1>0?



206 20.A9. osztalyos tananyag ismétlése

20.60. Oldd meg grafikusan a kévetkezd egyenletrendszereket:

y-x2=3, Ny =x2-4,
X+y =5 \y =-X2+4x - 4

2) éx-y =7, \X2+y2=25,
[xy =-12; 4,lu -5 ,

20.61. Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket:

jx-4y =-6, JIX2-xy +y2=1,
\x2+4y2=8; \x-y =1;
fax +y =-2, f(je-DO(i/-1) =-2,
2)\3x2-2xy =28; 7, 0[x+y =1
[x+2y =13 \x-2)(y +1) =1,
3, I[xy =15; X-y =3
4 ."3x-2y =18, 11 38
»
JX|'/=-12; 9 Xy
X+y =12
2-y2=21, y i1 14
511+y:-3' M y &
’ [y-x =4

20.62. Hatarozd meg az alabbi egyenletrendszerek gydkeit:
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20.63- Hatarozd meg:
1) a3x-y- 5=0egyenesésazy = -3x2-2 x +4 parabola metszéspontjainak
koordinatait;
2) a2x- 3y- 3=0egyenes és az xy = 3 hiperbola metszéspontjainak koor-
dinatait;
3) azx2+yl= 13 kérvonal és az xy = 6 hiperbola metszéspontjainak koordi-
natait!
20.64. Az a mely értékénél lesz az alabbi egyenletrendszereknek egyetlen meg-
oldésuk:

20.65. Egy téglalap atléja 17 cm, teriilete 120 cm2 Mekkorak a téglalap oldalai?

20.66. Egy derékszdgli haromszog atmérdje 41 cm, teriilete 180 cm2 Mekkorak a
haromszdg befog6i?

20.67. Két varosbol, melyek kdzott a tavolsag 240 km, egyszerre elindult egymassal
szembe két személygépkocsi. Az indulds utan két oraval a gépkocsik kdzotti
tavolsag 40 km volt, és a gépkocsik mar talalkoztak. Szamitsd ki mindkét gép-
kocsi sebességét, ha az egyik a két varos kdzotti tavolsagot egy 6raval rovidebb
idd alatt tette meg, mint a masik!

20.68. Két falubol, melyek kozott a tavolsag 20 km, egyszerre elindult egymassal
szembe két gyalogos, akik 2 6ra mulva taldlkoztak, majd folytattak utjukat.
Hatarozd meg mindkét gyalogos sebességét, ha egyikik a két falu kozotti ta-
volsagot 1 6ra 40 perccel rovidebb id6 alatt teszi meg, mint a masik!

20.69. Az A és B helységekbdl egyszerre elindult egymassal szembe egy kerékparos
és egy gyalogos, akik 16ra mulva talalkoztak. Hatarozd meg a kerékparos és a
gyalogos sebességét, ha a kerékparos 2 6ra 40 perccel hamarabb érkezett meg a B
helységbe, minta gyalogos az A helységbe, ésakéthelységkdzott atdvolsag 16km !

20.70. Az A varosbol a B varosba egyszerre indult el egy autébusz és egy személy-
gépkocsi. Az indulas utan 1 6ra 30 perccel a személygépkocsi mar 30 km-rel
megel6zte az autdbuszt. Amikor a személygépkocsi megérkezett a B varosba,
az autébusz még 80 km-re volt téle. Hatarozd meg a személygépkocsi és az
autobusz sebességét, ha az A és B varosok tavolsaga 300 km!

20.71. Egy medencébe két csévon keresztil lehet vizet engedni. Ha mind a kett6t
megnyitjak, akkor 1,5 6ra alatt telik meg a medence vizzel, ha a medence felét
az egyik csdvon keresztil toltik fel, majd a mésik felét a masik csévon keresztil,
akkor 4 6ra alatt telik meg vizzel. Mennyi id6 alatt lehet megtdlteni vizzel a
medencét kiildn az egyik, és kiilén a masik csévon keresztil?



208 20. A 9. osztalyos tananyag ismétlése

20.72. Két munkas egyltt 9 dra alatt tudja elvégezni a rajuk bizott feladatot
Ha el6szdr csak az egyikiik dolgozna 1 éra 12 percet, majd 6t felvaltana
masik munkas, aki 2 6rat dolgozna, akkor a munka 20%-aval végeznénekl
Mennyi id6 alatt tudnanak végezni ezzel a feladattal kalon-kilén a mun
kéasok?

20.73. Egy csénak 15 km-t tesz meg a folyon lefelé ugyanolyan id6 alatt, mint
12 km-t a folyon felfelé. Mekkora a foly6 sebessége, ha a csonak 1km-t felfelé
és 1km-t lefelé 27 perc alatt tesz meg?

20.74. Egy kerékparos a falutél a vasatalloméasig 10 km-t tett meg mddton
majd visszatért a faluba az 5 km-es folditon. Az egész Gt 1 6ra 5 percet vett
igénybe. Hatarozd meg a kerékparos sebességét a m(iuton és a foldaton is,
ha tudjuk, hogy visszafelé 15 perccel kevesebb id6re volt sziiksége, mint
odafelé!

20.75. Az A és B véarosokbol, melyek tdvolsadga 180 km, egyszerre elindult egymassal
szembe egy autobusz és egy teherautd. Taldlkozasuk utan 16raval az A varosbdl
indul6 autébusz megérkezett a B varosha, mig a teherautd a talalkozas utan
2 6ra 15 perc alatt ért el az A varosba. Hatarozd meg az autébusz és a teherautd
sebességét!

20.76. Az (a,) sorozat az a,, =n2- 4n +4 képlettel van megadva. Add meg a sorozat
elsé hat tagjat! Tagja-e ennek a sorozatnak: 1) 256; 2) 361; 3) 1000; 4) 10000?
Ha igen, hatadrozd meg, hanyadik tagja a sorozatnak?

20.77. Hatarozd meg, hany tagja van annak az (a,) véges szamtani sorozatnak,
melynek els6 tagja (r, = 4, kiilénbsége d = -5, utolsé tagja pedig -36!

20.78. Egy héttagl szamtani sorozat utolso tagja 3%. Hatarozd meg ennek a soro-

zatnak az els6 tagjat, ha a kiilonbsége -:!

20.79. Milyen sorszamu a 2; 1,9; 1,8; 1,7; ... szdmtani sorozat els6 negativ
tagja?

20.80. A 8; 11; 14;... szamtani sorozat mely tagjai nagyobbak 100-nal, de kisebbek
200-nal?

20.81. A 105; 98; 91;... szamtani sorozat hany tagjanak ésszege lesz nulla?

20.82. Mekkorak annak a négyoldali konvex sokszdgnek a belsé szdgei,
melyben a szégek fokmértékei egy 54° differenciaju szamtani sorozatot
alkotnak?
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20.83. Egy derékszogl hdromszdg oldalai szamtani sorozatot alkotnak. Szamitsd
ki a befogdk hosszat, ha az atfogoja 4 cm!

20.84. Tudjuk, hogy az a,, a2 a}, ... olyan szdmtani sorozat, melynek a differenciaja
nullatél kilonbdz6 szdm, d*O. Szadmtani sorozat-e az aldbbi sorozat:
1) ~aii w>
2)a, +5,a2+5,a}+5,...;
3)1-a, 1l-a21-a3..;
4) d\, al, ..;
5
) «i a2 a3
6) a, +a2 a2+ a}, a3+ a4 ..;
7)a, +a2 a3+ a4, S+ oee?
Ha igen, hatarozd meg a sorozat kiilénbségét!

20.85. Harom szam dsszege, melyek egy szamtanisorozat harom egymast kovetd
tagjai, 12, négyzeteik dsszege pedig80. Add meg ezt a harom szamot!

20.86. Bizonyitsd be, hogyha az a, b és ¢ szdmok egy szamtani sorozat egymast
kovet6 tagjai, akkor az a2+ab + b2 a2+ ac +c2 b1+ be + c2kifejezések értékei
is egy szamtani sorozat egymast kdvetd tagjai!

20.87. Bizonyitsd be, hogy:

1) ha egy haromszog a, b és c oldalai egy szamtani sorozat harom egymast
kovet6 tagja, akkor ac = 6Rr, ahol R és r rendre a haromszdg koré és a
haromszogbe irt korvonalak sugarai;

2) haegy derékszdgl haromszog oldalai egy szamtani sorozat harom egymaést
kovetd tagja, akkor ennek a sorozatnak a differenciaja a haromszdgbe irhato
korvonal sugaraval egyenl§;

3) haegy haromszdg egyik szoge 120° és oldalai egy szamtani sorozat harom
egymast kovetd tagja, akkor az oldalak aranya 3:5:7!

20.88. Szamitsd ki az alabbi sorozatok els6 n tagjanak dsszegét:
a-1 a-3 a-5
a a a
a-b 3a-b 5a-b
9 9
a+b a+b a+b

D
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20.89. Egy szamtani sorozat harmadik tagja 11, hetedik tagja 27. Ezen sorozat ha
tagjanak az dsszege lesz 253?

20.90. Jeléljuk az (aj szamtani sorozat elsé n tagjanak 6sszegét S,,-nel. Hatarozd
meg a sorozat els6 tagjat és kilonbségét, ha:

1) a3+ as+as= 18 ésa2+ad=-2;
2) a5- a2=—4 és aa4=-3;
3) a2+ a4+ a6=36 és an2= 54;
4)S5-S2-a5=01ésa,+S4=0,1;
5) S4=9 és S6=22,5!
20.91. Egy véges szamtani sorozat els6 harom tagjanak dsszege 3, els6 négy tag-

jdnak 0sszege 16, mindegyik tagjanak 6sszege 220. Hany tagja van ennek a
sorozatnak?

20.92. Egy szamtani sorozat kilencedik tagja 15. Mennyi a sorozat elsé tizenhét
tagjanak az 6sszege?

20.93. Egy derékszogl haromszdg oldalai egy szamtani sorozat harom egymast
kovetd tagja, kisebbik befogdja a. Mekkora a haromszog teriilete?

20.94. Hatarozd meg az els6 hdsz olyan paratlan szam dsszegét, melyek 3-mal vald
osztasi maradéka 1!

20.95. Mennyi azon kétjegy( szdmok 0sszege, melyek nem oszthatok maradék
nélkil sem 3-mal sem 5-tel?

20.96. Lehetnek-e egy derékszdgl haromszog oldalai egy mértani sorozat harom
egymast kovet6 tagjai? Ha igen, hatdrozd meg ennek a sorozatnak a kvéciensét!

20.97. Egy fazék ara két egymast koveté ugyanakkora arleszallitas utan 300 hriv-
nyarol 192 hrivnyara csdkkent. Hany szazalékos volt az arcsokkentés mindkét
esetben?

20.98. A (bj mértani sorozat kvociense g. Hatarozd meg:

1)i,ha6t.-15, , =

2)4,hab,.-,
3 32

3) a sorozat els6 hét tagjanak 6sszegét, ha b2= 192,q = 2;

4) a sorozat elsé &t tagjanak 6sszegét, ha bb =9 Vo, g =yi3\
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20.99. Egy hattagi mértani sorozat elsé harom tagjanak 6sszege 8-szor kisebb a
harom utolsé tag 6sszegénél. Mennyi a sorozat hdnyadosa?

20.100. Hatarozd meg azt a 4 szamot, melyek egy mértani sorozat egymast kdvetd

tagjai és a két széls6 tag dsszege ﬁ, a két kozéps6 tag dsszege pedig 10!

20.101. Tudjuk, hogy a bx b2 b3 ... egy végtelen mértani sorozat, melynek a
kvociense nullatol killonb6z6 szam, q j- 1. Mértani sorozat-e az alabbi sorozat:

1) b2 ba, bfo ...,

2) bx+ 1, b2+ 1, b}+ 1,..;
3) b\, #,

4) b\, b3 S, ...,

5) bx+ b2 b2+ b3 b}+bA ..;

Ha igen, hatarozd meg a sorozat hanyadosat!
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Tudéasproba

kombinatorika f6 szabalyai

Hanyféleképpen allhatnak sorba osztalytarsaid az iskolai étkezdében”
Héanyféleképpen vélaszthatjatok meg az osztalyfelel6st és helyettesét? Hany-
féleképpen oszthatd ki az arany-, ezlist- és bronzérem a labdartgoé-vilagbaj-
noksagon?

Ahhoz, hogy valaszoljunk ezekre a kérdésekre, ki kell szamolnunk, hany ki-
16nb6z6 kombinacidt lehet kirakni egy véges halmaz elemeibdl adott szabaly sze-
rint. A matematikanak azt az agat, amely hasonl6 feladatok megoldasaval foglal-
kozik, kombinatorikdnak nevezzik.

A legtdbb kombinatorikahoz tartoz6 feladat megoldasa két szabalyra vezethet6
vissza: az dsszeadas és szorzas szabalyara.

Nézziink meg egy példat! Egy turista 5 Gtvonalat nézett ki maganak a Dnye-
per-vidéken, és 7-et a Karpatokban. Hanyféleképpen tudja megszervezni a szabad-
sagat, ha csak egy Utvonalrajut ideje?

Mivel 6sszesen 5 + 7 = 12 kiilénbdz6 Gtvonal van, ezért 12-féleképpen lehet
kivalasztani ezekbdl egyet.

Ennek a példanak az altalanositasa a kovetkez6 szabaly.

Az 0sszeadési szab&ly: haazA halmaz m elem(, a B halmaz pedig
k elem( és ezeknek a halmazoknak nincs kozés elemik, akkor az ,,a vagy b”
kivalasztast, ahola E A ésb E B,m + A-féleképpen lehet megvalésitani.

Az dsszeadasi szabaly kiszélesithetd harom és tébb halmazra is. Példaul, ha
az A, B és C halmazoknak rendre m, k és n elemiik van és nincs kozos elemik,
akkor az ,,a vagy b vagy c” valasztast, ahola E A,bE BéscE C, m+k+
n- féleképpen lehet megvaloésitani.

Térjlink vissza az Utvonalak kivalasztasahoz. Ha a turistdnak két Gtvonal be-
jaréséara van ideje és el6szor a Dnyeper-vidékén, majd a Karpatokban szeretne
barangolni, akkor 35-féleképpen szervezheti meg az diilését. Valéban, ha el6sz6r
kivalaszt egy utvonalat a Fels6-Dnyeper-vidékén, akkor hozza valaszthatja bar-
melyik Gtvonalat a 7 kozil a Karpatokban. Mivel a Fels6-Dnyeperen 5 Gtvonalat
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ajanlanak, akkor az Utvonalparok szama (fels6-dnyeperi Gtvonal; Gtvonal a Karpa-
tokban) 7+ 7+ 7+ 7+ 7 = 35.
Ezt a gondolatmenetet foglalja 6ssze az alabbi tablazat:

Turista Gtvonalak a Karpatokban

1 2 3 4 5 6 7
1oGriy (52 (8 (54 (55 (6 (57
Turista 2 2 22 (23 (2,4 (25 (2,60 (@7
Utvonalak ) . ) )
a Dnyeper- @GN 32 (33 G4 G5 G6) @7
vidéken 4 41D A2 #*3) K4 5 A6 47

5 51 (5:2) (5:3) (5:4) (55 (5:6) (5:7)

Ennek a példanak az altalanositasa a kdvetkez§ szabaly.

A szorzast szabaly: ha az a elemet /«-féleképpen lehet kivalasztani,
és minden kivalasztashoz pedig a b elemet A-féleképpenl, akkor az ,,a és 6”
kivalasztast »iA-féleképpen lehet megvalésitani.

A szorzasi szabalyt is célszerl altalanositani. Példaul, ha az a elemet /«-féle-
képpen lehet kivalasztani, és minden kivalasztas utan a b elemet pedig A-félekép-
pen, tovabba, azutan hogy kivalasztottuk az a és b elemet, a ¢ elemet «-féleképpen
lehet kivalasztani, akkor az ,,a és b és c” kivalasztast wA«-féleképpen lehet meg-
valdsitani.

t:példa Egy28fdsosztalybdl ki kell valasztani harom gyereket ligyeletesnek,
a hadromszintes épllet mindegyik szintjére egyet-egyet. Hanyféleképpen lehet ezt
megtenni?

Megoldas. 28-féleképpen valaszthatunk az els6 szintre. Miutan kivalasztottuk
ezt az egy tanulot, mar csak 27 gyerek kozil valaszthatunk, akik kozil barki lehet
ligyeletes a masodik szinten. Miutan kivalasztottuk, hogy ki fog tigyelni az els6 és
a masodik szinten, a harmadik szintre 26 lehet6ségiink marad.

igy a szorzési szabaly szerint 28 « 27 « 26= 19 656-féleképpen tudunk harom
ligyeletest valasztani az iskolaba.

Felelet: 19 656-féleképpen. <

1Ez aszabdly a, fliggetlen kimenetelek szama” elvén alapszik
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2. PELDA AZ21.1. abran az A varosbol B varosba vezetd utak tervrajza lathat'
Hanyféleképpen lehet eljutni az A varosbol a B varosba?

M Megoldas. A szorzasi szabaly alkalma
zasaval arra a kovetkeztetésre jutunk,l ho8y

A g az A varosbol 5-be az M varoson keresztiil
3 ¢ 2 = 6-féleképpen juthatunk el, az N varoson

keresztlll pedig 4 « 3 = 12-féleképpen. Tehat az

0sszeadasi szabaly szerint az dsszes lehet6ség
szama 6+12=18.
Felelet: 18-féleképpen. <

N

21.1. 4bra

1. Mondd ki az dsszeadasi szabalyt!
12. Mondd ki a szorzasi szabalyt!

GYAKORLATOK

21.1.° A hegy labatol a cstcsra 3 Ut vezet. Hany Utvonalon lehet megmaszni a
hegyet, majd visszatérni a hegy labahoz?

21.2.° Egy csapatnak trikdkat ajanlottak fel harom szinben: pirosat, z6ldet és
égszinkéket, és sportnadragokat két szinben: fehéret és sargat. Hanyféle meze
lehet a csapatnak?

21.3.° Timeanak 6t szoknydja és 3 par cipdje van. Hanyféleképpen 6lt6zkddhet
fel Timea?

21.4.° Az osztalyba 10 fit és 7 lany jar. Hanyféleképpen alkothat tAncos parokat
egy fiu és egy lany?

21.5.° Hany kilénb6z6 haromjegy( szamot alkothatunk az aldbbi szamjegyekbdl:
1) 1és 2; 2)0és 1
(a szdmjegyek ismétlédhetnek)?

21.6.° Az A varoshdl B varosba 4 Ut vezet, a B varoshél a C varosbha 3 (22.2. abra).
Héanyféleképpen lehet eljutni A varosbol C varosba?

22.2. abra
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21.7.° E8Y gyorsétterem kinalatdban 3 els6 fogés, 6 masodik és 5 desszert szerepel
Hanyféleképpen vélaszthatsz ebédet, ha mind a hdrom fogéshdl csak egyet
rendelhetsz?

21.8.° Kétbetls sz6tagokat kell alkotni betlikb8l Ugy, hogy az elsé hang méssal-
hangzé legyen, a méasodik maganhangz6. Hany ilyen kiilénbdz6 szétagot lehet
alkotni az alabbi szavak bet(ibdl:
1) Poltava; 2) Harkiv?

21.9." Hany kilonb6z6 négyjegyl szdm képezhetd az 1, 2, 3 és 4 szamjegyekbdl,
ha a szdmjegyek nem ismétlédhetnek és a szam:
1) els6 szamjegye 4; 2) 23-mal kezdddik?

21.10.' Hany kulénbdz6 haromjegyl szam képezhet6 a0,1,2,3 és 4 szamjegyekbdl?
21.11." Hany olyan kétjegy( szam van, amelynek mindkét szamjegye paros?
21.12." Hany olyan kétjegy( szam van, amelynek mindkét szamjegye paratlan?

21.13." Egy pénzérmét egymas utan haromszor dobunk fel. Hany kiilénb6z6 soro-
zatban fordulhat el§ a fej és irds oldala?

21.14."Egy dobdkockaval haromszor dobunk egymas utan. Hany kiilénb6z6 sorozata
lehet a dobott szdmoknak?

21.15." Egy 2x 2 tabla minden négyzetét befesthetjiik égszinkékre vagy pirosra.
Hanyféleképpen szinezhetd ki ez a tabla?

21.16." Hanyféleképpen valaszthatunk ki a sakktablan egy fehér és egy fekete me-
z6t (gy, hogy ezek a mez6k ne legyenek sem egy sorban, sem egy oszlopban?

21.17." Hany o6tjegy( paros szam van?
21.18." Hany olyan &tjegy( szdm van, amely 10 t6bbszdérose?

21.19." Az egyik gy(jtének 11 bélyege és 8 érméje van cserére, egy masik gy(jté
pedig 9 bélyeget és 7 érmét szeretne elcserélni. Hanyféleképpen cserélhetnek
a gyljték bélyeget bélyegre, érmét éremre?

21.20." Hany olyan 6tjegy(i szam van, amelyben a szdmjegyek paritdsa megegyezik?
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A véletlen esemény gyakorisdga és
valdészinlisége

Gyakran kell kiilonbdz6 megfigyeléseket, kutatasokat végezni, vagy részt ven-
ni kilénb6z6 kisérletekben. Altalaban a hasonlé kutatasok eredményei elére nem
lathatok.

Nézziink néhany jellegzetes példat!

e Ha véletlendl kinyitunk egy kdényvet, nem tudhatjuk el6re, hogy milyen

oldalszdmot latunk meg.

e El6re nem lehet megmondani egy labdarig6-mérk&zés eredményét.

« Nem lehetiink biztosak abban, ha felkapcsoljuk az asztali lampat, valéban

vilagitani fog.

» Nincs arra garancia, hogy az inkubatorba tett minden tojasbol ki fog kelni

egy kiscsirke.

Torvényszer(, hogy a megfigyeléseknek és kisérleteknek egy komplex fel-
tételrendszernek kell megfelelnitik. Példaul egy labdarig6-mérkézésen be kell
tartani a jatékszabalyokat, a tyuktojasoknak legalabb 21 napig kell a kelte-
tében lenni megfelel6 hdmérséklet-szabélyozas és a levegl paratartalménak
betartasa mellett.

A megfigyelés, tapasztalat, kisérlet eredményét eseménynek nevezzik.

Véletlen eseménynek nevezziik azon megfigyelések, kisérletek eredményét,
melyek minden feltétel betartdsa mellett vagy bekdvetkeznek, vagy nem.

Példaul, ha feldobunk egy pénzérmét, akkor véletlen eseménynek szamit, hogy
fej vagy iras lesz. Véletlen esemény az is, ha kinyitsz egy postaladat és van benne
levél.

Képzeljik el, hogy kibocsatottak 1 000 000 lottészelvényt, amellyel egy sze-
mélygépkocsit lehet nyerni. Lehetséges-e, hogy egy szelvény megvéasarlasaval
megnyerjik a fédijat? Természetesen lehetséges, bar ennek az eseménynek na-
gyon kicsi a valoszin(isége. Mi van akkor, ha 10 személygépkocsit sorsolnak ki?
Konnyen belathatd, hogy ebben az esetben a nyerés valdszinlsége né. Ha elkép-
zeljik, hogy 999 999 személygépkocsit sorsolnak ki, akkor a nyerési esélylink
elképesztéen megnd.

Tehat, a véletlen események valdszin(iségét 6ssze tudjuk hasonlitani. Ehhez
viszont meg kell jegyezni, hogyan lehet az események bekdvetkezésének lehet6-
ségét szamszer(siteni.

Az ilyen szamszer(i becslést megalapozhatja a szamos megfigyelés és kisérlet
eredménye. Az emberek mar régen észrevették, hogy sok esemény latszatra azo-
nos gyakorisaggal kdvetkezik be.
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A demografusokljol ismerik a 0,512 szdmot. A statisztikai adatok kiilonbdz6
korokban és kiilénbdz6 orszagokban arrol taniskodnak, hogy 1000 Gjszulott kozil
atlagban 512 fid. A 0,512 szamot a ,,fit szuletik” véletlen esemény gyakorisadga-
nak nevezziik. Az alabbi képlettel hatarozzuk meg:

o az ujszulott fiok szama
Gyakorisag = -
az 0sszes OjszUlott szama

Felhivjuk a figyelmeteket, hogy ez a
szam nagyon sok megfigyelés eredménye.
Ebben az esetben azt mondjak, hogy a , fil
sziletik” esemény valdsziniisége 0,512.

Mar tudjatok, hogy a dohéanyzas karos
az egészségre. Az egészségvédelmi szer-
vezetek statisztikaja alapjan a tiidérakban
szenvedd betegek 92%-a dohéanyos. Ebben
az esetben 0,92 a gyakorisaga annak az
eseménynek, hogy a ,,tidérakban szenve-
d6é beteg dohanyos”, ami meghatarozhaté
az alabbi arannyal:

a dohanyzo tid6rakos betegek szama

Gyakorisag =
az osszes tudérakos beteg szama

Ebben az esetben azt szoktuk mondani, hogy annak a valdszin(isége, hogy a
tiddrakos betegek kdzott dohanyosokra leljink, 0,92 (92%).

Ahhoz, hogy alaposabban megismerkedjiink a véletlen események valoszin(-
segével, térjlink vissza a klasszikus példahoz, a pénzérme feldobasahoz.

Tegyuk fel, hogy kétszer dobtuk fel az érmét és mind a kétszer fej lett. Tehat
ebben a sorozatban, amely kétszeri feldobasbol allt, a fej gyakorisaga:

a dobas eredménye fej 2
Gyakorisag = =~=1
a dob&sok szdma A

Ez vajon azt jelenti, hogy annak a valésziniisége, hogy fejet dobunk 1-gyel
egyenl6? Természetesen nem.

1Demogréfia - népességvaltozassal foglalkozé tudoméany
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Ahhoz, hogy egy véletlen esemény gyakorisagabdl kdvetkeztetni lehessen a va
l6szin(iségére, nagyszamu kisérletet kell elvégezni.

A XVIII. szazadtdl kezdve sokan végeztek kisérletsorozatokat az érme feldo
bésaval.

Az alabbi tablazat néhany ilyen kisérlet eredményét foglalja dssze.

A tudés neve A do/bésok A f,ejek A fej
szama szama gyakorisaga
Georges-Louis Buffon (1707-1788) 4040 2048 0,5069
Augustus de Morgan (1806-1871) 4092 2048 0,5005
William Jevons (1835-1882) 20 480 10 379 0,5068
Vszevolod Romanovszkij (1879-1954) 80 640 39 699 0,4923
Kari Pearson (1857-1936) 24 000 12 012 0,5005
William Feiler (1906-1970) 10 000 4979 0,4979

A bemutatott példak alapjan arra a térvényszeriiségre kdvetkeztethetiink, hogy
a pénzérme sokszoros feldobasa esetén a fej gyakorisaga alig tér el 0,5-t6l.

Tehat, ,,a feldobott érme fej” esemény valdsziniisége kb. 0,5.

Az éltalunk vizsgalt példak mindegyikében szerepelt a véletlenszer{i esemény
gyakorisaga kifejezés. Ezt az értéket az alabbi képlettel hataroztuk meg:

a kedvezd események szama

Gyakorisag =
dsszes esemény

Térjunk vissza az el6bbi tablazatunkhoz. Megallapithat6-e a tablazat adatai
alapjan, hogy ,,a feldobott érme fej” esemény valészinlisége 0,5? Erre a kér-
désiinkre a valasz ellentmondé. Valdjaban a feltiintetett adatokbdl levonhatd,
hogy ,.a feldobott érme fej” esemény gyakorisadga 0,502-t61 0,4997-ig valtozik,
tehat 0,5-nek semmilyen elénye nincs a 0,502 vagy a 0,4997 szdmmal szem-
ben.

Tehat a véletlen esemény gyakorisdga csak megkdzelitd értéket ad a vélet-
len esemény valdszin(iségére. Minél tobb kisérletet végzink el, annal ponto-
sabb kovetkeztetést vonhatunk le a véletlen esemény gyakorisagabhél a valo-
szin(iségére.
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A véletlen esemény val6szin(iségének ilyen formajd meghatarozasat statiszti-
kai valoszin(iségnek nevezziik. Ezt az emberi tevékenység tobb terlletén is alkal-
mazzak: fizika, kémia, bioldgia, biztositas, szocioldgia, kdzgazdasag, egészségveé-
delem, sport, stb.

A valoszin(séget P betivel jeléljik (a francia probabilité sz6 elsé betdije, je-
lentése valdszin(iség).

Ha példaul az els6é esetiinkben ,,a filgyermek sziiletik” eseményt A betlivel
jeloljuk, akkor a kapott eredményt igy irjuk le:

P{A) =0,512.

Figyelembe véve a statisztikai becslések kdzelit6 jellegét, a kapott eredmé-
nyeket kerekithetjik. Példaul, ha a véletlen esemény gyakorisaga 0,512, akkor
P(A) ~ 0,51 vagy P(A) ~ 0,5 is helyes.

Ha ,,a feldobott érme fej” eseményt 6-vel jeléljik, akkor

P (fi) »0,5.

Ennek a fejezetnek a végén felhivjuk a figyelmeteket az alabbiakra. Nem rit-
ka az olyan eset, amikor a mindennapi életben a kdrnyezetiink jelenségeire vagy
objektumaira vonatkozo6 helyes kdvetkeztetéseket vonunk le, alkalmazva a valé-
szinliség tulajdonsagait.

Felhozunk néhany példat.

¢ Hameg szeretnétek tudni, hogyan kell a hazi feladatra kijeld1t példat megoldani,
akkor felhivjatok azt az osztalytarsatokat, akijol tudja a matematikat. Ennek a
vélasztasnak az alapja az, hogy nagyobb valésziniiséggel oldja meg a feladatot
egy, a matematikaban erds tanul6, mint egy gyenge.

e Az ismert markaju termékek dragabbak, mint a kevésbé ismertek. Ezért gyakran
dragabb terméket vasarolunk. Ez avalasztas azzal magyarazhatd, hogy kisebb a
valdszin(isége annak, hogy egy ismert markaju termék rossz min6ség( legyen,
mint annak, hogy egy kevéssé ismert markajueé.

e Tételezziik fel, hogy az ellen6rzé dolgozat 10 megoldasvalasztds tesztfeladatbol
all. Kilenc feladattal mar megbirkéztatok, de a tizediket nem tudjatok meg-
oldani. Csak egy lehet6ségetek marad, kitalalni a helyes vélaszt. Feltehet6en
nem fogjatok azt a bet(it valasztani, ami az el6z6 feladatok valaszai kézott a
leggyakoribb volt. Ez a mérlegelés azon alapszik, hogy a tesztfeladat 6sszeallitoi
alighajeldInék be a helyes valaszokat ugy, hogy valamelyik bet(jele gyakoribb
legyen.

Azért meg kell jegyezniink, nem biztos, hogy egy val6szin(iségi becslés alap-
jan hozott dontés minden esetben sikeres lesz. Ett6l eltekintve, déntéseinknél ha-
sonlo6 esetekben célszerii figyelembe venni a valosziniségi el6rejelzéseket, mivel
ezek novelhetik a siker esélyét.



TUDASPROBA

1. Hozz fel példat véletlen eseményre!

2. Magyarazd meg, mit értiink egy véletlen esemény gyakorisagéan!

3. Milyen feltételek mellett becsiilheté egy véletlen esemény valdszinlisége a
gyakorisagaval?

4. Hogyan jeléljik az A esemény valdszinliségét?

GYAKORLATOK

22.1.° Hozz fel példat olyan kisérletekre, amelyek eredménye szerinted 1) lehetetlen

esemény; 2) biztos esemény!

22.2.° Elképzelhet6-e, hogy az alabbi eseményeknek kicsi a valészin(isége:

1) egy érem 200-szori feldobasakor mindig fejet kapunk;

2) a kdvetkezd héten legalabb egyszer kihivnak a tablahoz;

3) a Sahtar-Dinamo Kijev labdarigé-mérk6zés eredménye 1:1;

4) a szamitégép billenty(izetén véletlenil leltdtt betlikb6l a ,,matematika”
sz6t kapjuk?

22.3.° Akisérletiink annyibol all, hogy egy rajzszéget

dobunk fel. A rajzszog eshet a hegyére és a lap-

jarais (lasd a 22.1. abrat). Dobd fel a rajzszdget: « A 1

1) 10-szer; 2) 20-szor; 3) 50-szer; 4) 100-szor;

5) 200-szor! Az eredményeket jegyezd fel az

alabbi tablazatba: 22.1. 4bra
A sorozat sorszama 1 2 3 4 5

Az adott kisérletben a dobasok
szama

10 20 50 100 200

A rajzszdg a hegyére esett
dobasok szama

Arajzsz0g a lapjara esett dobasok

szama
Szamitsd ki mind az 6t sorozatban annak a gyakorisagat, hogy a rajzszég a
hegyére esett, és becslild meg, mekkora valoszin(iséggel kdvetkezik be ez az
esemény. Melyik esemény kovetkezik be nagyobb val6szinliséggel, ,a rajz-
szdg a hegyére esik” vagy, hogy ,,a rajzszog a lapjara esik”?

22.4.° A kisérletiink Iényege az, hogy két érmét dobunk fel. Végezd el a kisérletet:

1) 10-szer; 2) 20-szor; 3) 50-szer; 4) 150-szer! Jegyezd fel mind a négy sorozat
eredményét az alabbi tablazatba:
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A sorozat sorszama 1 2 3 4
A dobasok szama az adott kisérletben 10 20 50 150

Azon kisérletek szdma, amikor a dobasok eredménye
két fej lett

Azon kisérletek szdma, amikor a dobasok eredménye
egy fej lett

Azon kisérletek szdma, amikor a dobasok eredménye
nem lett fej

Szamitsd ki mind a négy sorozatban az alabbi események gyakorisagat:
1) két fej lett;
1) egy fej lett;
1) két iras lett.

22.5.° Dobj fel 100-szor egy files (egylyuku) gombot
(22.2. &bra)! Hatarozd meg ,,a gomb fiile lefelé mutat”
esemény gyakorisagat! Becslild meg az elvégzett sorozatok alapjan ,,a gomb
flle felfelé mutat” esemény valdszinliségét!

22.6.° Az alabbi tablazat az N varosban 2016-ban sziiletett gyerekek szamat tar-
talmazza.

>
bl
3 -E 3 3
z f- (%2} = S o]
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A fil

Ujsziilottek 1198 1053 1220 1151 1151 1279 1338 1347 1329 1287 1196 1243
szama

A leany

Ujszilottek 1193 1065 1137 1063 1163 1228 1258 1335 1218 1239 1066 1120
szama

Szamitsd ki a filgyerekek sziiletésének gyakorisagat minden hdnapban és
2016-ban! Becslld meg a lednygyermek sziiletésének valdszin(iségét a 2016-0s
évben!
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22.7.° A tudakoz6 munkatarsa egy munkanap alatt (9:00-17:00) atlagosan 6 '
beszél telefonon. Becsiild meg, mennyi a valdszin(isége annak, hogyha felh °rat
a tudakozét, a vonal szabad lesz?

22.8.° A statisztikai adatok alapjan Odesszaban a napsiitéses napok szama nyaron
atlagosan 70. Becsiild meg annak a val6sziniiségét, hogyha valaki nyaron ella
togat egy napra Odesszaba, akkor borus napot fog ki!

22.9.° Egy nagyszamu tételb6l kivalasztottak 1000 darab izz6t, melyek kozott
kiderilt, hogy 5 selejtes. Mennyi a valdszinlisége annak, hogy selejtes izzot
vasarolhatsz?

22.10.° Az influenzajarvany idején a 40 000 megvizsgalt lakosbdl 7900-nal diag-
nosztizaltak influenzat. Mennyi a valdszin(isége annak, hogy ,,egy véletleniil
kivalasztott lakos, influenzas” lesz?

22.11.° Annak a valdsziniisége, hogy selejtes tapegységet vasarolunk, 0,02. Allit-
hatjuk-e azt, hogy barmely 100 darabos tételben 2 elem selejtes?

22.12.° Annak a valdszin(isége, hogy egy céltablaba talalj, 85%. Lehetséges-e, hogy
100 Idvéshdl 98 talaljon célba?

22.13.'Az aldbbi tdblazat az ukran tannyelvii k6zépiskola 9. osztalyanak érahaléjat
tartalmazza:

Tantargy érz:ité\lm Tantargy c’)rz:jgm
Ukréan nyelv 2 Mértan 2
Ukréan irodalom 2 Biologia 2
Idegen nyelv 3 Foldrajz 2
Vilagirodalom 2 Fizika 3
Ukrajna torténelme 2 Kémia 2
Egyetemes torténelem 1 Technika 1
Jogismeret 1 Informatika 2
Mivészet 1 Egészségtan 1
Algebra 2 Testnevelés 3

Becsiild meg annak a valészin(iségét, hogy a 9. osztaly heti érarendjébdl vélet-
leniil kivalasztott tantargy az: 1) algebra; 2) mértan; 3) matematika; 4) testnevelés;
5) idegen nyelv!

22.14." Valassz ki véletlenszerlien egy oldalt Marko Vovcsok Intézeti kisasszony
ciml mivébdl (az eredeti ukran nyelv(i valtozatbol)! Szamold meg, hany-
szor fordul el6 ezen az oldalon az n, o, h és ro betli és 6sszesen hany bet(
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van az oldalon! Becsiild meg ezen betlik megjelenésének a valoszin(iségét a
m(iben! Ez a becslés segit megérteni a betlik elhelyezését a szdmitdgép ukran
nyelvi billenty(izetén (22.3. abra).

22.3. abra

22.15." Az alabbi tablazat tartalmazza N varosban a naponkénti 12 6rakor mért
hémérsékletet és a leveg6 paratartalmat.

A leveg6 paratartalmanak
osztalyai, %

A leveg6 hémérsékletének © §
ngadozdsa C o 3o s 32 Sz 3 43
20 %f if g if it

Kevesebb, mint-11 °C 0 1 1 3 2 0 7
-10 °C-tol -1 °C-ig 0 0 1 15 13 5 44
0 °C-t6l 10 °C-ig 10 19 12 13 19 47 120
11 °C-tél 20 °C-ig 23 27 15 6 10 2 83
21 °C-t6l 30 °C-ig 57 32 6 2 1 0 98
31 °C-t6l nagyobb 9 4 0 0 0 0 13
A napok szdma 0sszesen 99 83 45 39 45 54 365

Szamold ki az aldbbi események gyakorisadgat a 2016-o0s évben:

1) azoknak a napoknak a szamat, amikor a h6mérséklet 11 °C és 20 °C kozott
volt, a leveg6 paratartalma pedig nem haladta meg a 40%-ot;

2) azoknak a napoknak a szamat, amikor a levegd paratartalma 71% és 80%
kozott volt, a mért h6mérséklet pedig 0 °C alatt volt;

3) azoknak a napoknak szamat, amikor a h6mérséklet 21 °C és 30 °C kozott
volt, a leveg6 paratartalma pedig nem haladta meg a 41% és 70% kozotti

adatot!



224 TUDASPROBA

N J ~ A klasszikus valdszinlség

Néhany esemény valdszinliségének meghatarozasahoz nem sziikséges kisér

leteket, teszteléseket végezni. Elegend6 a tapasztalatra, a jozan észre tamasz
kodni.

1. PELDA Legyenadobozban 10 piros golyd. Mennyi a valészin(isége annak
hogy a dobozbdl véletleniil kivett goly6 piros szin(i? sarga szin( lesz?

Az adott feltételek mellett barmelyik kivett goly6 piros szind.

Azt az eseményt, amely az adottfeltételek mellett bArmelyik esetben bekdvetke-
zik, biztos eseménynek nevezziik.

Az ilyen esemény valdsziniiségét 1-nek tekintjik, vagyis:

ha az A esemény hiztos esemény, akkor

P(A)= 1

Tehat annak az eseménynek a valészinlisége, hogy a kihGzott golyé piros, 1

Mivel a dobozban nincs sarga golyo, igy sarga goly6t nem lehet kihizni.

Azt az eseményt, amely az adott feltételek mellett egyetlen esetben sem ko-
vetkezhet be, lehetetlen eseménynek nevezziik. Az ilyen esemény val6szinliségét
0-nak tekintjik, vagyis:

ha az A esemény lehetetlen esemény, akkor

P(A) =0.

Tehat annak az eseménynek a valdszin(isége, hogy a kihlGzott golyo
sarga, 0. <

2. PELDA Egy érmét egyszer dobunk fel. Mennyi a val6szin(isége annak,
hogy fejet dobunk?

Ebben a kisérletben a két lehet6ség koziil csak az egyik kovetkezhet be: vagy
irés, vagy fej. Egyik lehetdségnek sincs elénye. Az ilyen eredmények egyenl6
esélyliek, és ennek megfeleléen az ilyen események egyenld valdszinlségliek.
Akkor természetes, ha Ugy tekintjiuk, hogy ,,fejet dobunk” és ,,irdst dobunk” ese-
mények valésziniisége is

Ez nem jelenti azt, hogy barmelyik sorozatban pontosan ugyanannyiszor

dobunk fejet, mint irdst. Csak azt tudjuk el6re jelezni, hogyha sokszor dobunk
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egymas utan, akkor annak a gyakorisaga, hogy fejet dobunk, kdzeliteni fog az
l.hez.

Nézziink néhany példat azzal a feltétellel, hogy a kisérletek kimenetelei azonos
esélyiiek.

3. PELDA Egy dobdkockaval (23.1. abra)
egyszer dobunk. Mennyi a valdszin(isége, hogy a
négyest kapjuk?

Ebben az esetben hat kiilénb6z6 eredményiink
lehet: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Mindegyik azonos eséllyel
kovetkezhet be. Kdnnyen belathatd, annak az ese-
ménynek a valészin(isége, hogy ,,egy dobokockaval

négyest dobunk”, i. M
6

23.1. 4bra
4. PELDA A 100000 kibocsatott lottoszelvény
kozott 20 nyer6 van. Mennyi a valdszin(isége a nyereménynek, ha egy szelvényt
vasarolunk?

A kisérlet Iényege, hogy egyetlen szelvényt vasarolunk. Ez azt jelenti, hogy a
100 000 egyenld esélyl lehetdség kozil egy valdsul meg: megvesszilk az 1-es
sorszamu szelvényt; a 2-est és igy tovabb. Ezek k6zil 20 esetben nyerhetiink. Vi-
lagos, annak az eseménynek a val6szin(isége, hogy az egyetlen szelvényiink nyerd

lesz 20 1
' 100000 5000

57PELDA Egy dobozban 15 billiardgolyé van, amelyeket 1-t6l 15-ig megsza-
moztak. Mennyi a valdszin(isége annak, hogy a véletlendl kihdzott goly6n 1évé
szam 3 tébbszdrose?

Ebben az esetben a 15 egyenl6 esély( lehetéség kdzil egy valosul meg: ki-
vesszilk az 1-es sorszamu golyot; a 2-est és igy tovabb. Ezek koz6tt 5 olyan eset

van, amely megfelel annak a feltételnek, hogy a , kihtzott golyon 1évé szam
3 tbbbszdrose”, mégpedig a 3, 6, 9, 12 és 15. igy természetes, hogy a keresett

valészin(iseg — =-.
15 3

Azt, hogy az el6z6 6t példankban kiilénb6z6 kisérletek szerepeltek, egy mate-
matikai modellel tudtuk szemléltetni. Maris megmagyarazzuk a lényeget.
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* Mindegyik példadban n egyenl6 esély(i kimenetele lehetet a kisérletnek
1. példa: n = 10.

2. példa: n =2.

3. példa: n = 6.

4. példa: n = 1000 00.
5. példa: n= 15.

*Mindegyik példaban olyan A eseménytvizsgalunk, amelyik m-szer kdvetkezhet
be. Ezeket az eseményeket kedvezd eseteknek nevezzik.

1. példa: A - piros golyot hizunk, m = 10, vagy A - sarga golyo6t hazunk
m = 0.

2. példa: A - ,fejet” dobunk, m = 1

3. példa: A - megadott szamot dobunk a dobdkockaval, m = 1

4. példa: A - nyer6 szelvényt vasarolunk, m = 20.

5. példa: A - olyan golyét hizunk, melyen a szam 3 tébbszdrdse, m = 5.

* Mindegyik példaban az alabbi képlettel szamithato ki a val6szin(iség:
PiA) =™
n

M eghatdrozéas. Ha egy kisérletnek n egyenld esélyli kimenetele van,
melyek koziul az A esemény m-szer kovetkezik be, akkor az A esemény val6-

szinliségének az — aranyt nevezzuk.
n

Ez a klasszikus val6szinliség meghatarozasa.

Megjegyezzik, ha egy kisérlet feltételei olyanok, hogy a kimenetelek nem
egyenld esélyliek, akkor nem alkalmazhatjuk a klasszikus valészin(iség meghata-
rozasat.

6. PELDA Egyszerre két dobékockaval dobunk, az egyik sarga, a masik kék.
Mennyi a valdszin(isége annak, hogy két hatost dobunk?

A 23.2. abran lathato tablazat alapjan konnyen megallapithatd, hogy ebben az
esetben 36 kiilénbdz6 kimenet lehetséges, melyek kozil csak egy lehet kedvezé.

Ezért a keresett valdszinliség —. M
36
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23.2. abra

7. PELDA (d’Alember feladata.) Feldobunk Elsé Mésodik
egyszerre két azonos pénzérmét. Mennyi a va- érme érme
l6szinlisége annak, hogy legaldbb egyszer fejet

dobunk?

Ez a feladat hasonlit a 6. példara. A kiilénbség
csak annyi, hogy a dobdkockékat sziniik alapjan meg
tudtuk kulonbdztetni, mig a pénzérméket nem. Ezért
ahhoz, hogy ebben az esetben is azonos esélyliek le-
gyenek a kisérlet kimenetelei, el6szér megszamozzuk
a pénzérméket (23.3. abra). %
Az els6é hdrom dobéasnél legalabb az egyik fej volt.

Ezek a szamunkra kedvezd esetek. Ezért annak a va-

l6szinlisége, hogy két érmével legalabb egyszer fejet | #
3 m

dobunk, — <

4 23.3. 4bra
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8. PELDA Egyszerre két dobokockaval dobunk. Mennyi a val6szinlisége annak
hogy a dobott szamok &sszege 11?

Ennek a kisérletnek 11 kiilénbdz6 kimenetele van. A dobott szamok dsszege 2
3,4,5,6,7, 8.9, 10, 11 és 12 is lehet. Ebben az esetben viszont téves lenne annak

a valoszinlségére kdvetkeztetni, hogy ,,a dobott szamok 6sszege 11” feltétel mellett

az eredmény —. A helyzet az, hogy a felsorolt 11 kimenetel nem egyenl§ eséllyel

kovetkezhet be. Példaul, az az eset, hogy ,,a dobott szamok &sszege 2”, csak egy-
féleképpen allhat el8, az pedig, hogy ,,a dobott szamok &sszege 6, dtféleképpen
(Ellendrizd le énalléan!)

Ahhoz, hogy alkalmazni tudjuk a klasszikus valdszin(iség meghatarozasat, a
feltételeket ugy kell megfogalmaznunk, hogy a kimenetelek egyenl6 esély(iek le-
gyenek.

Ehhez meg kell kiilonbdztetniink a dobokockékat, példaul a szinik alapjan. igy
36 egyenld esélyl kimenetel lehetséges (24.2. abra), melyek kozil csak kettd ked-
vez6 szamunkra. Ezért a keresett valésziniiség: — = —.

36 18
9. PELDA Vizsgaljuk meg az 6sszes olyan kétgyermekes csaladot, ahol legalabb
az egyik gyermek fit! Mennyi a val6szinlisége annak, hogy a véletlenszerien ki-
vélasztott csaladban két fiagyermek legyen? (Elfogadjuk, hogy a kisfiu és kislany
sziiletésének a valdszinlisége egyforma.)

Ugy tiinhet, hogy ebben az esetben a valasz ) Mivel a csaladban mar van egy

fid, igy egyenld valészinlséggel a masodik gyerek vagy lany, vagy fiu.

Val6jaban ez a gondolatmenet egy masik feladat megoldasa: vizsgaljuk meg
azokat a kétgyermekes csalddokat, ahol az idésebbik gyerek fid. Mennyi a valo-
szinlsége annak, hogyha ezen csalddok kozil véletlenszerlien egyet kivalasztunk,
akkor abban a csaladban két fiugyerek lesz?

A mi feltételeink mellett harom eset kdvetkezhet be egyenld eséllyel:

az id6sebb gyerek fiu, a fiatalabb is fiu;

az id6sebb gyerek fiu, a fiatalabb lany;
az id6ésebb gyerek lany, a fiatalabb fi.

Tehat a keresett valoszin(iség i. 4
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A fejezet végén fel kell hivni a figyelmet a kdvetkezdkre.

Els6 latasra azt hihetjiik, hogy a bennlinket kériilvevd jelenségek tobbségét a
véletlenek” iranyitjak. Ugyanakkor a mélyebb elemzés ramutat arra, hogy a vé-
letlenek kaoszaban utat ver a torvényszer(iség, melyet szdmszer(isiteni lehet. Azt
atudomanyéagat, amely ezzel a szdmszerdisitéssel, becsléssel foglalkozik, valdszi-
nliségszamitas-elméletnek nevezziik.

9

1. M a biztos esemény?

2. Mi a lehetetlen esemény?

3. Mennyi a valészin(isége 1) a biztos eseménynek; 2) a lehetetlen eseménynek?
4. Hozz fel példat egyenld valdszinliségl eseményekre?

5. Fogalmazd meg a klasszikus val6sziniiség definiciojat!

6. Mely esetekben nem hasznalhaté a klasszikus valészinliség meghatarozasa?

[ GYAKORLATOK

23.1.° Hozz fel példat biztos eseményre!
23.2.° Hozz fel példat lehetetlen eseményre!
23.3.° Egy kosarban 10 piros és 15 zéld alma van. Mi a valdszin(isége annak, hogy
a kosarbél kivett gyimaélcs korte? alma?
23.4.° Taladlomra kivalasztunk harom paros szamjegyet. Mennyi a valdsziniisége
annak, hogy az ezekkel a szamjegyekkel leirt szam paratlan?
23.5.° Talalomra kivalasztunk harom paratlan szamjegyet. Mennyi a valészinlsége
annak, hogy az ezekkel a szamjegyekkel felirt szam péaratlan?
23.6.° Mekkora a valoszinlisége annak, hogyha az ,,algebra” sz6 betliinek a felcse-
rélésével a ,,mértan” szo6t kapjuk meg?
23.7.° Hozz fel példat egyenld eséllyel bekdvetkezd eseményekre!
23.8.° Hozz fel példat kiilonboz6 eséllyel bekdvetkezd eseményekre!
23.9.° Azonos valoszin(iség(i-e az A és a B esemény, ha:
1) az A esemény: az 1-t6l 15-ig megszamozott billiardgolyok kozil talalomra
kihGzzuk az 1-est;
a B esemény: az 1-t6l 15-ig megszamozott billiardgolydk kozil talalomra
kihGzzuk az 7-est;
2) az A esemény: az 1-t6l 15-ig megszamozott billiardgolydk kézil talalomra
paros szamut hizunk;
a B esemény: az 1-t6l 15-ig megszamozott billiardgolydk kozil talalomra
paratlan szdmut hdzunk?
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23.10.° Mi a val6szin(isége annak, hogy egy szabalyos dobdkockaval
1) egyet;
2) harmat:
3) paratlan szamot;
4) 5 tdbbszorosét;
5) 3-mal maradék nélkil nem oszthaté szamot;
6) 9 tobbszordsét dobjunk?
23.11.° Képzeld el, hogy az osztalyotokban kisorsolnak
egy ingyenes londoni kirandulast. Mekkora a val6-
szin(isége annak, hogy te utazhatsz el Londonba?
23.12.° A matematika vizsgara 35 tételt kell meg-
tanulni. Az egyik tanulé 30 tételt tanult meg
kifogastalanul. Mekkora a valészinlisége annak,
hogy a tanul6 a talalomra kihGzott tételre 12-es
érdemjegyet kapjon?
23.13.° Amatematika vizsgara 30 tételt kell megtanulni.
Az egyik tanul6 egy tételt tanult meg. Mekkora a
valészin(isége annak, hogy a tanulé nem teszi le a
vizsgat, ha csak egy tételre valaszolhat?
23.14.° Mekkora a val6szinlisége annak, hogy az osz-
talyotokban a tablahoz hivott tanulét Katalinnak
hivjak?
23.15.° Egy nyereményjatékban 20 nyerd és 280 nem nyerd szelvény van. Mekkora
valészinlséggel lehet nyerni, ha csak egy szelvényt vasarolunk?
23.16.° Egy dobozban 7 kék és 5 sarga goly6 van. Mennyi a valdszin(isége annak,
hogy a dobozbol talalomra kivett goly6 1) sarga; 2) kék?
23.17.° Egy dobozban 23 kartya van 1-t6i 23-ig megszamozva. Taladlomra kihGzunk
egy kartyat. Mekkora a valdszinlisége, annak hogy a kihGzott kartyan:
1) a 11-es szam van;
2) a 24-es szam van;
3) 6 tobbszordse van;
4) 5 tobbszordse van;
5) egyjegy(i szam van;
6) Osszetett szam van;
7) olyan szam van, amelyben szerepel a 7-es szamjegy;
8) olyan szam van, amelyben szerepel a 2-es szamjegy;
9) olyan szam van, amelyben nincs 4-es szamjegy;
10) olyan szam van, amelyben a szamjegyek 6sszege oszthaté 3-mal;
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11) olyan szam van, amely 11-gyei val6 osztasi maradéka 2;
12) olyan szam van, amelyben nincs 1-es szamjegy?
23.18.° Az 1és 30 kozotti természetes szamok kozil talalomra kivalasztunk egyet.
Mekkora a valészin(isége, annak hogy az:
1) 6sszetett szam lesz;
2) 18 osztdja lesz;

3) egy természetes szam négyzete lesz?

23.19.° Miklés fel szeretné hivni a baratjat, de elfelejtette a telefonszam 1) utolsé
szamjegyét; 2) az els6 és az utolsé szamjegyet. Mekkora a valdszin(isége annak,
hogy els6 probalkozasra sikeril felhivni a baratjat?

23.20." Az egyik el6fizet6 elfelejtette a telefonszam két utolsoé szamjegyét. Mekkora
valoszin(iséggel fogja a helyes szamot tarcsézni, ha csak arra emlékszik, hogy
a két utolsé szamjegy:
1) paratlan; 2) egymastol eltérd és paros?

23.21." Mekkora a valdszin(isége annak, hogy szamodra a kdvetkez6 év legboldo-
gabb napja 1) 7-ére; 2) 31-re; 3) 29-re esik?

23.22." Egy dobodkocka lapjait pirosra vagy fehérre festették (egy-egy lapot egy

szinnel). Annak a valésziniisége, hogy a dobdkocka a piros lapjara esik, Z

hogy a fehér lapjara, i6. Hany piros és hany fehér lapja van a dobdkockanak?

23.23." Egy dobozban 4 kék és néhany piros goly6 van. Hany piros goly6 van a
dobozban, ha a kék goly6 kihtzasanak valészin@ségé -3?

23.24." A kétjegyl szamok kozil véletlenszeriien kivalasztunk egyet. Mekkora a
val6szin(isége annak, hogy:
1) atizesek helyén allé6 szamjegy alaki értéke nagyobb, mint az egyesek helyén
all6 szamjegyé;
2) a tizesek helyén all6 szamjegy és egyesek helyén all6 szamjegy alaki értéke
azonos;
3) a kivalasztott szam oszthato 9-cel?
23.25.'Az 1-es, 2-es és 3-as szamkartyakat véletlenszer(en sorba raktdk. Mekkora
a valésziniisége annak, hogy a paratlan szamok egymas mellé kertiljenek?
23.26."Egy locaravéletlenszer(ien ilt le két fit és egy lany. Mekkora a valdszin(isége
annak, hogy a fitk egymas mellé keriiljenek?
23.27." Egy dobozban 5 z6ld és 7 kék ceruza van. Legkevesebb hany ceruzat kell
kivenni adobozb6l, hogy annak a valdsziniisége, hogy a véletleniil kivett ceruzak
kozott legyen 1zold, 1 legyen?
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23.28."' Egy dobozban 3 piros, 7 sarga és 11 kék ceruza van. Legkevesebb han
ceruzat kell a dobozb6l kivenni ahhoz, hogy annak a valésziniisége, hogy a
véletlenil kivett ceruzak kdzott van legalabb egy piros ceruza, 1legyen?

23.29." Egyszerre dobunk két dobdkockaval. Hatarozd meg a 27.2. &bra alapjan
mekkora a valdszin(isége annak, hogy a dobott szamok:

1) két egyes;

2) két azonos szam;

3) dsszege 7;

4) dsszege tobb, mint 10;
5) szorzata 6!

23.30." Egy dobokockaval kétszer dobunk. Mekkora a valdszin(isége annak, hogy:
1) elészor 4-nél kisebb, masodszor pedig 4-nél nagyobb szamot dobjunk;

2) el6szor kisebb szamot dobjunk, mint masodszor;
3) a két dobas 6sszege 5 legyen?

23.31." Mekkora a val6szin(isége annak, hogy egy dobdkocka kétszeri dobasaval:
1) elészor 5-nél kisebb szamot, masodszor pedig 4-nél nagyobb szamot dob-

junk;

2) csak masodszorra dobjunk hatost;
3) el6szor tobbet dobunk, mint méasodszor?

23.32." Dénes és Péter egyszerre dobnak egy-egy dobdkockéaval. Ha a dobott
szamok d&sszege hat, akkor Dénes nyer, ha 7, akkor Péter. Kinek van nagyobb
esélye a gy6zelemre?

23.33." Kétszer feldobunk egy pénzérmét. Mennyi a val6szinlisége annak, hogy:
1) mind a kettd fej; 2) az egyik fej, a masik iras?

23.34.” Ot megszamozott szamkartya koziil véletleniil kivalasztunk egyet. A sorsza-
mat megjegyezve visszatessziik a toébbhi kartya kdzzé. Majd Gjra kivesziink egy
szamkartyat. Mekkora a valoszinlisége annak, hogy mind a két kivett kartyan
ugyanaz a szam lesz?

23.35." Mekkora a valdszin(isége annak, hogy egy pénzérme haromszori feldoba-
sakor 1) mind a haromszor fejet dobunk; 2) kétszer dobunk fejet; 3) egyszer
dobunk fejet; 4) legalabb egyszer fejet dobunk?

23.36." Egy kerekasztal koré véletlenszerlien leilt n ember (n > 2). Csak ketten
ismerik egymast. Mekkora a val6szinlisége annak, hogy az egymast ismer6
emberek egymas mellé lljenek?

23.37." Véletlenszer(ien sorba all négy ember: A, B, C és D. A sorbaéllas sorrend-
jének valamennyi lehet6ségét tekintsiik azonos valésziniiséglinek. Mekkora a
val6szinlsége annak, hogy A megel6zze B-1?
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El6bb volt a jaték

Sok olyan jatékot ismertek, melyek eredménye ajatékosok tudasatol figg. Vi-
szont léteznek olyan jatékok is, amelyekben a tudas nem jatszik szerepet. Minden
a szerencsén mulik. lde sorolhatjuk a dob6kockas jatékokat. Ugy tartjak, veliik
kezd@dott a véletlenek vizsgalatanak tudomanya.

XIV. Lajos francia kirdly egyik udvaronca, de Mere lovag, hazardjatékos, fi-
loz6fus és irodalmar azzal a kéréssel fordult a hires tudéshoz, Blaise Pascalhoz,
hogy magyardzzon meg neki egy paradoxont. Egyrészt de Mere sokéves jatékta-
pasztalata azt mutatta, ha harom kockaval dob, akkor a szamok 6sszege gyakrab-
ban lesz 11, mint 12.

Masrészt ez az 4llitas ellentmondasba keril a kévetkez§ okfejtéssel. Osszes-
ségében 11-et hat kiilonb6z8 kombinaciébdl kaphatunk.

+ + \V + Vi> w & \Y
6-4-1 6-3-2 5-5-1
S1i* 'm ¥ 1 fi* 4 ?
5-4-2 5-3-3 4-4-3

A 12-tis hat kombinaci6 ad meg.

+ V mY¥ '{// k-V¥ # <>

6-5-1 6-4-2 6-3-3
/7
N\
T oD
5-5-2 5-4-3 4-4-4

Tehat ahhoz, hogy 11-et vagy 12-t dobjunk, hat-hat kedvez6 esetre van sziik-
ség. Vagyis ezeknek az eseményeknek azonos az esélyiik, ami ellentmond a gya-
korlatnak.

Pascal megértette: a hiba abban rejlik, hogy a de Merre altal vizsgalt esetek
nem azonos val6szinliségliek. Példaul, ha 11 pontot Ugy érink el, hogy 6-4-1-t
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dobunk, ez 6-féleképpen lehetséges: (6; 4; 1), (6; 1;4), (4; 6; 1), (4; 1,6) (j. ¢
4), (1; 4; 6).

Ha 0sszeszdmoljuk az 6sszes kombinaciot, akkor a 11 dobé&sdhoz 27 kedvez6
eset van, a 12-h6z 25. Mikdzben ezek mindegyike egyenld esélyd.

Ezt és més hazérdjatékokhoz kothetd feladatot Blaise Pascal Pierre de Fermat-
val beszélte meg. Ugy tekintik, hogy ebben a levelezésben van megalapozva a
valoszin(iségelmélet tudomanya.

Erdekes, hogy a de Merre altal vétett hibat a hires francia matematikus, Jean le
Rond d’Alambert is elkdvette. Hibasan oldotta meg a kdvetkez6 feladatot: ,,Egy
érmét kétszer dobunk fel. Mekkora a valészinlisége annak, hogy legalabb egyszer
fejet dobunk?” O kortlbelul igy okoskodott.

Harom lehetséges kimenet van: elészor fejet dobunk, mésodszorra is fejet do-
bunk, harmadszorra egyaltalan nem dobunk fejet. Tehat a harom valészin( lehet6-

séghbdl csak kettd kedvezd, igy a keresett valdszin(iség

Mikdzben a 23. fejezet 7. feladatdbdl mar tudjatok, hogy a helyes
valasz —
4

A hiba abban rejlik, hogy a harom megnevezett lehet6ség nem azonos
eséllyel kovetkezik be (gondolkozz el rajta, hogy miért). Térténetlink inkabb
arrél tanuskodik, hogy a XVIII. szazadban a valdszin(iségszamitas még ,,fi-
atal” tudoméany volt, pontositani kellett volna ,,az esemény valdszinlsége”
fogalmat.

Blaise Pascal
(1623-1662)

Francia teoldgus, ir6, matematikus és fizikus. Korai
gyermekkoraban matematikai tehetséget mutatott, fiatal
géniuszok példajaként vonult be a tudomanyok torténetébe.
Matematikai érdeklédése nagyon széles korli volt. Megalkotta a
tobbi kozétt a barmely egész szammal vald oszthatosag
algoritmusat, megfogalmazta a val6szin(iségszamitas
alapallitasait, az alakzatok teriiletének, testek felszinének és
térfogatanak szamitasai modszereit. Megalkotta az elsd
mechanikus szamologépet, a summatort.
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A valbsziniségszamitads kidolgozédsa és fejlédése Jakob Bemoulli (1654-
1705), Pierre Laplace (1749-1827), Richard von Mises (1883-1953) hires tudoé-
sok munkaihoz kothet6k. A XX. szazadban jelentds eredményeket ért el ezen a
téren a kivald szovjet matematikus, Andrij Mikolajevics Kolmogorov.

Az ukrdn matematika-tudomany a valdszin(iségelmélet terén szamos Ki-
magaslo egyéniséggel ajandékozta meg a vilagot. J. I. Hihman, B. V. Hnye-
denko, A. V. Szkorohoda, M. J. Jadrenko neve ismerten cseng a matematiku-
sok korében szerte a vildgon.

A. M. Kolmogorov M.J. Jadrenko
(1903-1987) (1932-2004)

Mihajlo Jadrenko az alkoté energidjanak je-
lent6s részét pedagdgusi tevékenységbe fektette.
Sokat foglalkozott a tehetséges felndvekv6é nemzedéekkel, alapitd tagja volt az or-
szagos matematikai olimpiaknak. Jelentds felvilagosit6 munkat végzett. Tobbek
kozott az 6 kezdeményezésére adtak ki 1968-ban Ukrajna els6 tudomanyos-isme-
retterjeszt6 gydjteményété matematika vilagaban cimmel.

JINMAstatisztika alapjai

Mekkora példanyszamban kell kiadni a kilencedikes algebrakényvet?

Megéri-e egy politikusnak elindulni a kdvetkezd polgarmesteri valaszta-
son?

Mennyi az egy f6re jutd halfogyasztas éves atlagban Ukrajnaban?

Megéri-e az adott m(ivész koncertjére kibérelni egy stadiont?

Ezekre és més hasonld érdekes kérdésekre segit vélaszt adni a sta-
tisztika.
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M eghatadrozas. A statisztika (latin eredetd, status - jelentése allapot) -
témegjelenségeket jellemz§ adatok dsszegy(ijtésének, feldolgozasanak és elem
zésének tudomanya.

A statisztika vizsgalatok tobb szakaszbdl allnak:

Vizsgaljunk meg miden szakaszt.

Az adatok gyjtése

Tudjatok, hogy a rossz beidegzddések, helytelen taplalkozas, a mozgassze-
gény életvitel sziv- és érrendszeri betegségekhez vezethet. Természetesen erre a
kovetkeztetésre nem Ugy jutottak az orvosok, hogy megvizsgaltak a f6ldén min-
den embert.

Vilagos, hogy a vizsgalatot a kivalasztas és a témegesség jellemezte.

A statisztikdban azon objektumok 0sszességét, ami alapjan torténik a vizsgalat,
mintéanak nevezzik.

Az el6bbi példaban a minta tébb milli6 emberbdl allt.

Meg kell jegyezni, hogy azok a statisztikai kdvetkeztetések, amelyek csak a
minta nagysagara alapoznak, nem mindig megbizhatok. Példaul, ha egy mivész
népszerliségét vizsgaljuk, és megelégsziink csak azok kikérdezésével, akik el-
jottek a fellépésére, akkor a kovetkeztetéseink nem lesznek objektivek, mivel a
megkérdezettek pontosan azért jottek el a fellépésre, mert kedvelik a mUvészt.
A statisztikusok szerint a mintanak reprezentativnak kell lenni (a francia represen-
tatifszobol - jelentése képviseld).

igy az orvosok a sziv- és érelégtelenséget kivaltd okok vizsgalatakor kiilonbo-
z6 kord, foglalkozéasu, nemzetiségl embereket vizsgaltak meg.

Tehat az adatok Osszegy(jtésénél a tomegességre kell odafigyelni és arra,
hogy a mintavétel reprezentativ legyen. Néha a minta megegyezik azon objek-
tumok halmazaval, amelyen a vizsgalatot végezziik. Erre az esetre példa lehet a
9. osztalyban az allami 6sszegz6 atesztacio.
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Az adatok megadasi maédjai

A begydjtott informécidét (adathalmazt) célszer(i tablazatokba, grafikonokba
vagy diagramokba foglalni.

Vizsgaljunk meg néhany példat!

T. PELDA Az alabbi tiblazat az iskolasok szaméara szervezett nemzetkézi ma-
tematikai olimpia ukran eredményeit tartalmazza 1993-2016 k6zott. (A nemzetkozi
matematikai olimpian egy csapatban nem lehet t6bb 6 versenyzénél.)

Az érmek szama Erem
Ev Helyszin ) . nélkiliek
Arany  Ezist Bronz Osszesen s7&ma
1993 Torokorszag 0 2 3 5 1
1994 Hongkong 1 1 2 4 2
1995 Kanada 1 1 1 3 3
1996 India 1 0 5 6 0
1997 Argentina 3 3 0 6 0
1998 Tajvan 1 3 2 6 0
1999 Romania 2 2 1 5 1
2000 Koreai Koztarsassag 2 2 0 4 2
2001 USA 1 5 0 6 0
2002 Nagy-Britannia 1 3 0] 4 2
2003 Japan 1 2 3 6 0
2004 Gorogorszag 1 5 0 6 0
2005 Mexiko 2 2 2 6 0
2006 Szlovénia 1 2 2 5 1
2007 Vietnam 3 1 2 6 0
2008 Spanyolorszéag 2 2 2 6 0
2009 Németorszag 3 1 2 6 0
2010 Kazahsztan 1 2 3 6 0
2011 Hollandia 1 2 3 6 0
2012 Argentina 0 3 2 5 1
2013 Kolumbia 1 3 1 5 1
2014  Dél-afrikai Koztarsasag 2 3 1 6 0
2015 Thaifold 2 3 1 6 0
2016 Hongkong 0 2 4 6 0]

Sok esetben az adatokat célszerli oszlopdiagrammal megadni, melyet még
hisztogramnak is neveziink (a gordg eredetd: histos - jelentése oszlop és agram-
ma - iras, levél). Az ilyen informéacidt kénny( értelmezni és megjegyezni.
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2. PELDA A 24.1. 4bra Ukrajna természetvédelmi alapjarél tartalmaz infor-
maciot.

Az objektumok kategoridi
24.1. é&bra

3. PELDA Az informéci6 grafikonon is feltiintethet6. A 24.2. abra szemlél-
teti az intemethasznalék évenkénti szdzalékos ardnyanak novekedését 1995-
2016 folyaman.

2016

24.2. abra
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Oszlopdiagramot és grafikont akkor érdemes haszndalni, ha azt szeretnénk
bemutatni, hogyan valtozik valamilyen mennyiség az id6 valtozasanak fliggveé-
nyében.

4. PELDA A 24.3. abran lathaté diagram az ukran tanuldk altal 2016-ban

a nemzetkdzi olimpidkon megnyert érmek megoszlasat mutatja be. Ezt kor-
diagramon szemléltettiik. A kor jeldli az 6sszes érmet és minden tantargynak
megfelel egy korcikk.

O Matematika

m Fizika

b 0 Kémia

O Bioldgia

O

m Lingvisztika
O Okoldgia
m Csillagészat

O Foldrajz
24.3. é&bra

Az adatok elemzése, kovetkeztetések és ajanlasok

A statisztikai adatok a tudoméanyok kiilonb6z6 agaibdl, az emberi tevékenység
szerteagazo tevékenységi koréb6l szarmaznak: kdzgazdasag, egészségigy, szo-
ciologia, demografia, mez6gazdasag, meteoroldgia, sport, stb. Ennek ellenére a
statisztikai adatok feldolgozasa (elemzése) sokban hasonlit egymasra. Ismerked-
jink meg néhannyal kozulik.

Térjink vissza az 1. példahoz. A tablazat adataib6l ki lehet szamitani,
hogy Ukrajna atlagosan évente hany érmet szerzett a nemzetkdzi matematikai
olimpiakon. Ehhez el kell osztani az eltelt id6szak alatt megnyert érmek szamat
az évek szamaval. Példaul 1993-t6l 2016-ig azt kapjuk, hogy

5+4+3+6+6+6+5+4+6+4+6+6+6+5+6+6+6+6+6+5+5+6+6+6
24

130 _ 5

24 12'

Mivel egy év alatt 6-nal tobb érmet nem lehet nyerni, igy a meghatarozott
g
kozépérték, 5— arrol taniiskodik, hogy Ukrajna csapata méltoképpen szerepel

ezen a tekintélyes férumon.
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A statisztikai informaciékban gyakran szerepelnek a megkapott adathalmazok
kozépértékei. Példaul, az aldbbi tablazat tartalmazza néhany orszag legnagyobb
élelmiszerlancain keresztil értékesitett alapélelmiszerek mennyiségét (egy év
alatt egy f6re juté mennyiséget kilogrammban).

Hal és a tenger

Orszag Hus qyimblcsei Gabonafélek  Zoldségek  Gyumolcssk
Ausztrélia 118,1 22,1 86,6 93,8 103,5
Daénia 1119 24,3 139,5 102,2 146,5
Spanyolorszag ~ 122,0 27,4 98,9 1433 105,4
Olaszorszag 91,0 26,2 162,6 178,3 131,0
Kanada 99,0 25,6 119,3 120,3 119,2
USA 1234 21,1 110,8 1235 1135
Ukrajna 339 15,6 158,4 116,0 364
Franciaorszag 98,3 31,2 117,2 1429 95,5

Az ilyen tablazatot fel tudjak hasznalni példaul a kézgazdaszok a kutatasaik-
ban, kdvetkeztetéseikben és ajanlasaikban, az tizletlancok tulajdonosai, a termé-
kek el6allitdi a tovabbi tevékenységuk tervezésenél.

Viszont a szamtani kdzépérték nem mindig pontosan (megfelelden) tikrozi
a helyzetet. Ha példaul az orszagban a lakossag killonb6zé rétegeinek a fizetése
lényegesen kilénbdzik egymastol, akkor az egy fore jutd atlagkereset a lakossag
tobbségénél nem tiikrozi az anyagi helyzetiiket.

Tegylk fel, egy adott orszagban 100 nagyon gazdag és 5 millié nagyon sze-
gény ember él. Akkor az atlagjovedelem nem tal alacsony, ami nem megfelel6en
tikrozi a lakossag szegénységét.

llyen esetekben az elemzéshez masmilyen ismérveket alkalmaznak.

Az 1. példa alapjan készitettlink egy tablazatot, amelyben feltiintettiik a kiilén-
b6z6 szinl érmek szamat:

Nem nyertek
érmet

33 55 42 14

Aranyérem Eziistérem Bronzérem

Az ilyen tablazatot gyakorisagi tdblazatnak nevezzilk, a masodik sorban fel-
tintetett szdmokat pedig gyakorisagoknak.

Az 55 gyakorisdg arrél tantskodik, hogy az ukran didkok leggyakrabban
ezlstérmet szereztek. Az ezlistérmek szdmat az adatsor méduszanak nevezzik.
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Ez a sz6 mindenki szamara ismer6s. Gyakran hasznaljuk a ,,mo6dot kapott”,
»maddja van ra”, ,maédot keritett rd” kifejezéseket. A mindennapi életben a divat,
ukréanul ,mopa”, azon nézetek, elvarasok dsszességét jelenti, amit adott idében a
tobbség elényben részesit.

A modusz akkor a legfontosabb kdzépérték-mutatd, ha az adathalmaz nem sza-
mokbdl all. Szemléltessiik ezt egy példan.

Egy ismert cég, amely farmernadragokat szeretne behozni az ukrén piacra, egy
500 f6s reprezentativ mintan végzett felmérést. Az eredményt az alabbi gyakori-
sagi tablazat tartalmazza:

A farmerek mérete XS S M L XL XXL XXXL
Gyakorisag 52 71 145 126 59 40 7
Relativ gyakorisag (%) 104 142 29 252 118 8 14

A tablazat harmadik soraban a megfelel6 gyakorisag és a minta elemszamanak
az ardnya van feltiintetve. Ezt az aranyt relativ gyakorisdgnak nevezzik. Példaul
az XS méretre azt kapjuk, hogy:

o 100=10.4 (%)

Ennek a mintanak a mdédusza az M-es méret, melynek a relativ gyakorisaga
29%.

igy ez a cég megtudta, hogy a szallitmany legnagyobb részét (kb. a 29%-at) az
M-es méret(i farmereknek kell képeznie.

Megjegyezziik, ha a tablazatban két gyakorisag egyenl6 lenne és legnagyobb
értékd, akkor médusz lenne a két megfeleld méret.

Korabban mar felhoztunk egy olyan példat, amikor a szdmtani k6zépérték nem
pontosan tikrézte az adott orszagban az emberek anyagi helyzetét. Pontosabb
elemzést kaphatunk, ha a szamtani kozépértéket kibdvitjik egy ilyen vizsgélat
eredményével.

Készitiink egy reprezentativ mintat az adott orszag lakosai kozil, és begydij-
tink egy adathalmazt az emberekjovedelmérdl. Majd egy skdla mentén, ami meg-
hatarozza ajévedelem szintjét (alacsony, kozepes, magas) az adott adatsort harom
csoportra bontjuk. Osszeallitunk egy tablazatot, amelyben feltiintetjiik az adatok
gyakorisagat és relativ gyakorisagat:

Ajovedelem szintje Alacsony Kdzepes Magas

Gyakorisag m n k

Relativ gyakorisag p % q% r%
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Ennek az adathalmaznak a modusza jellemezheti ajovedelem szintjét az adott
orszagban.

Az adatsorok vizsgalatat 6ssze lehet hasonlitani az orvosok munkéjaval, akik
diagnozist allitanak fel. A tlinetek és a panaszok alapjan az orvos kivalaszt egy
madszert a betegség okainak a feltarasara. Erthetd, hogy ezt a mddszert a pontos
diagndzis hatarozza meg. Ugyanigy van ez a statisztikaban is: az 6sszegy(ijtott in-
forméaciotdl, a begy(jtés modszereitél figg az adat feldolgozésa. Ezek a mddsze-
rek kiegészithetik egymast, valamelyik pontosabb (helyénvaldbb), mint a masik,
konkrét helyzetet tikrézhet. igy példaul, elemezve az ukrajnai didkok szereplését
a nemzetkdzi matematikai olimpian megallapithatjuk, hogy a statisztikai jellem-
z6k, a szamtani kozép és a modusz sikeresen 6sszeegyeztethetd. Viszont abban
a példaban, amely a legkelendébb farmerek méretét hatarozta meg, leginkabb a
modusz keresése az elfogadhat6.

Minél nagyobb az adatok feldolgozasanak fegyvertara, annal objektivebb ko-
vetkeztetést vonhatunk le.

Ismerkedjink meg még egy fontos statisztikai mutatoval!

Az egyik csalad szeretné feljitani a konyhat, ezért utanaérdekl6dott, meny-
nyibe kerill egy négyzetméter csempe. Attanulmanyozva 11 épitkezési vallalat ér-
ajanlatait, az alabbi informéaciéhoz jutottak (az arak hrivnyaban vannak megadva
és ndvekvd sorrendbe rendezve)

80, 80, 90, 90, 100, 130, 180, 200, 300, 450, 500.

A csalad olyan vallalatot szeretne valasztani, amelynek az arai kdzepesek.

A kapott adathalmaz atlaga 200.

Viszont a kapott adatok azt mutatjak, hogy a 200 inkdbb a magasabb arak kozé
tartozik, mint a kbzéparhoz.

Lathat6, hogy a 130-as szam all a rendezett adathalmaz kézepén. Ezt a szamot
az adott minta medidnjanak nevezziik. A vizsgalt példanal épp ez a mutaté segit
kivalasztani a megfelel vallalatot. Val6jaban a sorozatban a 11 szam ko6zil pon-
tosan 5 kisebb 130-ndl, és ugyanannyi nagyobb néla.

Most lassunk egy olyan adatsort, ami paros szamu, példaul 8 elembdl all:

1,4,4, 7,8,15,24, 24.

Ebben az esetben a minta "k6zepe” egyszerre két szam: 7 és 8. llyenkor a
minta medianja a két k6zépsé elem szamtani kozepe: Tx8 - 7.5.
2
A szamtani kdzepet, a moduszt és a mediant a kapott adathalmaz statisztikai

kozépérték mutatéjanak nevezzik.



GYAKORLATOK

24. A statisztika alapjai

243

24.1.° Készits oszlopdiagramot a tablazat adatai alapjan az éves atlagh6mérséklet
szemléltetésére Ukrajna kiillénbdz8 vérosaiban!

Varos

Lviv

Ungvar

Kijev

Szumi

Odessza

Mikolajiv

Hémérséklet, °C

78
101
84
68
10,7

10,0

Varos
Cserkaszi
Poltava
Doneck
Luhanszk

Herszon

Hémérséklet, °C

7,7
7,6
85
88
10,3

24.2.° Abrézold grafikonon a metrévonalak hosszéanak névekedését a kijevi metro

fejl6dését mutatd tablazat alapjan!

24.3.°Abrazold grafikonon a metréallomasok szamanak névekedését a kijevi metrd

fejl6dését mutatd tablazat alapjan!

Ev
1960
1965
1971
1976
1981
1987
1992

Allomasok A halézat
szdma hossza, km

5 5,2

10 12,7

14 18,1

17 20,42

23 21,72

28 32,6

35 43,1

Ev
2000
2004
2008
2010
2011
2012
2013

Allomasok A halézat
széma hossza, km

40 51,4
43 56,3
46 59,8
49 63,6
50 65,08
52 66

53 67,5

24.4.° Allapitsd meg, reprezentativak-e az alabbi mintavételek:

1) ahhoz, hogy megallapitsak, milyen gyakran kirdndulnak a varos lakéi a
természetbe, megkérdezték harom kertvarosi szévetkezet tagjait;
ahhoz, hogy megallapitsak, mennyire tudjak fejb6l a 9.-es tanuldk Leszja
Ukrajinka verseit, véletlenszerlien megkérdeztek 4000 kilencedikes tanu-

2)

3)

l6t;

ahhoz, hogy megallapitsdk az intemetfelhaszn&lék ardnyat Ukrajnaban,
megkérdeztek 500 véletlenszeriien kivalasztott kijevi lakost;
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4) egy fiatalok szdméara készitett televiziés misor nézettségének megallapita-
sakor megkérdeztek 10 ezer lanyt és fiat 15-t61 20 éves korig!

24.5.° Hatarozd meg az alabbi mintéak statisztikai kdzépérték-mutatoit:
1)3,3,4,4,7,7,7,7, 8, 810;
2) 12, 13, 14, 16, 18, 18, 19, 19, 19.

24.6.° Testnevelésoran a lanyok szigorlatot tettek magasugrasbhol. A ta-
nar a kovetkez6 eredményeket jegyezte fel: 105 cm, 65 cm, 115 cm,
100 cm, 105 cm, 110 cm, 110 cm, 115 cm, 110 cm, 110 cm, 115 cm.
Hatarozd meg a kapott eredmények atlagat és medianjat!

24.7." A 9. osztaly osztalyféndke nyilvantartast vezet a tanulok hidnyzasardl. Hét
végeén igy nézett ki a feljegyzése:

A hét napjai Hétf6 Kedd Szerda Cstléfr_ Péntek
A hidnyz6k szdma 3 2 5 4 8

1) Hatarozd meg, hany tanulé hidnyzott atlagosan naponta ezen a héten!
2) Hatarozd meg a kapott adatok moduszat!

24.8.” Egy 23 f6s 9. osztalyban felmérést végeztek, naponta hozzavet6leg hany orat
tolt egy tanulé a hazi feladat elvégzésével. A valaszokat az alabbi hisztogram
szemlélteti (24.4. abra).

0 6ra 16ra 2 6ra 3 6ra 4 6ra
A hazi feladat elvégzésére forditott id6
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1) Toltsd ki az alabbi gyakorisagi tablazatot:
A héazi feladat elvégzésére forditott id6, h 0 1 2 3 4
Gyakorisag

Relativ gyakorisag

2) Atlagosan mennyi idét fordit egy tanulé egy nap alatt a hazi feladat elvég-
zésére? (Hatdrozd meg az adatsor szamtani kdzepét!)

3) Mennyi id6t fordit a tanuldk tobbsége egy nap alatt a hazi feladat elvégzé-
sére? (Hatarozd meg az adatsor méduszat!)

24.9." A 24.5. 4bran lathatd oszlopdiagram harom kilencedikes osztaly algebra
irasbeli dolgozatdnak eredményeit szemlélteti.

9 10 11 12
Erdemjegyek

24.5. &bra
1) Toltsd ki az alabbi gyakorisagi tablazatot:
Az érdemjegyszama 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n L
Gyakorisag

Relativ gyakorisag

2) Hatarozd meg az erre az irasbeli dolgozatra kapott atlagos érdemjegyet!
3) Hatarozd meg az adatsor mdduszat!
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24.10." Toltsd ki a 24.9. feladatban 1év6 gyakorisagi tablazatot az osztalyod utolsé
algebradolgozatanak eredményei alapjan!
1) Hatarozd meg az irasheli dolgozatra kapott atlagos érdemjegyet!
2) Hatarozd meg az adatsor mdduszat!

24.11." Egy herszoni iskola tanuléit megkérdezték, hanyszor replltek mar repil6-
gépen. A kapott valaszokat az alabbi tablazat mutatja:

A replilések szama 0 1 2 3 4 5
Tanulék szama 530 92 46 30 8 4
Relativ gyakorisag (%)

1) Téltsd ki a tablazat harmadik sorat!
2) Szemléltesd a kapott adatokat oszlopdiagramon!
3) Hatarozd meg az adatok moduszat és szamtani kdzepét!

4) Hatarozd meg, lehet-e ez a minta reprezentativ Herszon minden iskoléasa
szamara?

24.12." ird le az ebben az évben algebrabdl kapott 6sszes jegyedet! Hatarozd meg
az igy kapott adatsor szamtani kdzepét, méduszat és medianjat!

24.13." Egy vallalat igazgatojanak a fizetése 50 000 hrivnya, két helyetteséé
20-20 000 hrivnya, a tébbi 17 munkas havi bére 4500 hrivnya. Hatarozd meg
ennél a vallalatnal az atlagfizetést, a fizetések moduszat és medianjat!

24.14." Olvasd el Sevcsenko egyik legismertebb versét!

CafoK BULLUHEBWIA KOO XaT,
XpyLi Hag BULLHAMU TYAYTb,
MnyraTapi 3 nayramun ngyTh,
CniBaloTb ifyum gisyara,

A MaTepi BeYepsTb XAYTb.

Cem’a Beyeps KOMo Xatwu,
BeyipHs 3ipoHbKa BCTaE.
[Jouka BeuepsaTb Nogae,
A MaTn xo4e HayuaTu,
Tak CON0OBENKO He faE.
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[Moknana matu Koo xatu
ManeHbKMX AITOYOK CBOIX;
Cama 3acHyna Koso ix.
3aTuxno Bce, TiNbKO giByaTa
Ta conoBeiiko He 3aTux.1

Szamold meg a versbenaz a, ¢, i, i, h, o,p,y,  h betliket! Készits gyakorisagi
tablazatot! Hatarozd meg az adatok moduszat!

24.15/ 2016 majusaban reggel 8 6rakor Kijevben ekkora volta leveg6 h6mérséklete:

Datum Hémérséklet, Détum Hémérséklet, Détum Hémérséklet,

"C °C °C

01.05.2016 13,1 11.05.2016 17,8 21.05.2016 14,0
02.05.2016 15,3 12.05.2016 15,0 22.05.2016 16,9
03.05.2016 15,7 13.05.2016 16,6 23.05.2016 18,7
04.05.2016 15,4 14.05.2016 12,6 24.05.2016 17,4
05.05.2016 16,2 15.05.2016 13,1 25.05.2016 16,1
06.05.2016 13,1 16.05.2016 13,5 26.05.2016 16,8
07.05.2016 10,5 17.05.2016 8,8 27.05.2016 20,1
08.05.2016 14,2 18.05.2016 12,4 28.05.2016 19,2
09.05.2016 15,5 19.05.2016 9,5 29.05.2016 20,7
10.05.2016 17,5 20.05.2016 10,8 30.05.2016 17,3
31.05.2016 17,4

Hatarozd meg a kapott adatok kdzépérték mutatoit!

24.16/ Alkoss olyan adatsort, amely 1) dtelem; 2) hatelem( és amelynek:
a) a szamtani kozepe a medianjaval egyenl6;
b) a szdamtani k6zepe nagyobb a medianjanal!

1 T. T. WeByeHko. Teopu y 12 1. IHCTUTYT niTepaTtypu im. T. . LLeByeHka Akagemii
HayK YkKkpaiHu. - K. : Haykosa fymka, 2003. - T. 2. - C. 17.



248

Baratunk a szamitégép

Ebben az évben folytatjuk a 7. és a 8. osztalyban megkezdett szamitégépes is-
mereteitek tokéletesitését, Gjabb eszkdzdkkel és programokkal ismerkediink meg.
Felhivjuk a figyelmeteket arra, hogy az ebben a fejezetben ajanlott feladatokon ki-
vill rengeteg olyan program van, ami segit a kilencedikes tananyag elsajatitasaban.
Keressétek ezeket a programokat és més tananyagokat, kiegészit6 informaciokat
az internet haldzatan.

Ha szeretnél olyan szakmat valasztani, amelyhez nélkiilozhetetlen a matema-
tika mindennapi alkalmazésa, akkor elkezdheted b&viteni a matematikai program-
jaidat (példaul a Mathcad, MATLAB sth.), melyek gazdag eszkdztarral rendelkez-
nek matematikai szamitasok elvégzéséhez és mértani szerkesztésekhez.

Ebben a fejezetben olyan feladatokat t(iztink ki, melyeket az adott témakdrén
belul szamitoégép segitségével tudsz megoldani. A feladatok tébbsége - a tankdnyv
feladatainak folytatasa, tovabbgondolasa (ezeket a feladatokat 11 jel6ltiik, ebben
a fejezetben pedig feltlintetjik a szamat).

Azok szamaéra, akik szeretnek programozni, az olyan algoritmusok és progra-
mok elkészitését ajanljuk, melyekben alkalmazhatjak az elsajatitott matematikai
ismereteiket. Azokat a feladatokat, melyek tartalmazzak a programozas elemeit,
csillaggal jeldltik. Mivel a programozasi nyelveket még nem tanultatok, ezért ele-
gend6 végiggondolni az algoritmust, és leirni szavakkal vagy folyamatabrat készi-
teni; a programozasi nyelvek elsajatitasanak fiiggvényében az algoritmus alapjan
mar a programot is megirhatjatok. Felhivjuk a figyelmeteket arra, hogy az algorit-
mikus gondolkozas (Iépések meghatarozott sorozata) nem csak a programozasban
hasznalhat6, hanem mas tevékenységekben is.

Az 1. fejezethez

Egyenl6tlenségek

Keress ra az interneten a kdzlekedési szabalyokra! Valaszd ki koziiliik azokat,
amelyek valamilyen mennyiségi korlatot szabnak meg! A valaszaidat add meg
egyenlétlenség alakjaban!

Rajzolj szerkeszt6 programmal szamegyenest! Szemléltesd, hogy a kisebb
szam a nagyobb szamtdl balra van a szdmegyenesen!

Mentsd el egy fajlba a megrajzolt szdmegyenest, hogy a tovabbiakban is tud
hasznélni!
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A 2. fejezethez

Az egyenlbtlenségek alaptulajdonsagai

Hogyan lehet szemléltetni az egyenl6tlenségek tulajdonsagait szerkeszt6 prog-
rammal? A szerkeszté program eszkdztarabol mely eszkdzdket tudott alkalmazni?

A 3. fejezethez

Egyenl6tlenségek dsszeadasa és szorzasa.

A kifejezések helyettesitési értékének becslése

Keress valaszt az internet segitségével arra a kérdésre, hogy a Naprendsze-
rinkben melyik bolygé van legkdzelebb, és melyik van legtavolabb a Naptdl!
Hogyan hatarozhatjuk meg a bolygoék kozétti legkisebb és legnagyobb tavolsa-
got! Készits tablazatot valamilyen tablazatkezel6vel! Megtudod-e oldani, hogy a
program automatikusan szamolja ki a tetszéleges két bolygd kozotti legnagyobb
és legkisebb tavolsagot?

A 4. fejezethez

Egyismeretlenes egyenlétlenségek

Készits szamegyenest valamilyen grafikai szerkesztével! Szemléltesd ezen a
szamegyenesen a 4.5., 4.6., 4.13. feladatok megoldasat! A rajzprogram mely esz-
kozei segitettek a megoldasok Iépéseinek szemléltetésében?

Az 5. fejezethez

Egyismeretlenes linearis egyenlétlenségek megoldasa.
Szamintervallumok

Oldd meg grafikai szerekesztével az 5.1., 5.2., 5.3. feladatokat!

A 6. fejezethez

Egyismeretlenes linearis egyenlétlenség-rendszerek

Oldd meg grafikai szerekesztével a 6.3., 6.4. feladatokat!

Készitsd el a 6.33.* feladat megoldasanak algoritmusat, ha minden esetet vé-
gigprébalunk!

A 6.54.* 6.55.* 6.56.* feladatok a szézalékszamitas tipusfeladatai. Altalano-
sitsd a szazalékos feladatok mindharom tipusat! ird le a bemend adatokat és az
eredményeket! Készits algoritmust a feladat megoldasahoz!

A 7. fejezethez

A figgvényekr6l tanultak ismétlése, bévitése

A fliggvény megadasi modjai kozil melyiket célszerli hasznéalni szamitogép
alkalmazasanal? Milyen eszkdzdket hasznalhatsz ebben az esetben?
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A 8. fejezethez

Figgvénytulajdonsagok

‘Egy fliggvény tablazattal van megadva. Készits algoritmust, hogyan lehet
meghatarozni, milyen argumentum értékékre vesz fel a fiiggvény azonos el6jelii
értékeket, hol névekvd és hol csokkend ez a fliggvény? Milyen feltételnek kell
megfelelnie az adatok tablazatos elrendezésének?

Altalanositsd a 8.31.* feladatot és készitsd el a matematikai modelljét és a meg-
oldas algoritmusat!

A 9. fejezethez

Hogyan kell dbrazolni azy = kf(x) figgvény grafikonjat azy =/(.v) fugg-
vény grafikonjabol

Adj meg tablazatkezel6vel egy tetsz6legesy =/(x) fuggvényt, majd abréazold
a tablazat alapjan ezt a figgvény! Hogyan kell megvaltoztatni a tablazatot, hogy
megkapd azy - k f (x) fliggvényt? Hogyan végezheted el ezt automatikusan? Ab-
razold azy = kf(x) fuggvényt kiilonb6z6 k értékekre?

Abréazolj grafikai szerkesztével egy tetszélegesy =/(x) filiggvényt! A grafi-
kai szerkeszt6 milyen eszkdzeit tudod alkalmazni, hogy ennek a fiiggvénynek a
grafikonjabol megkapd azy = kf(x) fuggvény grafikonjat, ha k > 1; ha 0 < k <1;
ha k = -1? Hogyan lehet alkalmazni ezeket az eszkdzoket, hogy megkapjuk az
y = kf(x) figgvény grafikonjat, hak<0ésk -1?

A 10. fejezethez

Hogyan kell &brazolni azy=f(x) + b ésazy =f(x + a) fuggvény grafikon-
jat azy =f(x) fuggvény grafikonjabol

Adj meg tablazatkezel6vel egy tetszélegesy = f(x) figgvényt, majd abrazold
atablazat alapjan ezt a fliggvény! Milyen valtozasokat kell elvégezni a tablazaton,
hogy megkapjuk azy = f(x) + b fuggvény grafikonjat? azy =f(x + a) fuggvény
grafikonjat? azy =/(x + a) + b fuggvény grafikonjat? Hogyan lehet megoldani,
hogy mindez automatikusan valtozzon? Abréazold azy =/ (x + a) + b fiiggvény
néhany grafikonjat tetszéleges a és b értékre?

Abrézolj grafikai szerekesztével egy tetszélegesy =f(x) fiiggvényt! A grafikai
szerkeszt6 milyen eszkdzeit tudod alkalmazni, hogy azy = f (ic) fuggvény grafi-
konjabol megkapd azy = f(x) + h és azy = / (x + a) fuggvény grafikonjat! Hogyan
alkalmazhatod ezeket az eszkdzdket ahhoz, hogy abrazolhasd azy =f(x +a) +b
fliggvény grafikonjat?

A 11. fejezethez

A masodfokd fliggvény, annak grafikonja és tulajdonsagai '

'Egy parabola azy =ax2+ bx + ¢ képlettel van megadva. Készits algoritmust
az a, b és c bemend adatokkal! Az algoritmusnak a parabola kévetkez§ tulajdon-
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sagait kell vizsgalnia: a parabola szarainak iranyat, csicspontjanak a koordinatait,
a parabola és a koordinatatengelyek metszéspontjait, a kapott eredmények alapjan
pedig dontsd el, hogy a parabola melyik részét célszer(i abrazolni!

Automatizald a megfelel§ fliggvényérték tablazatanak kiszamitasat, és abra-
zold a tdblazat alapjan a grafikont! Hogyan fogod kivalasztani az argumentum
értékeit, hogy a grafikon minél pontosabb legyen?

Néhany tovabbi fuggvénytranszformacio

Hatarozd meg, hogyan lehet tablazatkezel8vel és grafikai szerkesz-
tével azy =f (x) fiiggvény grafikonjabol megkapni azy =/ (-x) és az
y =/(Ix\),y =1/W Ifuggvény grafikonjat?

A 12. fejezethez

Masodfoku egyenlétlenségek megoldasa

*irj algoritmust a 12. fejezetben lév6 tdblazat alapjan az ax2+ bx + ¢ >0
egyenl6tlenség megoldasara, a bemeneti adatok legyenek az a, b és c értékei!

Milyen bemeneti adatokkal kell kiegésziteni az a, b és c értékeket és hogyan
kell megvaltoztatni az algoritmust, hogy meg tud oldani az ax2 + bx + ¢ < 0,
ax2+ bx + ¢ > 0, axl+ bx + ¢ > 0 egyenl6tlenségeket is?

A 13. fejezethez

Kétismeretlenes egyenletrendszerek

Feledékeny Marci Ugy szeretett volna megoldani egy egyenletrendszert, hogy
a rendszer minden egyenletét tablazatkezel6vel abrdzolja, majd a szdmitogép mo-
nitoran megkeresi a gorbék metszéspontjat. Mi a hianyossaga ennek a tervnek?

A 14. fejezethez

A kétismeretlenes egyenletrendszerek mint alkalmazott matematikai mo-
dellek

'Elemezd a fejezet feladatait! Tobb feladat hasonld esetekkel foglalkozik. Ta-
lald meg ezeket a feladatokat, és irj az altalanos esetre algoritmus?

A 15. fejezethez

Szamsorozatok

A tablazatkezel6vel ki lehet tolteni a tdblazat Gres részeit a sorozat megfelel§
tagjainak beirasaval, amit egy sorozat tagjai altalanos n tagjanak képlete alapjan és
rekurzivan adtunk meg. Sajatitsd el a tablazatkitoltések ezen mddjait!

Megj egyzés. Vilagos, hogy ezzel a mddszerrel csak véges sorozatot tu-
dunk megadni.

Oldd meg a fejezet tetsz6leges feladatat ezzel a mddszerrel!
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Alo. fejezethez

Szamtani sorozat

Dolgozd ki tablazatkezel6vel azt az eljarast, amellyel ki lehet tdlteni egy tabla-
zatot egy véges szamtani sorozat tagjaival, és ezt az eljarast barmely a, és d értékre
alkalmazni lehessen!

A 17. fejezethez

A szamtani sorozat els6 n tagjanak 6sszege

Dolgozd ki a tdblazat kitoltésének olyan mechanizmusat, hogy a tdblazatkeze-
I6ben az els6 oszlopban a k természetes szam legyen, a szamtani sorozat tagjanak
sorszama, a masodik oszlopban a b-dik tag értéke, a harmadikban pedig az els6 k
tagok dsszege. A k maximalis értékét te valaszd ki. Ki tudod-e tolteni automatiku-
san ezt a tdblazatot megadott a, és d értékre?

A 18. fejezethez

Mértani sorozat

Dolgozd ki tablazatkezel6vel azt az eljarast, amellyel ki lehet tolteni egy tab-
lazatot egy véges mértani sorozat tagjaival. Dolgozd ki Ugy, hogy ezt az eljarast
barmely b, és q értékre alkalmazni lehessen!

Hogyan lehet szamoldgéppel kamatos kamatot szamolni? Szamitsd ki a
18.17.-18.20. feladatokat szamologéppel!

A 19. fejezethez

A mértani sorozat elsé n tagjanak désszege

A 17. fejezetnél olyan eljarast készitettél, amely megadott a, és d értékre szam-
tani sorozattal tolti ki a tablazatot. Bévitsd ki ezt a tablazatot egy negyedik osz-
loppal, amelybe a mértani sorozat k-dik tagja keriil, amelynél b, = a, ésq =d, az
0todik oszlopba pedig a mértani sorozat els6 k tagjanak dsszege keriiljon. Rajzolj
grafikont a tdblazat adatai alapjan!

Vizsgald meg a szamtani és a mértani sorozatok menetét kiilénbéz6 a, és d
értékre!
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Feleletek és Utmutatasok

1.8. Egyenl6tlenségek

1. Egyenl6tlenségek

1.10. 1) Nem; 2) Igen; 3) Nem; 4) Nem; 5) Nem. 1.18. A tort értéke né.
1.19. A tort értéke csokken vagy nem valtozik. 1.22. 1) Nem igaz; 2) lgaz;
1.26. Igen. 1.28. 1) Utmutatés, al+ b2+6a- 4b + 13= (al+6a +9) + (b2-4b + 4).

2. Az egyenlétlenségek alaptulajdonsagai

2.13. 3) Nem lehet 6sszehasonlitani. 2.19. 4) Ha ¢ > 0, akkor c2 > -4c;
ha-4 <c <0, akkor c2<-4c; ha ¢ = 0, akkor igaz egyenl6tlenséget nem kapha-
tunk. 2.21. 1. 2.22. 24.

3. Egyenl6tlenségek 6sszeadasa és szorzasa. A kifejezések helyettesitési
értékének becslése

3.12. 3) Nem; 4) Nem; 5) Nem; 6) Igen; 8) Igen; 10) Igen; 11) Nem; 12) Igen;
13) Nem; 14) Nem. 3.27. 1) VIO+V8 > Vil +V6, 2) 2+Vii <V + VIO,
3) VI5-V5>V2; 4) V21+v20>9. 3.28. 1) V6+V3>V7+V2
2) V26 - V2 <n/i4. 3.32. 400%.

4. Egyismeretlenes egyenl6tlenségek
4.15. 4) Nincsenek gyokei; 5) x - barmely szam; 6) -6. 4.16. 6 km.

5. Egyismeretlenes linearis egyenlétlenségek megoldasa.
Szamintervallumok

5.25. 3) (-00; -5]; 4) (-00; 1); 5) [7; + 00); 6|) i.oo;llJ 7) (-o00; -7,5]; 8) (1; + 00);
9) (-00; + 00); 10) 0; 11) (-00; + 00);12) (-00; 0). 5.26. 1)
2) [-6; +00); 3) 0; 4) (-00; -6]; 5) (-00; + 00) 6) (-3,5; + 00). 5.27. 1) -8; 2) -1.
5.28.1)-6; 2) -3. 5.29. 5 megoldésa van. 5.30. 8 megoldéasa van. 5.33.1) a <
2) a<1,6. 534. )b <3;2) b <--8. 5.35. 12 km. 5.36. llyen szam nem létezik.

5.37. 18 goly6. 5.38.44 meggyfa. 5.39. 21. 5.40.28, 30,32. 5.41.25, 30, 35. 5.42.
1) Ha—4<x<2ésx>2;2)hajc<—46és—4<x<3;3)ha—3<x<-2,-2<x<2
ésx> 2;4)ha-1 <x <1ésx> 1 5.43.1)Hax<-3 és-3 <x<9;2)ha7<x< 8és
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X >8.544. 1) 9; 2) -3; 3) 13; 2,2; 4) nincsenek gyodkei. 5.45. 1) 3 2) -2; 12

5.48. 3)Haa>-1¢ésa” 1549.2) Ham<7¢és m~" 0.550. 1) Haa> -1 és

af 0;2)haa<— ési -1;3)haa<— ésa” 3.551l. Ha a<—— 5.52. 1) 3-
16 5 12

2)-1.553. 1)-7; 2) -4. 5.54. 1) Ha a >0, akkor* > 0; haa <0, akkorx < 0; ha
a =0, akkor nincsenek gydkei; 2) haa >0, akkor* <-1; haa <0, akkor* >-1; ha
a =0, akkor* - barmely szdm; 3) ha a> 0, akkorx < 1; haa <0, akkorx < 1; ha
a =0, akkor x - barmely szam; 4) ha a <2, akkorx <-2; ha a > 2, akkorx > -2;
ha a = 2, akkor nincs megoldas; 5) ha a > 2, akkor x > a + 2; ha a < 2, akkor
X <a+2; haa=2, akkor nincs megoldas; 6) haa >-3, akkorx < a- 3; haa<-3,
akkorx > a-3; haa=-3, akkorx - barmely szam. 5.55. 1) Haa " 0, akkorx < 0;

haa =0, akkor x - barmely szdm ; 2) haa >-1, akkor x < 1 haa <-1, akkor
at

X > ha a = -1, akkor x - barmely szam; 3) ha a > -A, akkor x >——;
o+l a+4’

haa< -A, akkor x <—_|1_?; ha a =—4, akkor nincs megoldas. 5.59. 15 éra, 10 6ra
a

6. Egyismeretlenes linearis egyenl6tlenség-rendszerek

6.23. 1) LleloJ] 2) (-00;-4,2); 3) [-2; 3]; 4) [-0,8;+-); 5) 7®,
6) (-00; 4]; 7) 0; 8) 0. 6.24. 1) f-zl; . 2) [-10;+-); 3) 0;
4) (-00; +00). 6.25. 1) -3; -2; -1; 0; 2) 7; 8; 9; 10; 11. 6.26. 1) 4 megoldasa;
2) 6 megoldasa. 6.27. 1) [2,5; +—); 2) 3 31 3)0; 4) (--; 4). 6.28. 1) (0; 8J;
2) (5;+-). 6.29. 1) (-0,5; 6,5); 2) [14; 17]. 6.30. 1) [-1,5; 2,5); 2)

6.31. 2)(1,5; 7); 3) (-00;-2). 6.32. 1) 0; 2) (1; 3). 6.33. 3 cm, 5 cm vagy 4 cm.
6.34. 1) [-A,3]; 2)x<-Il vagy x> 3,5; 3)x < lvagy x> 8; 4) (-2; 9); 5) (-2; 0,5];
6) x<-0,8 vagyx> 6.6.35.1)(-3; 2); 2)x<4 vagyx> 8; 3)x<-9 vagy x>1,2;

4) -1; 10]. 6.36. 1) [-1,6; 5,6]; 2) (-4; 1); 3) x < -12.vagy x > 6;

4) x<2 vagy x>|; 5) [1;+-); 6) f_H;+o00\ 6.37. 1) x<3,6 vagyx>8,4;
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2) [-2;-1,2];3) [*oo;ij; 4) (-<»; 2]. 6.38. ) Haa>3;2)haa< 3.6.39. 1) Ha

a<4;2)haa>1640. )Haa<-1;2)haa= 1641 Haa< 2, akkorx < a\
ha a > 2, akkorx <2. 6.42. Ha a < -3, akkor a <x < -3; haa > -3, akkor nincs

megoldéas. 6.43. Ha 10<a < 11. 6.44. Ha 1<b < 2. 6.45. Ha8< a< 9. 6.46. Ha
-6 < b<-5. 6.47. Haa<3.6.48. Ha 2 6.49. Haa < -1 vagy a > 8.

6.50. 1)-1; 2)-2; 4. 6.51. 1) 2VIO-V6; 2) 0,6V2b; 3)-4VO.

2. §. Mé&sodfokl fuggvény
7. A figgvényekrél tanultak ismétlése, bévitése
7.17.2) Minden szam, kivéve a 7-et és a -7-et; 4) a négynél nem kisebb sza-
mok, kivéve a 6-ot. 7.27. 60 km/h.

8. Fuggvénytulajdonsagok
8.17. a<é. 8.18.a>19.8.19.2.820. m<-2.826.a=1,a =2ésa = 15.

8.27. Ha < -2, akkor a fiiggvény legnagyobb értéke/ max=/ («) = al, legkisebb
értéke/mn=/(0) =0; haa=-2, akkor/mex=/(-2) =/(2) =4, / mn=/(0) = 0;
ha -2 <a <0, akkor/ mx=/(2) =4 ,/mn=/(0) = 0; ha 0 < a < 2, akkor
l««=/[(2) =4 ,Im=/«) =«28.30. 10 ora, 40 ora. 8.31. 20%.

9. Hogyan kell dbrazolni azy - kf (x) fuggvény grafikonjat azy =/(*)
fliggvény grafikonjabal
9.21. 3t.

10. Hogyan kell abrazolni azy =t (x) + b és azy =t (x+a) fuggvény
grafikonjat azy = ¢ (x) figgvény grafikonjabdl
10.17. a)y =x2+ 3; b)y =-2x2- 1 10.18. a)y = 2x2- 6; b)y =

=4 -x21019.4)y = (x- 2)2 b))y =-3 (x + 3)2 10.20. a) y =i(x +4)2;

b) v =-2 (x- 1)2 10.21. a) y = (x + 2)2- 4; b)y = -(x - 2)2+ 5;
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c)y :-3(x - 3)2+1. 10.22. a)y = (x- 4)2- 5;b)y =-2 (x +6)2+ 7. 10.25. Mind

a két allitas igaz. 10.28. 3) Utmutatas,y = 2*+2T2=_2 — . 10.32. —

11. A masodfoku fuiggvény, annak grafikonja és tulajdonsagai
11.12. -1; 1;3.11.13.4. 11.14. 1) 2 gy6ke van; 2) 1gyoke van 11.15. 3 gyoke
van. 11.16.1) (-1; -1), (9; 9); 2) (2; 23), (8; 17). 11.17. (3; 15), (-1; 11). 11.23. 1)-25;

2)-13;3)-22.11.24.1)262) 17:3)-10.11.25/7= 1,9 =4.11.26. a =-~, b=~

11.27. a =3, b =5 11.30. b =-16. 11.31. b = 18 11.32. a = 1vagy a = 4.
11.33. a >2—. 11.34.a<-16.11.35.¢=-8.1136.c= 14.1137.a)a> 0, *<0,c< 0;

b)a<0,b<0,c>0. 11.39.p =-4,q =9. 11.40.a=1,b =-8,c=6. 11.41. a) -4;
b) 4. 11.42.-1. 11.43. 1) 25. Utmutatés. Jeldljik az egyik szamot x-szel, akkor a
masik szam 10 - x. Vizsgaljuk meg az/ (x) = x (10 - x) = I0x - x2 2) 50.
1.44. 1 6ra 30 perc mulva. 11.45. 1600 m2 11.50. 1) a >—4; 2) a =-4; 3)a < 4.
11.52. a>;. 11.53. a>-0,5. 11.57. 1) 8a/l; 2) 56; 3) 6V2-5.

11.58. 4 km/h. 11.59. 20 perc, 30 perc.

12. Méasodfoku egyenl6tlenségek megoldasa

12.10. 1) (-2; 1); 2) (-00; -5] n [2; +°°); 3) A  4) (= —21) U

U (L +00)i 5) (-o0; - 3) U (4; +00); 6) . 12.11.1) (-o0; 1] v [4; +00);2)(-5;
-3); 3 —— 4 -00.-10) U(1;+00). 12.12. 1) Ha -1<x<-;
) ) {/6 ) ) ( ) U( ) ) 5<%

2) ha x<-0,2 vagy x>2,4. 12.13. 1) Ha -® <*<£; 2) ha - 2<*<—.
2 2 3 3

12.14. Ha-5<x<4.1215. Ha 1<x<2,5.12.16. 1)-5, -4, -3, -2, -1, 0; 2) -3, -2,

-1,0,1,2,3;3)0;4)-1, 0, 1, 2, 3,4,5. 12.17. 1) 11; 2) 4. 12.18. 1) -6; 2) -2.

12.19. 1) 1; 2) -3. 12.24. 1) -4 <a<4;2)-8<a<12;3) -<a<-.
8 2

12.25. 1) b<~~1g vagy b > 1; 2) b < 4 vagy b > 10. 12.26. 1) (0; 3]; 2)
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[-4; -0,5] U [6; +00); 3) [-1; 0) U (6; 10]; 4)(-5;-3]. 12.27. 1) (*-00; | m 3);

2) (-2; 0]u u[s; 9).12.28.1)-4,-3,-2,-1,0,1; 2)-3,-2,1,2.12.29.1) (6; +00);
2) (-3;5 U (5 6); 3) (-00;-9) u(-9;-2] U [7;9) u (9;+00); 4) i_i;]

12.30. 1) [-2; 2); 2) (-5;6) m(6; 7). 12.31. 1) (-11; 11); 2) -1 n
~+c0j. 12.32. 1) (-00;-1]w [-0,4; 0,4] u [1;+00); 2) [-2; 2].

12.33. 1) (5;0) Uq; 2); 2) [0; 21; 3) (-1;2)U; 9); 4) (-00;-5) 1
U(-s; -3) u; +°0); 5) (-00;-81 U[L 4) Us; +°0); 6) [-11; -3) U(-3; 11.
12.34. 1) (-00; 0y u (0; 2) u (3;+00); 2) (4;+00); 3) (-00; -3) U (-3; -2) U

u(3; +°0); 4) —i;1jwm(;3]. 12.35. 1) (-4:-3) U(5;:+00); 2) [-4;-3] U
U5 +°°); 3) (-00;-4); 4) (-00;-4]1U{-3,5}. 12.36. 1) (3; 7);
2) [3 710 {-2}; 3) (-2; 3); 4) [-2; 3Ju{r}. 1237.1)Haa>4; 2)ha-1<a <.5;

3) hao<a<i; 4 haa>-. 1238 1) Ha a>9; 2) ha 3<a<7; 3) ha a> 1
2 3

12.39. 1)Haa< 1, akkor a <x < lvagyx > 4; ha 1< a < 4, akkor x > 4; ha

a > 4, akkor x > a; 2) ha a< s akkor nincs megoldas; ha = <a<l, akkor

--4<* <a; haa> 1, akkor —[!1<*<i. 12.40. 1) Ha a < -8, akkor -8 <x < 9;

ha-8 <a<9, akkora <x <9; haa > 9, akkor nincs megoldas; 2) haa < 1, akkor
x<al hal<a< 8 akkorx< 1;haa> 8 akkorx< lvagy 8<x<a. 12.43. 3 napot.
12.44. 401,

13. Kétismeretlenes egyenletrendszerek

13.3. 1) (5; 8), (-3; 0); 2) (4 1), (L; 4); 3) (-1; 1), (-3; -1);
4) (6; 1), (-6;-2); 5) (5; 3), (-1,5; -10); 6) (2;-2). 13.4. 1) (-4, -7), (7, 4); 2) (2,
4), (-5; -3); 3) (-1; 4), (-0,5; 2,5); 4) (4; 2), (20; -14). 13.5. 1) 2 megoldasa; 2) 3
megoldasa; 3) 1 megoldasa; 4) 2 megoldasa; 5) nincs megoldésa; 6) 3 megoldasa.

13.6. 1) 2 megoldasa; 2) nincs megoldasa; 3) 2 megoldasa; 4) 4 megoldésa.



258 Feleletek és Gtmutatasok

13.7. 1) (4; 3); 2) (0; 0), (-2,4; 4,8); 3) (4; -3), (17; 10); 4) (9; -4), (4; 1);
5) (2; 2,5), (-4,4; -2,3); 6) (4, -1), (0; 3). 13.8. 1) (6; 9), (-9; -6); 2) (1; 0),
(-0,5; 0,75); 3) (2; 4), (3; 3); 4) (1; 1), (y; *j. 13-9. 1) 0j,

(-2;-7); 2) (2, 2), (-1;-4); 3) (1, 0), (5; -1); 4) (2; 3), i |;Hj. 13.10. (-4; -1).
13.11. 2) (0,5; 5,5); 3) (-4; 52), (3; 3). 13.12. 1) (3; 4), (4; 6); 2) (-2; 1), f-6; - \
1313, 1)(2: 1), (1; -£3; 2) (1;5), - 2. 13.14.1)(-5; 1), (1;-5), (4; 1), (1;
4); 2) (5; -2), ifj; 3)(3; 1), (-3;-1), (2V2;A), (-272; -V2); 4) (2; 3);
5) (-3; 3), (3; -3); 6) (2; 1), f_2|;_4J1; 7) (1, 0), - -él)\ 13.15. 1) (6; 3),
A\ 2) (2 -1), i£1; 3) T-1; 1\ 4) (9; 3), (-9; -3); 5) (-2; 1),

4 2 2

V53 53) V 4

_J_\ 6)(-3; 4), (-5; 2), (1; -4), (3; -2). 13.16. 1) (1; 0), (0; 1); 2) (3; -1),
28 T 1%)

(1; -3); 3) (4 3), (-4: -3); 4) (-3; 2), (3; -2). 13.17. 1) (4; 2), (-2; -4); 2) (L, 3),
(-1;-3). 13.18. 1) (1, 2), i7i ;- ij; 2) (-7, -5), (4; 6); 3) (-4; -3), (-4; 2), (3; -3),

(3,2;4) 3 1), 1];-1j. 13.19. 1) (4; 1), (1; 4); 2) (1; -2), -15: 3) (6 5),
H; -5); 4) (5 4), (-5; -4), (5; -4), (-5; 4). 13.20. 1) f7,i\ (L  2) (-2; 4),
(2;-A), 1»1; -8\ [_9;1. E; 13)(4; 3),(3;4),(—4;-3),(-3;-4);4)(1;-1), | _+;3 |,
(-1; 1), (i; _8j. 13.21. 1) (2; 1), (-5; -0,4); 2) (4; 0); 3) (1; 3), (3; 1), (-3; -1),
(—1,-3);4) (-2; 2), ™10; 1j, (2;-2), (\o;-]j. 13.22.1)a=3A vagya=-3A;

2) -3v2<a<3wz 3) a<-3v2 vagy a>3v2.13.23. 1) k =2 vagy A= -2;

2) k<-2vagy k>2,2-2 <k <2 13.24. 1) Ha a > 0, akkor 2 megoldas van;

ha a = 0, akkor 1 megoldas van; ha a <0, akkor nincs megoldas; 2) ha-A <a <4,
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akkor nincs megoldas; haa =-4 vagy a = 4, akkor 2 megoldés van; ha a <-4- vagy

ij > 4, akkor 4 megoldas van; 3) ha a > . akkor 2 megoldés van; ha a = A

akkor 1 megoldas van; ha a<-~, akkor nincs megoldéas- 4) ha a <-— vagy
4 ’ 4

a > 2, akkor nincs megoldas; ha a = —4 vagy -2 < a <2, akkor 2 megoldas van;

h a 147 <a <-2, akkor 4 megoldas van; ha ;; = -2, akkor 3 megoldas van, ha

3= 2, akkor 1 megoldas van. 13.25. 1) Ha a < 1, akkor nincs megoldas; haa = 1,
akkor 2 Megoldas van; ha a > 1, akkor 4 megoldas van; 2) ha a >3"2 vagy

a <-3, akkor nincs megoldas; haa = 3 V2 vagy -3 <a < 3, akkor 2 megoldas van;
ha 3 <a< 3>2,akkor 4 megoldas van; ha a = 3, akkor 3 megoldas van; ha
a = -3, akkor 1 megoldés van; 3) ha -2 V2 <a <2V2, akkor nincs megoldas; ha

a=-2V2 vagy a =2V2, akkor 2 megoldas van; ha a <-2 %2 vagy a >2V2,

vagy megoldas van. 13.26. ; = -2. Utmutatas. Kénnyen belathatd, hogy 4 ~ 0.
Vizsgaljuk meg az ax2+x + 1= 0 és az ax2+ aX + a = 0 egyenletekb6l allo

egyenletrendszert! 13.28. 5. 13.29. 0; — . 13.30. 40. 13.33. 7— dinar és 9—
17 17 17

dinar. 13.34. 72 km/h, 10 km/h.

14. A kétismeretlenes egyenletrendszerek mint alkalmazott matematikai
modellek

14.1. 9 és 12. 14.2. 6 és 4. 143. 80 m, 30 m. 14.4. 7 cm, 9 cm. 14.5. 36.
14.6. 62. 14.7. 84. 14.8. 12 és 24. 14.9. 6 és 9. 14.10. 5 cm, 12 cm. 14.11. 15 cm,
17 cm. 14.12. 15 cm és 12 cm vagy 18 cm és 10 cm. 14.13. 15 cm, 6 cm.
14.14. 18 cm, 12 cm. 14.15. 80 km/h, 60 km/h. 14.16. 90 km/h, 45 km/h.
14.17. 80 km/h, 60 km/h. 14.18. 500 m/perc, 400 m/perc. 14.19. 12 nap, 24 nap
vagy 40 nap, 10 nap. 14.20. 10 ¢ra, 15 ora vagy 12 ora, 12 d6ra. 14.21. 16 ora,
48 6ra. 14.22. 10 6ra, 15 6ra. 14.23. 60 ohm, 90 ohm. 14.24.4 ohm, 6 ohm vagy
3,6 ohm, 7,2 ohm. 14.25. 2 km/h. 14.26. 27 km/h, 3 km/h. 14.27. 24 km/h,
16 km/h. 14.28. 12 km/h. 14.29. 2 km/h, 12 km/h. 14.30. 8,4 g/cm3 6,4 g/cm3
14.31. 15N, 20 N. 14.32. 60 m, 80 m. 14.33. 1) 2)— . 14.35. 1) (-00; 2];
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2) (0,16;+00). 14.36. 3. 14.37. -0,5<x<2,4. 14.38. 1) (-00;-2,5];
2) N+ OOJ! 14.39. 13 és 6 vagy 67 és 66.
6

3.8. Szamsorozatok

15. Szamsorozatok

15.11. 8tagja. 15.12. 13. 15.13. 1, 2, 3, 4, 5. 15.14. 8. 15.15. 1) a, =n2A
2) «, =3« +2;3) an=— ; 4) a,= (-1)" + 1. 15.16. 1) a,=n3+ 1
n n
2) a= - . 1518 2) [-6; 1). 15.20. 32 alkatrészt. 15.21. 60 kg. 15.22.
" n(n+l)
400 oldalas.

16. Szamtani sorozat

16.13. 1I)Igen, n = 16; 2) nem. 16.14. 15. 16.17. 23. 16.18. -6. 16.20. 18.
16.21. 16. 16.22. -0,6. 16.23. -6; -A,5; -3; -1,5; 0; 1,5; 3. 16.24. 2,2; 0,4; -1,4;
-3,2. 16.25. 1) a, = 5, d =25; 2) a, = -6, d =4 vagy zz = 15 d=i.

16.26. 1) «, =-2,d= 3;2)ax=20,d=-8vagy a, = 51,5,d=-11,5. 16.27. Ha a
sorozat els6 tagja egyenlé a sorozat kilonbségével, vagy ha a kiillonbség nulla.
16.30. 60°. 16.31. 1) Igen, a, =-3,d= -6; 2) nem; 3) igen, a, = -2,8, d =-2,8;
4) nem. 16.32. 1) Igen, a, = 13, d= 7; 2) igen, axg i, d :5-; 3) nem. 16.38. Ha

x = -1, akkor: ax=-3, a2= -2, a3= -1; hax = 8, akkor: ax= 60, a2=43, a3= 26.
16.39.2 = 3; ax= 10, a2= 12, a3= 14.16.40.y= 1;a, =-1, a2=8,a3= 17,a4= 26.
1641. x=-1;a, =a2=«3=04= 1 16.45. 1) (7;-1), (11;-5); 2) (2; 2), (2;-2),
(-2;2), (-2; -2). 16.47.-4 .16.48. 1) 120 V2; 2) 150 - 30 V2. 16.50.24 alkatrészt.
16.51. 40 pengé6 vagy 60 pengé. 16.52. 120%.

17. A szamtani sorozat els6 /1 tagjanak 6sszege

17.9. 1) 204; 2) 570. 17.10. -310. 17.11. 156-ot. 17.12. 1400. 17.13. 710.

17.14. 1188. 17.15. 8, 14, 20. 17.16.-17. 17.17. ]3-, 106-, 20, 296, 338’\.

1748. 1) 7 (+1); 2) n1 1709 n (v + 1). 17.20. 3. 17.21. -672. 17.22. 63

17.23. 5880. 17.24. 2112. 17.25. 1632. 17.26. 61 376. 17.27. 70 336. 17.28. 0,3.
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17.29. 10. 17.30. 20. 17.31. 16. 17.32. Igen, 19, 23, 27, 31, 35. 17.33. Nem.
17.34. 10 sec. 17.35. 42 oldal. 17.36. -1976. 17.37. 348. 17.38. ax= 14,d = -3.

17.39. -10. 17.40. 10. 17.41. 690. 17.42. 250. 17.43. 1) 12; 2) 26. 17.44. 1) 10;
2) 69. 17.45.4a, = 1,d = 2. 1747. a, = -2, d = 2. Utmutatés. a, - S,, —S,, .

17.48. 2610. 17.52. 1) 2) I~ - 28. 17.53. 24 km/h. 17.54. 2 éra.
Va&e 3\ld +18

17.55. 200 g, 600 g.

18. Meértani sorozat.
18.17. 6298,56 hm. 18.18. 29 736 darabot. 18.19. 3600 hm. 18.20. 600 hm.

18.21. 5%. 18.22. 15%. 18.25. 1) 2; 2)5- vagy . 18.26. 1)16—; 2) 0,001.
18.27. 6. 18.28. 9. 18.29. 30 és 150. 18.30. 1; 2; 4; 8. 18.31. Igen, bx=-, q =4.
4

18.32.x, =49, g = 7. 18.33. 1) 15 vagy-15; 2) 6 vagy-6; 3) 2°5 vagy -2 75.

18.34. 2. 18.35. 72 vagy -72. 18.36. 216. 18.37. 243. 18.39. P, = 5 ;

18.41. 3) Akkor mértani a sorozat, haq *-1.18.43. 80,40,20, 10, 5 vagy 80, -40,
20,-10,5.18.44.6,18,54,162,486 vagy 6,-18,54,-162,486.18.45.1) bx =2 73,

q=73 vagy =-273, g=—43; 2)2£&=162, ¢ 3) bx=7,q9 =-2 vagy

=i;
3
W=— q=-31846. 1. =i, q=42)6 =-1,q=3 1847. Hax = 1 akkor

a harom szam: 3, 6, 12; hax = -14, akkor-27, -9, -3. 18.48. Hax = 2, akkor 8, 4,
2; ha x = -7, akkor -1, -5, -25. 18.50. 96, 48, 24, 12, 6, 3. 18.51. 3, 7, 1L
1852. 8, 10, 12vagy 17, 10,3.18.53.5,15,45 vagy 45, 15,5.18.54.2,6, 18 vagy
18, 6, 2. 18.59. 2 nap alatt. 18.60. 6 kg, 18 kg vagy 9 kg, 21 kg. 18.61. 3 kg.
18.62. 6%. 18.63. 10%.

19. A mértani sorozat elsé n tagjanak dsszege

19.5. 1) 1456; 2) 155(5 +75). 19.6.762. 19.7. 1210. 19.8.-68,2. 19.9.27.

19.10. -7 vagy 6. 19.11. 5. 19.12. (22- 1) baktérium. 19.13. 72. 19.14.8-. 19.15.
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4368.19.16.-12 285.19.19.5.19.20.1) ; 2) [-1; 4). 19.23.50 alkatrészt,

40 alkatrészt. 19.24. 1) b - 5a; 2) x + 2y. 19.25. El6sz6r 10%-0s és masodszor
20%-0s. 19.26. 20%-o0s.

20. A 9. osztalyos tananyag ismétlése
20.17. 6. 20.24. 1) (I;+00); 2) [2; 3); 3) [-2: 16]; 4) (-4; 7]

20.25. 1) -9; 2) -2. 20.27. 2. 20.29. 1) a < 4; 2) a < 2; 3) a<-3;

4) a>1 20.30. 1) a>6; 2) a>5; 3)a>-8;4) a<0. 20.32.a<-I,5 ésa”-2.
20.33. a=0.2041. ) b=6,c=9;2)b=0,c=4;3)b=-3, c=-10.
20.44. 3) -2 V2 vagy 2V2. 20.46. a=3-, b=-4,¢=10 2047.a=2,b=-1,c¢c

=-3.20.48. 1) 1;2) -8. 20.50. 1.20.51. 10,haa = 1és 6 = 3. 20.54. Hac>0,1.
20.58. 1)a™*4;2)a<i vagy i<a<l.vagya> 13; 3)a<-l,vagy _I<a<0
2 2 5

vagy a > 0. 20.59. 1) a>2—0; 2) a <-5; 3) a<-1; 4) a>-3. 20.60. 1) (1; 4),

(-2;7);2) (3;-4), (4, -3); 3) (4, 0), (0; -A); 4) (0; -5), (3; 4), (-3; 4). 20.61. 1) (-2;
1), (-0,4; 1,4); 2) (-2; 4), 3) (3; 5), (10; 1,5); 4) (4, -3), (2; -6); 5)

(-5; 2); 6) (3; 2), (-2; -3); 7) (3;-2), (0; 1); 8) (1;-2), (3; 0); 9) (8; 4), (4; 8); 10)
(1;5), (-5; -1). 20.62. 1) (2; 1), (-2; -1), (1; 2), (-1; -2); 2) (5; 1), (15 5), (2 3),
(3;2);3) (2, 1),(1;2);4) (6:4), il; -1J: 94 1), f-L 5lj, (-4:-1), -57,
6) (3;-2), (-3; 2); 7) (10; 5), (-5; -10); 8) (5; 3), (5; -3), (-5; 3), (-5; -3); 9) (3
4), (4; 3), (-3; -4), (-4, -3); 10) (1; 2), (-1; -2), i®; 20.63. 1) (3;
3 3; 13 3,
4), (4.5; 8,5); 2) (3; 1), (-1,5; -2); 3) (3; 2), (25 3), (-3; -2), (-2; -3).
20.64. 1) a = |2 2) a=2\I3 vagy a =-2V3. 20.65. 8 cm, 15 cm. 20.66. 9 cm,

40 cm. 20.67. 80 km/h, 60 km/h. 20.68. 6 km/h, 4 km/h. 20.69. 12 km/h, 4 km/h.
20.70. 55 km/h, 75 km/h. 20.71.2 6ra, 6 6ra. 20.72.36 6ra, 12 6ra. 20.73.0,5 km/h.

20.74. 15 km/h, 12 km/h. 20.75. 72 km/h, 48 km/h. 20.78. —. 20.80. A 32. tagtdl
12
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a 64. tagig. 20.83. 2,4 cm, 3,2 cm. 20.84. 6) Igen, 2d; 7) Igen, Ad. 20.85. 0, 4, 8.
20.88. 1) n(a~ra); 2) - (na~b). 20.89. 11. 20.90. 1) ax=-7,d = 3; 2) a, = 5,
a a+6

d=-2vagya, =3,d=-2; 3)at=d =3 vagy a, =-33, i/ = 15; 4) a, = -0,7,

2a2
d=0,3;5)a, =0,i/= 1,5.20.91. 10. 20.92.255. 20.93. —Z . 20.94. 1160. 20.95.

2610. Utmutatas. A keresett 8sszeg 5 =5, - S$2- S}+ S4, ahol Sj az 6sszes kétjegyil
szam 0sszege; S2- a hdrommal oszthat6 kétjegy( szamok 0sszege; 53- 0t kétje-
gyl tébbszordseinek az 6sszege; S4- a 15-tel oszthat6 kétjegy(i szamok dsszege.

20.96. lgen, n=1J . 20.97. 20%. 20.99. 2. 20.100. 2-, 4, 6, 9. 20.101.
VvV 2 3

3) lgen, g2 4) igen, 9; 5) nem; 6) igen, i.
9

Tudéasproba

21. A kombinatorika f6 szabalyai

21.1. 9 atvonalon. 21.2. 6-féle. 21.3. 15-féleképpen. 21.4. 70. 21.5. 1) §;
2)4,21.6.4 + 3,21.7.3 + 6 + 5.21.8.1)4 « 2;2)4 « 3.21.9. 1)6; 2) 2.
21.10. 100. 21.11. 20. 21.12. 25. 21.13. 8. 21.14. 63 21.15. 16. 21.16. 32 « 24.
21.179 m10 « 10 » 10 » 5.21.18.9 » 10 » 10 » 10.21.19.11 -9 +8-7.
21.20. 55+4 e« 54

22. A véletlen esemény gyakorisaga és valdszin(isége

22.16. a= 1.22.17. 10 km/h. 22.18. 3.

23. A klasszikus val6szinlség

23.20. 1) JL. 2) —. 23.23. 10 goly6. 23.24. 1) 2) -1. 3)  23.25.
25" 20 2 10 9 3

23.26. - 23.27.8 ceruzat. 23.28.19 ceruzat. 23.30.1)6 2) " 3) 9 Utmutatas.
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A rajzon a kedvez6 esetek zdlddel vannak jeldlve. 23.31. 1) Z 2) —e* 3) —.

Utmutatas. Kétszer dobni egy kockaval ugyanannyit tesz, mint egymastél fiigget-

leniil két kockaval dobni. Ezért hasznald a 24.2. abrat! 23.32. Péternek.

masodszor | mésodszor mésodszor
X2 J N 123456 12, ,56
1 1 1 .
2 o 2 2
:h 3 S 3 0 3
1 3 4 A
:lg 3 © 5 0 .
6 6

1 2) 3
A 23.30. feladathoz

23.33. 1)i; 2) 23.34.1. 23.35. 1) 2) 3) 4) -. Utmutatas. Harom-
4 2 5 8 8 8 8

sz6r dobni egy pénzérmével ugyanannyit tesz, mint egymastél fiiggetlenil hdrom
pénzérmével dobni.

Els6 pénzérme MéS(,)dik H,a r”Tadik
pénzérme pénzérme
fej fej fej
fej fej iras
fej iras fej
fej iras irés
iras fej fej
iras fej iras
iras irds fej
iras irés iras

A 23.35. feladathoz

23.36. L Utmutatas. Ha az egyikiik mar leillt, akkor az 6 ismerése azonos
n -

eséllyel tilhet le n- 1helyre. 23.37. — Utmutatas. Minden olyan esetnek, amikor
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A B el6tt all, van egy parja, amikor A B utan all. Ezért a kedvez§ esetek szama

pont a fele az 6sszes lehetdségnek 23.39. ¢ =-1 1;1. 23.40. 50 km/h. 23.41. 6 -

Feleletek és Utmutatdsok Az 6sszegzés fejezethez
(A hazi feladat elvégzése utan rovathdl)

g, e L 2. n(n +1)2+ Lo 3. 1) 1001070 .
2 4 4-5" 2 2-3" 9
2) 50(10%-1) Se .1 ;/'42) - ”(/é)”i ’ Lo Otmutatas,
81 9 4//-3 fi+l (re+1)!
oot ! ;o 4) I Utmutatés, —22/1+ R
n+h! rel (re+1)! (re+ 1) re2 (ret )22 (re+1)2
51 * ; 2 _refre2+2re+3) Utmutatas. rPBH&ZH: L ! +n
2 (5re+2) 2 (re+1) re(e+l) r r+l
7. -Ir'1+1 ! . ﬂ Utmutatds. --—---- 1o P19 % re(re +3)
2K 2 r+l r+2y («+1) -1 2vre n+2J 4 (re+l) (re+2)

- N
O HTULALAS, ommeemmeemm oeemee 1 gl Ifol 1

aSn=a+2a2+3a3+ +4ad4+...+n-an.
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ba tesztek megoldokulcsa

7

7

aspro

A Tud

A feladat szama
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 4 15 16 17 18

A tesztfeladat

szama

A B DDADTGCBB

B A CCec
A D D ¢

B D B ¢

A

D B D B ¢ ¢

A DBDGCDATUDB

c C

c

D CBc

D A Ac¢ ¢
B C B DDUGCcCADB B ¢
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3. sz. el6zék

Fuggvénygrafikonok atalakulasa

Nyujtas az abszcisszatengelyt6l és zsugoritas az abszcisszatengelyhez

Fuggvény grafikonjanak parhuzamos atvitele

Masodfoku fuggvény grafikonjanak helyzete az
abszcisszatengelyhez viszonyitva



4, sz. el6zék
Szamsorozatok

Szamtani sorozat Meértani sorozat

Az «-edik tag képlete
an= al+ d (n - 1) b, = b,q

A szdmsorozatok n els6 tagjainak dsszege

S = ai+ann=2a+d(n~1 0 & =1 *
"2 2 R , - 1

A szamsorozatok tagjainak tulajdonsaga

& =K-A+i

Szazalékszamitas
Az a szam p% -anak kiszamitasa:

~ 100
Szam meghatarozasa, amelynek p %-a a-val egyenl6:

A a«100

Az « és ab szam szazalékaranyanak kiszamitasa:

c=«.100 %
b
Kamatos kamat képlete

a,, = an(l+
100



1. sz. el6zék

Muxaiino
Mnnnnosuvy
KpaBuyk

sMon JIHOl,0H - s
YKpaiHa i matemaTtuka’'

»A szerelmem - Ukrajna és a matematika” . olvashaté mar-
vanyba veésve Mihajlo Pilipovics Kravcsuk (1892-1942) tudds
szobranak posztamensén.

Remeljuk, hogy a kivaléo ukran matematikus hazafias kijelenté-
se meghizhaté utmutatoid szolgal szamotokra a hivatashoz vezetd
aton.



Az egyenlbtlenségek tulajdonsagai
Haa > b és b > c, akkor a> c.
Haa > b és c - tetsz6leges szam, akkora + c> b + c.
Ha a > b és ¢ - pozitiv szam, akkor ac > be.
Haa > b és ¢ - negativ szam, akkor ac < be.
Haab > 0 és a > b, akkor Ma < M.
Haa>bésc>d, akkora+c>b+d.
Haa>b,c>désa, b, c, d- pozitivszamok, akkor ac > bd.

Haa > b és a, b - pozitiv szamok, akkor an> bn
ahol n - természetes szam.

Szamintervallumok

—_— <r— *p
a a b
(a; +o00) (a; b)
— 6 =1 >
a a b
[a; +o00) [a; b)
— —
N 0 . | 2
ba > a b
(-00; a) (a; by
=2t > n r
a a b

(-o00; a] [a; b]



