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A SZERZOKTOL

Kedves nyolcadikosok!

Ebben a tanévben is folytatjuk a mértan tanulasat. Reméljik, hogy a
mult tanévben megszerettétek ezt a fontos és szép tantargyat, és ezért fo-
kozott érdeklédéssel fogtok hozza az ) ismeretek elsajatitasahoz. Bizunk
benne, hogy a kezetekben tartott tankényv segitségetekre lesz ebben.

Ismerkedjetek meg a tankonyv felépitésével!

A tankonyv négy paragrafusbdl all, amelyek pontokra tagozédnak.
Ezek a pontok tartalmazzak az elméleti tananyagot. Forditsatok kiilénos
figyelmet a félkovér, a félkovér dolt, valamint a délt betls szévegre.
igy vannak jelolve a meghatarozasok, a szabalyok és a legfontosabb
matematikai allitasok.

A hagyomanyoknak megfelel6en az elméleti anyagot gyakorlopéldak
és feladatok kovetik. Ezeket a feladatmegoldas egyik lehetséges valto-
zatanak tekinthetitek.

Mindegyik pont végén 6nallé munkdhoz valogatott feladatok van-
nak, melyek megoldasahoz csak az elméleti tananyag elsajatitasa utan
kezdjetek. A gyakorlatok k6zott vannak konnytek, kézepesek és nehezek
(kiilonosen a *-gal jeloltek). A tudasotokat tesztfeladatok megoldasaval
ellendrizhetitek, melyek minden paragrafus végén megtalalhatok.

Minden pont a Figyeld meg, rajzold le, szerkeszd meg, képzeld el!
rubrikaval fejezddik be, melyben olyan feladatok talalhatdk, amelyek
megoldasdhoz nem matematikai tudasra van sziikség, hanem csak a
jézan eszeteket, talalékonysagotokat, leleményességeteket kell hasz-
nalni. Ezek nagyon hasznos feladatok, melyek fejlesztik a ,,geometriai
latast” és a kreativitast.

Ha a héazi feladat megoldasa utdn még marad szabad 1d6tok, és
szeretnétek tobbet tudni, akkor ismerkedjetek meg a Felkésziiltiink az
ordkhoz cimd rubrikaban leirt feladatokkal. Az ebben k6z6lt tananyag
nem tartozik az egyszerlek kozzé, de itt aztan igazan kiprébalhatjatok
képességeiteket.

Sok sikert és kitartast kivanunk!



Tisztelt kollégak!

Oszintén reméljik, hogy e tankényv megbizhaté segitségil szolgal
egy nemes cél érdekében végzett aldozatos munkajukhoz. Szeretnénk,
ha a konyv elnyerné tetszésiiket. Ebben a kényvben nagy mennyiségd
és valtozatos moddszertani anyag talalhaté.

Egy tanév alatt a tankoényvben talalhaté valamennyi feladatot le-

hetetlen megoldani, de erre nincs is sziikség. Sokkal kényelmesebb tgy
dolgozni, hogy biségesen valogathatunk a feladatokbdl. Ez az indivi-

dudlis modszerek alkalmazasat teszi lehetévé az oktatasban, és lehetd-
séget biztosit a megfelel§ differencidlasra.

Felhivjuk arra is a figyelmet, hogy a tankényvben szerkesztési fel-
adatok is vannak. Ezek megoldasa nem kotelezd. Csak abban az esetben
kell felhasznalni, ha ezzel a témakorrel a 7. osztalyban a tanulék mar
megismerkedtek.

70ld szinnel vannak jelolve azoknak a feladatoknak a sorszamai,
amelyeket hézi feladatra ajanlunk, kék szinnel pedig azok, melyek a
tanar megitélése szerint (figyelembe véve az osztaly tanuléinak egyéni
adottsagait) szébelileg is megoldhaték. A Felkésziiltiink az érakhoz
rubrikaban szerepld feladatokat a matematika-szakkorokon és fakultativ
6rakon lehet felhasznalni.

Ko6z6sen a mértant egy érthetd és vonzé tantarggya alakithatjuk.

Ehhez nagyon sok tiirelmet és alkotdi kedvet kivanunk!

EGYEZMENYES JELEK:

° alacsony és kozepes felkésziiltségl tanuldk részére ajanlott feladatok;

n
megfeleld felkésziiltségl tanuldk részére ajanlott feladatok;
kivalo felkésziiltségl tanuldk részére ajanlott feladatok;

matematikai-szakkorok részére és fakultativ foglalkozasokra ajanlott
feladatok;

kulcsfontossagu feladatok jelolése, melyek megoldasait mas feladatok
megoldasa soran is alkalmazni kell;

tételek bizonyitasa megfelel felkésziiltségl tanuldk részére;
tételek bizonyitasa kivald felkészultségl tanuldk részére;

a tananyaghoz szorosan nem tartozé tétel bizonyitésa;

vége a tétel bizonyitasanak;

vége a feladat megoldasanak;

n*
O—
®
©
®
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ﬁgf Felkésziltiink az 6rdkhoz c. rubrika



NEGYSZOGEK 1/55.

Ebben a paragrafusban egy szamotokra mar ismert mértani alakzatot, a
négyszogeket fogjuk megvizsgalni. Megismerkedtek a négyszdgek kulonb6z6
tipusaival: a paralelogrammaval, a téglalappal, a rombusszal, a négyzettel, a
trapézzal, megtanuljatok ezeknek az alakzatoknak a tulajdonsagait és megis-
merkedtek az ismertetdjeleikkel, amelyek segitségével a négyszdgek kozul ki
lehet vélasztani az adott alakzatot.

Felismeritek a haromszog oldalainak felez6pontjait 0sszekotd szakasz tulaj-
donsaganak jelentéségét, és meggy6z6dtok e tulajdonsagok kulcsfontossagu
szerepeérd| a feladatmegoldasok soran.

Hogyan kell megmeérni az iv mértékét? Milyen négyszog koré lehet kdrvonalat
rajzolni? Milyen négyszdgbe lehet kdrvonalat rajzolni? Elsajatitva ennek a pa-
ragrafusnak a tananyagat, valaszt kaptok ezekre a kérdésekre is.
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1. A négyszog és elemei

Az 1. abran az AB és BC szakaszoknak egy koézos pontja van, ez a
Bpont, amely mindkettdjiik végpontja. Az ilyen szakaszokat szomszédos
szakaszoknak nevezzik. A 2. 4bran minden két szakasz szomszédos.

1. abra 2. dbra

A 3. dbrén az AB és CD szakaszok nem szomszédosak.

A
>< A/Q B
B D

3. abra

Megvizsgaljuk azt az alakzatot, amely négy, A, B, C és D pontbdl és
négy AB, BC, CD és DA szakaszbdl all, melyek kozil barmelyik kettd
nem egy egyenesen fekszik és semelyik két nem szomszédos szakasznak
nincs kozos pontja (4. a abra).

B B
C C
A A
D D

a b
4. abra
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A 4. b abran zolddel jeloltiik azt az alakzatot, amelyet ez a négy sza-
kasz hatarol. A siknak ezt a részét az AB, BC, CD és DA szakaszokkal
egylitt négyszognek nevezzik. Az A, B, C és D pontokat a négyszog
csucsainak, az AB, BC, CD, DA szakaszokat pedig a négyszog olda-
lainak nevezzik.

Az 5. abran egy olyan alakzat lathaté, amely négy, AB, BC, CD, DA
szakaszbodl és az altaluk hatarolt sikrészbdl all. Viszont ez az alakzat
mégsem lesz négyszog. Magyarazzatok meg, miért!

A B C 4 B

5. dbra

A négyszog azon oldalait, amelyeket szomszédos szakaszok alkot-
nak, a négyszog szomszédos oldalainak nevezziik. Az egyik oldal
végpontjait a négyszog szomszédos csucsainak nevezzik. A nem
szomszédos oldalakat a négyszog szemkozti oldalainak nevezzik.
A nem szomszédos csucsait a négyszog szemkozti csucsainak ne-
vezzuk.

A 6. 4bran 1év4 négyszog szomszédos oldalai
az MQ és MN szakaszok, szemkozti oldalai
pedig az NP és MQ. A @ és P cstcsok szomszé- N
dosak, az M és P cstcsok pedig szemkoztiek.

A négyszoget a csucsaival jelolik és nevezik
meg. Példaul a 4. b dbran az ABCD négysziog

M P

lathatd, a 6. abran pedig az MNPQ négyszog. Q
A négyszog jelolésekor az egymast kovets be- 6. 4b
. abra

tik szomszédos csucsokat jelolnek. Példaul a
6. abran lathat6é négyszoget jelolhetjik igy is: PQMN vagy MQPN
vagy NPQM stb.

A négyszog oldalai hosszanak 6sszegét a négyszog kertiletének
nevezzuk.
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A

7. abra

Azt a szakaszt, amely a négyszog szemkozti cstucsait koti ossze, a
négyszog atlojanak nevezzik. A 7. abran az ABCD négyszog atléi az
AC és a BD szakaszok.

Az ABC, BCD, CDA, DAB szogeket (8. abra) az ABCD négyszog szo-
geinek nevezzik. E négyszog mindegyik szoge kisebb az egyenesszognél.
Azilyen négyszoget domborunak nevezziik. Azonban olyan négyszogek
is léteznek, amelynek nem minden szoge lesz kisebb az egyenesszognél.
Példaul a 9. abran az ABCD négyszog B szége nagyobb 180°-nal. Az ilyen
négyszoget nem domborunak (homorunak) nevezziik.!

Az ABC és ADC szogeket az ABCD négyszog szemkozti szogének nevez-
zik (8., 9. abra). A BAD és a BCD szogek szintén szemkozti szogek lesznek.

B A ¢
B
C
A
D D
8. abra 9. abra

1.1. tétel. A négyszog szogeinek osszege 360°-kal egyenld.

Bizonyitds. ® Meghuzzuk a négyszog atléjat, amely két harom-
szogre osztja azt (a 10. abran ez a BD 4atld). Ekkor az ABCD négyszog
szogeinek 6sszege az ABD és CBD haromszogek szogeinek osszege lesz.
Mivel a haromszog szogeinek 0sszege 180° ezért a négyszog szogeinek
Osszege 360° lesz. A

1 A dombortsag fogalmaval részletesebben a 19. pontban ismerkedtek
majd meg.
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A

10. abra

Kovetkezmény. Anégyszognek csak egy szoge lehet nagyobb,
mint az egyenesszog.

Ezt a tulajdonsagot 6nalléan bizonyitsatok be.
O—rr 1.feladat. Bizonyitsatok be, hogy a B

négyszog barmelyik oldalanak hossza kisebb a tébbi
harom oldal hosszanak 6sszegénél.

Megoldds. Vizsgaljunk meg egy tetszlleges
ABCD négyszoget (11. dbra). Bebizonyitjuk példaul, 4

hogy AB<AD+ DC + CB. ¢
Meghtuzzuk az AC atlét. Alkalmazzuk a D

haromszog-egyenlGtlenséget az AB és AC olda-

lakra a megfelel6 ABC és ADC haromszogek- 11. abra

ben. A kévetkezb egyenlétlenségeket kapjuk:
AB<AC+ CB,AC<AD+ DC.
Innen AB<AC+ CB<AD+ DC + CB.
Tehat AB<AD+ DC+ CB. @
2.feladat. Szerkesszetek négyszoget két szomszédos oldala
és négy szoge alapjan, ha a szogei kisebbek az egyenesszognél.!
Megoldds. A 12. dbran lathaté ABCD
B négyszogben ismert az AB és BC oldalak hossza
C és mindegyik szoge.
A Az ABC haromszogben ismertek az AB és
BC oldalak, valamint a kéztuk 1évé B szog.
D Tehat a haromszog megszerkeszthet§. Most
mar felmérhetjiik az AB és CB oldalakra az
12. abra A és C szoget.
A bemutatott médszerrel meg tudjuk szerkesz-
teni a keresett négyszoget.

1 A tankonyvben a szerkesztési feladatok nem kotelezok.
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Megszerkesszik a haromszoget két oldala és a kozbezart szog alapjan.
A 12. abran ez az ABC haromszog. Az AB és CB félegyenesekre felmérjik
a négyszog két ismert szogét. Az igy kapott két félegyenes a D pontban
metszi egymast. Az ABCD lesz a keresett négyszog. @

? 1. Magyarazd meg, milyen szakaszok lesznek szomszédosak!
. Magyarazd meg, milyen alakzatot nevezink négyszognek!

2
3. A négyszdg mely oldalait nevezzik szomszédosaknak? Szem-
koztieknek?

A négyszog mely csucsait nevezzilk szomszédosaknak? Szem-
koztieknek?

Hogy jeldlik a négyszoget?

Mit neveziink a négyszog keruletének?

Mit nevezink a négyszdg atléjanak?

Milyen négyszoget neveziink domborunak?

Fogalmazd meg a négyszog szdgeinek 0sszegérdl szolo tételt!

e

© © N o’

@ GYAKORLATI FELADATOK I

1.° Rajzolj olyan négyszoget, melynek:
1) harom tompaszoge van;
2) a szomszédos csucsoknal 1év( szogel derékszogek, a masik kettd
pedig nem derékszog;
3) az egyik atlét felezi az atlok metszéspontja, a masik atlét pedig
ez a pont nem felezi;
4) 4tléi merélegesek!
2.° Rajzolj egy barmilyen négyszoget, jelold a csucsait M, K, E, F be-
tikkel. Mutasd meg a szomszédos oldalparjat, szemkozti oldalparjat,
szemkézti csicsait! Ird fel haromféleképpen ennek a négyszognek a
jelolését!
3.° Rajzolj olyan négyszoget, melynek:
1) harom hegyesszoge van;
2) a két szemkozti csticsnal 1év6 szogei derékszogek, a masik kettd
pedig nem derékszog;
3) az atlok metszéspontja felezi az atléit!
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GYAKORLATOK I

4.° A 13. abran lathat6 alakzatok kozul nevezd meg a négyszogeket!

[N /N T[S

C

DE<L

13. abra

5.2 A 14. abran lathat6 négyszioget jelold meg K
négyféleképpen! Nevezd meg:
1) a négyszog csucsait;
2) oldalait; M c
3) szomszédos csucsparjait;
4) szemkozti csucsparjait;
5) szomszédos oldalparjait; 14. 4bra
6) szemkozti oldalparjait;

A

7) a négyszog atléit!

6.° A 15. abran lathat6 négyszogek kozil nevezd meg a domboridakat!

C kK E T Y Q L
B
S 0]
Y ; SWAN Ly
N, M )4 X7V, N
15. abra

7.° Mivel egyenlé a négyszog negyedik szogének fokmértéke, ha harom
szoge: 78° 89° és 93°7

8.° Hatarozd meg a négyszog szogeit, ha azok egymassal egyenlGk!
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9.°

10.°

11.°

12.°

13.°

14.°

15.°

16.°

17.°

18.°

19.°

20.°

21°

4
1. 8. Négyszogek ‘A

Az ABCD négyszogben adott B/ = 150°, A« = C£ = D/. Hatarozd
meg a négyszog ismeretlen szogeit!

A négyszog egyik szoge 2-szer kisebb, mint a masik, 20°-kal kisebb
a harmadik sz6génél és a negyediknél pedig 40°-kal nagyobb. Ha-
tarozd meg a négyszog szogeit!

Hatarozd meg a négyszog szogeit, ha azok ugy aranylanak
egymashoz, mint: 2 : 3 : 10 : 21 szamokkal! Dombort-e ez a négy-
sz06g?

Hatarozd meg a négyszog szogeit, ha harom Ggy aranylik egymashoz,
mint 4 :5:7, és a negyedik szoge ezek szamtani kézepével egyenld!
Domborui-e ez a négyszog?

Rendelkezhet-e a négyszog:

1) harom derékszoggel és egy hegyesszoggel,;

2) harom derékszoggel és egy tompaszoggel

3) négy derékszoggel,;

4) négy hegyesszoggel;

5) két derékszoggel és két tompaszoggel;

6) két derékszoggel, egy hegyes- és egy tompaszoggel?

Ha igen, akkor rajzolj egy ilyen négyszoget!

A négyszog kerulete 63 cm. Hatarozd meg az oldalait, ha a masik

oldala %-a az elsd oldalnak, a harmadik 50%-a a masodiknak, a

negyedik pedig 150%-a az elsének!

Egy négyszog kertilete 64 cm. Hatarozd meg a négyszog oldalait,
ha az egyik oldala 2 cm-rel nagyobb a masiknal, 6 cm-rel kisebb a
harmadiknal, valamint 3-szor kisebb a negyedik oldalnal!

Az ABCD négyszog AB és BC oldalai egyenlGk, a BD atlé ezekhez
az oldalakhoz egyenld szog alatt hajlik. Bizonyitsd be, hogy a CD
és AD oldalak is egyenldk!

A négyszog atléi metszéspontjukban felezik egymdst. Egyik oldala
6 cm. Mivel egyenld az ezzel az oldallal szemkozti oldal hossza?
Az MNKP négyszogben MN = NK, MP = PK, M/ = 100°. Hatarozd
meg a K szoget!

Az ABCD négyszog AC atléja az AB és AD oldalakkal egyenld
szogeket alkot, a CB és CD oldalakkal is egyenld szogeket, AB =
= 8 cm, BC = 10 cm. Hatarozd meg az ABCD négyszog kertiletét!
Az ABC haromszogben AZ = 44°, B/ = 56°. A haromszog AK és
BM szogfelezbi az O pontban metszik egymdast. Hatarozd meg:
1) az MOKC; 2) az AOBC négyszogek szogeit!

Az ABC haromszogben AZ = 36°, BZ = 72°. A haromszog AE és
BF magassagai a H pontban metszik egymast. Hatarozd meg:
1) a CFHE; 2) az ACBH négyszogek szogeit!
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22." Egy négyszog keriilete 80 cm. Hatarozd meg a négyszog atlgjanak
a hosszat, ha azoknak a haromszogeknek a keruletei, amelyekre
az adott atlo felossza a négyszoget 36 cm és 64 cm!

23." Lehetnek-e a négyszog oldalai:

1) 2dm, 3dm, 4 dm, 9 dm; 2) 2dm, 3 dm, 4 dm, 10 dm?

24.” Az ABCD négyszogben A/ = C£ = 90°. Bizonyitsd be, hogy a masik
két szogének szogfelezbi vagy parhuzamosak, vagy egy egyenesen
fekszenek!

25." Bizonyitsd be, hogy a domborta négyszog két szemkozti szogének
szogfelez6l parhuzamosak, vagy ha egy egyenesen fekszenek, akkor
a két masik szoge egymassal egyenld lesz!

26." Szerkessz négyszoget, ha adottak az oldalai és egyik szoge!

27.* Szerkessz négyszoget, ha adott harom oldala és két atlgja!

28." Szerkessz négyszoget, ha adottak az oldalai és az egyik atldja!l

29." Szerkessz ABCD négyszoget, ha adott A és B szoge, AB és BC oldala,
valamint az AD és CD oldalai hosszanak az 6sszege!

;@ FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ L

30. A c egyenes az a és b egyeneseket metszi (16. abra). Nevezzétek
meg az igy keletkezett egyoldali és kiilénb6z6 oldali szégparokat!
Milyen az a és b egyenesek kolesonos helyzete a sikon, ha:
)1s=4/;2)1/=20° 32 =170

B C

16. abra 17. abra 18. abra

31. Az ABCD négyszogben (17. abra) C/ = 110° D/ = 70°. Bizonyitsd
be, hogy BC || AD!

32. Az ABCD négyszogben A/ = B/ =90°, C£ =100° Parhuzamosak-e
az egyenesek: 1) BC és AD; 2) AB és CD?

33. A 18. abran AD = BC, ADB/ = CBD//. Bizonyitsd be, hogy
AB=CDés AB || CD!
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34.A BK szakasz az ABC haromszog szogfelezGje. A DK egyenes
parhuzamos az AB-vel, és a BC oldalt egy D pontban metszi,
BDK/ =116°. Hatarozd meg a BKD szog fokmértékét!
Frissitsétek fel a 12., 13. és 14. pontokban tanultakat (188. és

189. oldal)!

FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

35. A fehér sikot fekete festékkel spricceltek le. Bizonyitsd be, hogy a
sikon taldlhat6 olyan 1 m-es szakasz, melynek mindkét végpontja
azonos szind lesz!

@ HAJRA! ——

A 29. feladatot csillaggal (*) jelolték. Ez azt jelenti, hogy a nagyon
nehéz feladatok kozé tartozik. J6llehet ilyen feladatok nem szerepelnek
az 6nall6 munkakban és a dolgozatokban, de a tankényvben tébb ilyen is
talalhaté. Felmerul a kovetkezd kérdés: Minek kell ilyen nehéz felada-
tokra 1d6t és energiat pazarolni, ha ezeket nem kotelezd megoldani,
a magas osztalyzatot kevesebb energiaval is el lehet érni? Szerintiink
a legjobb feleletet erre a kérdésre a Matematika és a romantika cimd
kényvben talaljuk, melynek szerzdje az ismert ukrdn mértantudoés és
pedagégus, Mikola Ivanovics Kovancov. O a kévetkezét irta: ,Kedves
barataim! Ne sajnaljatok az id6t a nehéz és bonyolult matematikai
feladatok megoldasara. Olyanokhoz is fogjatok hozza, melyeket tobb
évtizede vagy évszazada nem sikerult senkinek megoldani. Valészin(-
leg sok csalddas és szenvedés var ratok ezen az Gton, azt hiszitek, hogy
hiaba toltottétek el ezzel azt a sok id6t. Azonban
minden megtorténhet. Az is el6fordulhat, hogy egy
szép napon eléritek a célotokat, amihez olyan soka
és nehezen jutottatok el. Ne legyetek kozonyosek,
kiilonben a szellemi elégedetlenség allapotaba
keriiltok”.

M. I. Kovancov majdnem 30 évig vezette a Ki-
jevi Nemzeti Egyetem geometria tanszékét. T6bb
mint 200 tudomanyos és tudomanynépszerlsité
m szerzdje.

T6bb tucat kival6 tanitvany kertilt ki Mikola
M. I. Kovancov Ivanovics kezei koziul, akik ma Ukrajnaban és a

(1924-1988) vilag tobb orszagaban tevékenykednek.
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2. Paralelogramma. A paralelogramma tulajdonsagai

Meghatarozas. Paralelogrammanak azt a négyszoget
nevezzik, melynek szemkozti oldalai parhuzamosak.

A 19. abran az ABCD paralelogramma lathaté. A paralelogramma
meghatérozésa szerint: AB || CD, BC || AD.

Vizsgaljuk meg a paralelogramma néhany tulajdonsagat.

2.1. tétel. A paralelogramma szemkozti oldalai egyenlék.

Bizonyitds. © A 19. abran az ABCD paralelogramma lathaté. Be-
bizonyitjuk, hogy AB= CD és BC = AD.

Meghtuzzuk az AC atlét. Bebizonyitjuk, hogy az ABC és CDA
haromszogek egybevagdok (20. abra).

Ezeknek a haromszogeknek az AC oldala k6z0s, az 1-es és 2-es szogek
egyenldk, mint a BC és AD parhuzamos egyeneseknél valamint az AC
metsz6 egyenesnél 1év6 kiillonbozb oldali belsd szogek, a 3-as és 4-es szogek
szintén egyenlSk, mint az AB és CD parhuzamos egyeneseknél és az AC
metszd egyenesnél 1év6 kiilonbozo oldali szogek. Tehat az ABC és CDA
haromszogek egybevagdk a haromszogek egybevagdésaganak masodik
ismertetdjele alapjan. Innen kovetkezik, hogy AB = CD és BC=AD. A

2.2. tétel. A paralelogramma szemkozti szogei egyenlék.

Bizonyitds. ® A 19. abran az ABCD paralelogramma lathato. Be-
bizonyitjuk, hogy A/ = C£ és BZ=D/.

B C

A D
19. dbra 20. abra

Az el6z6 tétel bizonyitasakor megéallapitottuk, hogy ABCA = CDAA
(20. abra). Ebb6l kovetkezik, hogy B/ = D/. Az 1-es és 2-es szogek
valamint a 3-as és 4-es szogek egyenl6ségébdl adddik, hogy 1£ + 3£ =
=2/ +4/. Tehdt BAD ~ =BCDZ/. A

2.3. tétel. Aparalelogramma dtloi metszéspontjukban felezik
egymast.

Bizonyitds. © A 21. abran az ABCD
paralelogramma lathat6, melynek atléi az
O pontban metszik egymast. Bebizonyitjuk,
hogy AO = OC és BO = OD.

Vizsgaljuk meg az AOD és COB
haromszogeket.

Az 1/ és 2/ valamint a 3/ és 4/
egyenlGk, mint az AD és BC parhuzamos
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egyenesek és az AC és BD metsz6 egyenesek kiilonb6zé oldali belsé szogei.
A 2.1. tételbdl kapjuk, hogy AD = BC. Tehat az AOD és COB haromszogek
egybevagobak a haromszogek egybevagosaganak masodik ismertetGjele
alapjan. Innen AO = OC, BO=0D.A

Meghatarozas. A paralelogramma magassaganak
nevezziik azt a merdlegest, amelyet a paralelogramma oldalat
tartalmazoé egyenes barmely pontjabol bocsatunk a szemkozti
oldalt tartalmazo6 egyenesre.

A 22. dbran az AF, QE, BM, PN, CK szakaszok mindegyike az ABCD
paralelogramma magassaga lesz.

B C P
Q ] [ ]
[ ] E 1
A M D K N
F
22. abra

A 7. osztalyos mértanbdl mar tudjatok, hogy két parhuzamos egyenes
kozil az egyik egyenes minden pontja azonos tavolsagra lesz a masik
egyenestdl. Ezért AF = QE és BM = PN = CK.

A BM, CK, PN a BC és AD oldalakra bocsatott magassagok, az
AF, QE pedig az AB és CD oldalakra bocsatott magassagok.

O-17 1. feladat. Bizonyitsd be, hogy a haromszég magassagait
tartalmazé egyenesek egy pontban metszik egymast.

Megoldas. Az ABC haromszog minden csicsan keresztil parhuza-

most htzunk a szemkozti oldallal. Megkapjuk az A, B,C, haromszoget
(23. abra).

23. abra
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A szerkesztésbdl kévetkezik, hogy az AC,BC és az ABCB, négyszogek
paralelogrammak lesznek. Ebb6l adédik, hogy AC, = BC = AB,. Tehat
az A pont a B,C, szakasz felezépontja lesz.

Mivel a B,C, és BC egyenesek parhuzamosak, ezért az ABC harom-
sz0g AH magassaga meréleges lesz a B, C, szakaszra. Ebbél kévetkezik,
hogy az AH egyenes az A, B,C, haromszog B,C, oldalanak a felezéme-
r6legese. Az el6z6ho6z hasonléan bizonyithatd, hogy az ABC haromszog
masik két magassagat tartalmazd egyenesek is felez6merGlegesei az
A B,C, haromszog C,A, és A B, oldalainak.

Mivel a haromszog oldalainak felezémerdlegesei egy pontban metszik
egymaést, ezzel az 4llitis be van bizonyitva.@

2. feladat. A paralelogramma tompaszogének szogfelezdje az ol-
dalat a hegyesszog csticsatdl szamitva 2 : 1 aranyba osztja. Hatarozzuk
meg a paralelogramma oldalait, ha kertulete 60 cm!

Megolddas. Az ABCD paralelogramma (24. abra) B tompa-
szogének szogfelezdje az AD oldalt M pontban metszi. A feltétel szerint
AM:MD=2:1. B c

Az ABM és a CBM szogek egyenldk a fel-
tétel alapjan.

A CBM és az AMB szogek egyenlk, mint a
BC és AD parhuzamos egyeneseket BM metsz8 4
egyenesnél keletkezett kiilonb6z8 oldalakon M
fekv( szogek.

Ezért ABM/ = AMBZ. Tehat a BAM 24. abra
haromszog egyenld szard, innen kovetkezik,
hogy AB=AM.

Legyen MD = x cm, ekkor AB = AM = 2x cm, AD = 3x cm. Mivel a
paralelogramma szemkozti oldalai egyenlGk, ezért kertilete 2(AB + AD).
Figyelembe véve, hogy a paralelogramma keriilete 60 cm, a kévetkezd
egyenletet kapjuk:

D

2 (2x + 3x) = 60;
x = 6.
Tehat AB=12 cm, AD = 18 cm.
Felelet: 12 cm, 18 cm. @

p 1. Milyen négyszdget nevezink paralelogrammanak?
® 2 Milyen tulajdonsaggal rendelkeznek a paralelogramma szemkozti
oldalai?
3. Milyen tulajdonsaggal rendelkeznek a paralelogramma szemkozti
szogei?
4. Milyen tulajdonsaggal rendelkeznek a paralelogramma atléi?
5. Mit neveziink a paralelogramma magassaganak?
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m GYAKORLATI FELADAT I

36.° A 25. abran ABCD paralelogrammak lathatok. Rajzoljatok at eze-
ket a flizetbe! A B és M pontokbdl rajzold meg a magassagokat az
AD oldalra, a K pontbdl pedig az AB oldalra!

B
[ )
A D A D
D
a b c

25. abra

@GYAKORLATOK -

37.° Két parhuzamos egyenes metsz harom masik parhuzamos egyenest.
Héany paralelogramma keletkezik igy?

38.° A 26. abran paralelogrammakat latsz. Hatarozd meg, nem végezve
szamitasokat, hogy melyik abran nem helyesen van feltiintetve a
szogek mértéke vagy a szakaszok hossza (a szakasz hossza centi-
méterekben van feltintetve)!

26. abra
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39.° Elegendd-e 40 cm huzal, ha olyan paralelogrammat szeretnénk készi-
teni, melynek oldalai: 1) 14cm és8cm; 2) 16cmés4cm; 3) 12cm és 6cm?

40.° A paralelogramma kertlete 112 cm. Hatarozd meg az oldalait, ha:
1) az egyik oldala 12 cm-rel kisebb, mint a masik; 2) két oldalanak
aranya 5 : 9!

41.° Hatarozd meg a paralelogramma oldalait, ha az egyik oldala 5-sz6r
nagyobb, mint a masik, kerulete pedig 96 cm!

42.° Az ABCD paralelogrammaéban ismert, hogy AB = 6 cm,
AC =10 cm, BD = 8 cm, O pedig az atléinak a metszéspontja.
Hatarozd meg a COD haromszog keriiletét!

O—r7 43.° Bizonyitsd be, hogy a paralelogramma két szomszédos szogé-
nek Gsszege 180°!

44.° Hatarozd meg a paralelogramma szogeit, ha:
1) az egyik koziilik 70°%
2) ha két szogének 6sszege 100°;
3) ha két sz6gének kiillonbsége 20°;
4) két szoge ugy aranylik egyméshoz, mint 3 : 7!

45.° Hatarozd meg a paralelogramma szogeit, ha az egyik koziiluk:
1) kétszer nagyobb, mint a masik;
2) 24°-kal kisebb a masiknal!

46.° Az ABC haromszogben ismert, hogy A~ = 35°. A BC oldal barmely
pontjabdl két egyenes van hizva, melyek megfelelden parhuzamo-
sak a haromszog AB és AC oldalaival. Allapitsd meg a keletkezett
négyszog tipusat, és hatarozd meg a szégeinek
fokmértékét!

47.° Hatarozd meg az ABCD paralelogramma szogeit B
(27. 4bra), ha ABD/ = 68°, ADB/ = 47°!
48.° Az ABCD paralelogramméanak AC atléja az

C

AB oldallal 32°-0s széget alkot. BCD/ = 56°. 4 D
Hatarozd meg a CAD és D szbgeket!
O=t749.° Az ABCD paralelogramma A és B sz6gének 27. abra

szogfelezbi az M pontban metszik egymast. Ha-
tarozd meg az ABM haromszog M szogének fokmértékét!

50.° A paralelogramma oldalai 6 cm és 10 cm. Lehet-e atléjanak hossza
16 cm?

51.° Az ABCD paralelogramma BK magassaga az AD oldalt AK és KD
szakaszokra osztja ugy, hogy AK =4 cm, KD = 6 cm. Hatarozd meg
a paralelogramma szogeit és a keruletét, ha ABK~/ = 30°!

52.° A paralelogramma egyik szoge 45°-0s. A tompaszogének csticsabol
bocsatott magassaga 3 cm és ez a paralelogramma oldalat felezi.
Hatarozd meg a paralelogramma oldalait, és a tompaszogének
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53.°

54.°

55.°

56.°

57.°

58.°

59.°

60.’

61.°

62.°

63.

64.°

65.

66.°

4
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csucsabdl bocsatott atlé és a paralelogramma oldalai altal be-
zart szogeket!

Az ABCD paralelogrammaéban C/ = 30° a CD oldalra bocsatott BH
magassag hossza 7 cm, a paralelogramma kerilete pedig 46 cm.
Hatarozd meg a paralelogramma oldalait!

Adott az ABCD paralelogramma és az MKN haromszog. Egy-
idejlleg teljesiilhetnek-e a kovetkezb egyenlGségek: A/ = M/,
Bs/=K/, C/=N/?

Bizonyitsd be, hogy az ABCD paralelogramma B és D csticsa azonos
tavolsagra van az AC egyenestdl!

Bizonyitsd be, hogy barmely, a paralelogramma atléinak a fele-
z6pontjara illeszkedd olyan szakasz esetén, amelynek végpontjai
a paralelogramma oldalain helyezkednek el igaz, hogy az atlok
felezépontja egyuttal a szakaszfelezg is!

Az ABCD paralelogramma kertlete 24 cm, ABCZ = 160°. Az AC
atléja az AD oldalhoz 10°-0s szog alatt hajlik. Hatarozd meg a pa-
ralelogramma oldalait!

Az ABCD paralelogramma BD atléja az AB oldallal 65° zar be,
CZ = 50°, AB =8 cm. Hatarozd meg a paralelogramma kertiiletét!
Hatarozd meg az ABCD paralelogramma szogeit, ha BD 1 AB és
BD = AB!

A paralelogramma atldja az oldalaival 30°-os és 90°-0s szogeket al-
kot. Hatarozd meg a paralelogramma oldalait, ha a kertilete 36 cm!
Az ABCD paralelogramman kiviil a BD atlgjaval parhuzamosan egy
egyenest fektettek, amely metszi az AB, BC, CD és AD egyeneseket
megfeleléen E, M, F' és K pontokban. Bizonyitsd be, hogy MK = EF!
Az ABCD paralelogramma AC atlgjaval parhuzamosan egy egyenest
fektettek, amely metszi az AB és BC oldalakat megfeleléen M és
N pontokban, az AD és CD egyeneseket pedig megfeleléen P és K
pontokban. Bizonyitsd be, hogy PM = NK!

A paralelogramma egyik szogfelezdje és az oldala altal kozbezart
sz0g nagysaga 24°. Hatarozd meg a paralelogramma szogeit!

Az ABCD paralelogramma A szégének szogfelezdje a BC oldalt az
M pontban metszi. Hatarozd meg az adott paralelogramma keri-
letét, ha AB=12 cm, MC =16 cm!

A paralelogramma hegyesszogének szogfelezdje az oldalat a tom-
paszog csucsatol szamitva 3 : 5 aranyban osztja. Hatarozd meg a
paralelogramma oldalait, ha kertilete 66 cm!

Az ABCD paralelogramma B szogének szogfelezGje a CD oldalt a K
pontban metszi gy, hogy a CK szakasz 5-sz6r hosszabb mint a KD.
Hatarozd meg a paralelogramma oldalait, ha a kertlete 88 cm!
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67.° Az ABCD paralelogrammaban AD = 12 cm, AB =3 cm, B és C
szogének szogfelezbl az AD oldalat megfeleléen E és F pontokban
metszik. Hatarozd meg az EF szakasz hosszat!

68." Az ABCD paralelogramma BH magassaga és az ABC szog szogfele-
z0je kozotti szog fokmértéke 24°. Hatarozd meg a paralelogramma
szogeit!

Ot 69." Bizonyitsd be, hogy a paralelogramma tompaszdgének
csucsabol bocsatott magassagok kozotti szog a paralelogramma
hegyesszogével lesz egyenld!

O=rr 70.° Bizonyitsd be, hogy a paralelogramma hegyesszogének csu-
csabdl bocsatott magassagok kozotti szog a paralelogramma tom-
paszogével lesz egyenld!

71.° A paralelogramma tompaszogének csicsabdl bocsatott magassagok
kozotti szog fokmértéke 30°. Hatarozd meg a paralelogramma ke-
riletét, ha magassagai 4 cm és 6 cm!

72." A paralelogramma hegyesszogének csticsabodl bocsatott magassagok
kozotti szog 150°-0s, a paralelogramma oldalainak hossza 10 cm és
18 cm. Hatarozd meg a paralelogramma magassagait!

73." Az egyenld szart haromszog alapjanak barmely pontjan at a sza-
rakkal parhuzamos egyenest fektettek. Bizonyitsd be, hogy a ke-
letkezett négyszog keriilete egyenl§ lesz az adott haromszog szarai
hosszanak 6sszegével!

74.° Az ABC haromszog minden csucsdan at a szemkozti oldalakkal
parhuzamos egyeneseket fektettek. Az igy keletkezett paralelogram-
mak keriileteinek 6sszege 100 cm. Hatarozd meg az ABC haromszog
keruletét!

75." Szerkessz paralelogrammat:

1) két oldala és a koztik 1év6 szog alapjan;
2) két atloja és oldala alapjan;
3) oldala, atldja és a koztiik 1évs szog alapjan!

76." Szerkessz paralelogrammat:

1) két oldala és atléja alapjan;
2) két atldja és a koztiik 1évs szog alapjan!

77. Adott harom, nem egy egyenesre illeszkedd pont. Szerkessz olyan
paralelogrammat, melynek csicsai ezek a pontok! Hany megoldésa
van a feladatnak?

78.” A paralelogramma két szomszédos szoge szogfelezGinek metszés-
pontja a paralelogramma oldaldra illeszkedik. Hatarozd meg a
paralelogramma szomszédos oldalai hosszanak aranyat!

79.” Az ABCD paralelogramma BC oldalan létezik egy olyan M pont,
melyre igazak a BM = MD = CD egyenl6ségek. Hatarozd meg a
paralelogramma szogeit, ha AD = BD.
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80.

81.”

f
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** Szerkessz paralelogrammat, ha:

1) adott az oldala, ez oldalra bocsatott magassaga és az atldja;

2) adott két atléja és magassaga;

3) adott hegyesszoge és a két szomszédos oldalahoz tartozé két
magassaga!

Szerkessz paralelogrammat, ha:

1) adott két oldala és magassaga;

2) adott atldja és a két szomszédos oldalahoz tartozo két magassaga!

82." Az ABCD paralelogramma B csiicsdb6l BE merGlegest htiztak az

AC atlgjara. Az A ponton keresztiil egy m egyenest fektettek, amely
meréleges az AD egyenesre, és a C ponton at pedig egy n egyenest,
amely merGleges a CD egyenesre. Bizonyitsd be, hogy az m és n
egyenesek metszéspontja a BE egyenesre illeszkedik!

83." Szerkessz paralelogrammat, ha adott az oldala, az 4tléinak dsszege

és az atlok kozti szoge!

84." Az ABCD paralelogramman kiviil az AB és BC oldalakra egyenld

oldald ABM és BCK haromszogeket szerkesztettek. Bizonyitsd be,
hogy az MKD haromszog is egyenld oldalu lesz!

85." A szog belsejében 1évE ponton 4t hizzal egy egyenest gy, hogy az

86.

87.

88.

89.

egyenes szakasza, amely a szog belsejében helyezkedik el, az adott
pontban felezdjon!

ISMETLO GYAKORLATOK I

Az AB szakasz hossza 24 cm. A C pont az AB egyenesre illeszkedik

ugy, hogy BC = 5AC. Az AB szakaszon jeloltiink egy D pontot ugy,

hogy AB = 4BD. Hatarozd meg a CD szakasz hosszat!

Hany ktlonb6zd:

1) derékszogl haromszog 1étezik, melynek oldala 5 cm és szoge 45°,

2) egyenld szaru haromszog létezik, melynek oldala 6 cm és
szoge 30%

3) derékszogl haromszog 1étezik, melynek oldala 7 cm és szoge 60°?

Az ABCD négyszog AC és BD atléi egy kérvonal atmérdi. Bizonyitsd

be, hogy AB || CD!

FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKESZD MEG, KEPZELD EL! | |

Egy 10x10-es négyzetracsos lapot szét lehet-e vagni
25 db, a 28. dbran lathaté alakzatra? 28. abra
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3. A paralelogramma ismertetéjelei

A paralelogramma meghatdrozasa alapjan konnyen felismerhetjik
anégyszogek kozott a paralelogrammat. Ezt a célt szolgalja a kovetkezd
harom tétel is, amelyeket a paralelogramma ismertetdjeleinek nevezzik.

3.1. tétel (a 2.1. tétel forditottja (inverze)). Ha egy
négyszog szemben fekvé oldalai paronként egyenlék, akkor az
ilyen négyszoget paralelogrammanak nevezziik.

Bizonyitds. © A 29. abran lathat6 ABCD négyszogben AB = CD
és BC = AD. Bebizonyitjuk, hogy az ABCD négyszog paralelogramma.

29. abra 30. abra

Megrajzoljuk az AC atlét. Az ABC és CDA haromszogek egybevagboak
a haromszogek egybevagésaganak harmadik ismertetGjele alapjan. Ebbdl
kovetkezik, hogy 14/ =324 és2/=4./. Az 1-es és 3-as szogek a BC és AD
egyenesek valamint az AC metsz§ egyenes kiillonbo6zd oldali szogei. Tehat
BC ||AD. Hasonléan a 2/ = 4/ egyenl§séghdl kovetkezik, hogy AB || CD.

Tehat az ABCD négyszog szemkozti oldalai paronként parhuzamosak,
tehat ez a négyszog paralelogramma. A

3.2 tétel. Ha egy négyszog szemben fekuvé oldalai egyenlék és
pdarhuzamosak, akkor az ilyen négyszog paralelogramma.

Bizonyitdas. A 30. abran lathat6 ABCD négyszogben BC = AD
és BC || AD. Bebizonyitjuk, hogy az ABCD négyszég parale-
logramma.

Megrajzoljuk az AC atlét. Az ABC és CDA haromsziégekben:
BC = AD a feltétel alapjan, az 1-es és 2-es szogek egyenlSk, mint a BC
és AD egyenesek és az AC metszb egyenes kilonbo6z6 oldali szogei, az
AC oldal pedig kozos. Tehat az ABC és CDA haromszogek egybevagdk
a haromszogek egybevagdsaganak elsd ismertetdGjele alapjan. Ebbdl ko-
vetkezik, hogy AB = CD. Tehat az ABCD négyszég mindkét szemkozti
oldalai paronként egyenldk, tehat a 3.1. tételbdl kovetkezik, hogy az
ABCD négyszog paralelogramma. A
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3.3 tétel (a 2.3. tétel forditottja (inverze)). Ha a
négyszog datloi metszik és metszéspontjukban felezik egymadast,
akkor ez a négyszog paralelogramma.

B C Bizonyitds. © A 31. abran az ABCD
i négyszog lathatd, melynek AC és BD atloi
— az O pontban metszik egymast, és a tétel
<> feltétele alapjan AO = OC és BO = OD.
2 Bebizonyitjuk, hogy az ABCD négyszog

A D paralelogramma.
Mivel a BOC és DOA szogek mint cstcs-
31. abra szogek egyenldk, az AO = OC és BO = OD,
ezért a haromszogek egybevagisaganak elsG ismertetGjele alapjan a
BOC és DOA haromszogek egybevagdk. Ebb6l kovetkezik, hogy BC =
= ADés1/£= 2/.Az 1-es és 2-es szogek a BC és AD egyenesek valamint
az AC metsz8 egyenes altal alkotott belsd valtészogek. Tehat BC || AD.

Ezért az ABCD négyszog két szemkozti oldalai egyenlGk és parhu-
zamosak. A 3.2. tétel alapjan az ABCD négyszog paralelogramma. A

Mar tudjatok, hogy a haromszog egyértelmlen megadhaté harom
oldalaval, tehat haromszog szerkesztése harom oldal alapjan egyértel-
mien megoldhaté. Ez a paralelogrammanal masképp van. A 32. abran az
ABCD, A B,C.D,, A,B,C,D, paralelogrammaknak az oldalaik egyenldk,
vagyis AB=A B, = A,B, és BC = B,C, =B,C,. De szemmel lathaté, hogy
ezek a paralelogrammak nem egyenlGk egymassal.

Ez azt jelenti, hogyha négy lécet 6sszekapcsolunk ugy, hogy para-
lelogramma keletkezzen, ekkor ez a szerkezet nem lesz merev, vagyis
alakjat az er6hatasokkal szemben nem tartja meg.

B c B, c

A D A D A D

32. abra

A paralelogrammaénak ezt a tulajdonsagat széleskorien alkalmazzak
a gyakorlatban is. Ennek készénhet6en a villanylampat olyan poziciéba
lehet beallitani, hogy az nekiink legjobban megfeleljen, a széthtzhaté
mobil ajtéracsot a megfeleld poziciéba tudjuk allitani (33. abra).

A 34. dbran egy olyan szerkezet lathaté, amely a gézgép fontos
alkotérésze. A tengely forgasi sebességének novelésével — a centrifugalis
erd hatdasara — a golydk tavolodni fognak a tengelytdl, mikézben a gbz-
mennyiséget szabdlyoz6 csappantya megemelkedik. Ezt a szerkezetet
a gbzgép feltalaldjanak tiszteletére, Watt-féle paralelogrammanak
nevezik.
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Nem mozgd
csucs

Go6mb Gomb
3 -1
Csappantyu (LL

Forgastengely

33. dbra 34. abra

O—1r Feladat. Bizonyitsd be, hogyha a négyszogben a szemkozti
szogek egyenlGk, akkor ez paralelogramma lesz.

Megolddas. A 35. abran az ABCD négyszog lathatd, melyben
Az = C«, BZ = D/. Bebizonyitjuk, hogy az ABCD négyszog paralelo-
gramma.

A négyszog szogeinek 6sszegérdl szolo B

tétel alapjéan A« + BZ + CZ + D/ = 360°.
Figyelembe véve, hogy AL = C£, BZ = D/
azt kapjuk, hogy A/ + B/ =C/ + D/ =180°.

Mivel az A és B szogek egyallast szogek, A
amelyek az AD és BC egyenesek AB-val
torténd metszésekor keletkeznek, és ezek 35. abra
osszege 180°, tehat BC || AD.

Hasonléan be lehet bizonyitani, hogy AB || CD.

Tehat az ABCD négyszog paralelogramma. @

C

‘l) 1. Aparalelogramma milyen ismertet&jeleit ismeritek? Fogalmazzatok
meg Oket!
2. A paralelogramma tulajdonsagai és ismertetéjelei kozul melyek
lesznek kdlcsdndsen forditott tételek?
3. A paralelogramma melyik tulajdonsagét alkalmazzék leggyakrab-
ban a gyakorlatban?

e
WGYAKO RLATOK mmmm

O=r7 90.° Bizonyitsd be, hogyha a négyszog egyik oldalra illeszked§ szogei
180°-ra egészitik ki egymast, akkor ez a négyszog paralelogrammal!
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91.°

92.°

93.°

94.°

95.°

96.°

97.°

36. abra 37. dbra

Az ABCD és AMKD paralelogrammak (36. abra). Bizonyitsd be,
hogy a BMKC négyszog paralelogramma!

Az ABD haromszognek AO, az ABC haromszognek pedig a BO a
sulyvonala (37. abra). Bizonyitsd be, hogy az ABCD négyszog
paralelogrammal

Az ABCD paralelogramma AC atldjan felvettek egy M és egy K
pontot ugy, hogy AM = CK. Bizonyitsd be, hogy az MBKD négyszog
paralelogrammal!

Két korvonalnak kozos az O kozéppont-
ja (38. abra). Az egyik korlapban meg-
huztuk az AB atlét, a masikban pedig
a CD-t. Bizonyitsd be, hogy az ACBD
négyszog paralelogramma!

Az E és F pontok megfeleléen az ABCD
paralelogramma BC és AD oldalainak
a felezdpontjai. Bizonyitsd be, hogy az
AECF négyszog paralelogrammal

Az ABCD paralelogramma AB és CD ol-
dalaira AM és CK egyenl( szakaszokat
mértiunk. Bizonyitsd be, hogy az MBKD
négyszog paralelogramma!

Az ABCD paralelogramma (39. abra) oldalaira AM, BK, CE és
DF egyenlé szakaszokat mértek fel. Bizonyitsd be, hogy az MKEF
négyszog paralelogramma!

38. dbra

O—rr 98." Az ABC haromszog AM oldalfelezdjének meghosszabbitdsara

99.°

az AM szakasszal egyenll MK szakaszt mértek fel. Allapitsd meg
az ABKC négyszog tipusat!

Az ABCD négyszogben AB || CD, Az = C/. Bizonyitsd be, hogy
az ABCD négyszog paralelogrammal!

100.° Az ABCD paralelogramma A szogének szogfelezbje a BC oldalt egy

M pontban metszi, a C szog szogfelezbje az AD oldalt padig egy K
pontban. Bizonyitsd be, hogy az AMCK négyszog paralelogrammal

101.° A 40. abran lathaté ABCD négyszog paralelogramma, BCP/ =

= DAE /. Bizonyitsd be, hogy az APCE négyszog is paralelogramma!
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K
B_, c B e

x@é L

M,

A L AA
F D A D

102.°

103.°

104.°

105.”

106.”

107.”

108.

109.

39. abra 40. abra

A 41. abran lathat6 ABCD négyszog paralelogramma, BECZ =
= DFA/. Bizonyitsd be, hogy az AECF négyszog paralelogrammal
Az ABCD paralelogramma B és D cstcsabdl BM és DK merdle-
geseket bocsatottak az AC atléra. Bizonyitsd be, hogy a BKDM
négyszog paralelogramma!

Az ABCD paralelogramma A és B c
C szogének szogfelezdi a BD atlét
megfeleléen az E és I pontokban E
metszik. Bizonyitsd be, hogy az AECF
négyszog paralelogramma!

Az MNPK paralelogramma NP atloja- 4 D

nak O felez6pontjan at egyenest fek-

tettek, amely az MN és KP oldalakat 41. abra
megfelel6en az A és B pontokban

metszi. Bizonyitsd be, hogy az ANBP négyszog paralelogrammal!
A CDEF paralelogramma atloinak metszéspontjan at két egyenest
fektettek, melyek koziil az egyik a CD és EF oldalakat megfelelGen
az A és B pontokban metszi, a masik a DE és CF oldalakat pedig
megfelel6en az M és K pontokban. Bizonyitsd be, hogy az AMBK
négyszog paralelogrammal!

Az M, N, K és P pontok az ABCD paralelogramma AB, BC, CD
és AD oldalainak felez6pontjai. Bizonyitsd be, hogy az AN, BK,
CP és DM egyenesek metszéspontjai egy paralelogramma cstcsai
lesznek!

ISMETLO GYAKORLATOK IS

Az ABC haromszog AK és BM szogfelezbit tartalmazd egyenesek
74°-0s szog alatt metszik egymast. Hatarozd meg a C szog fokmér-
tékét!

Az egyenl§ szard haromszog szarai altal bezart szog fokmértéke
120° a szarara bocsatott magassag hossza 8 cm. Hatdrozd meg a
haromszog alapjat!
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FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

110. Az alakzatok teriilete mérlegeléssel is meghatarozhatd. E célbdl az
alakzatot kartonra rajzoljuk, majd kivagjuk a kérvonalak mentén.
Ugyanebbdl az anyagbo6l megfelelé méretl négyzetet vagunk ki.
Ezutan 6sszehasonlitjuk a két alakzat tomegét. Magyarazd meg,
min alapszik ez a modszer!

[ SZUKSEGES ES ELEGSEGES M

A 7. osztalyos mértan elsajatitasa kézben megismertétek, hogy a
tételek tobbsége két részbdl all: a feltételbdl (ami adott) és a kovetkez-
tetésbdl (az, amit be kell bizonyitani).

Ha az allitast, amely a feltételt jelenti, megjeloljik A-val, a kévet-
keztetést pedig B-vel, akkor a tétel megfogalmazasat a kovetkezGképpen
abrazolhatjuk:

Ha A, akkor B.
Példaul a 2.3. tételt igy is megfogalmazhatjuk:

A B
Ha a négyszog akkor atléinak metszéspontja
paralelogramma, felezi az atlot.

Ekkor a 3.3. tételt, amely a 2.3. tétel forditottja, igy is megfogal-
mazhatjuk:

A B
Ha | anégyszog 4tléinak | akkor a négyszog
metszéspontja felezi paralelogramma.
az atlét,

A mindennapi életben gyakran hasznaljuk a sziikséges és elégséges
szavakat. Néhany példa erre.
e Ahhoz, hogy meg tudjuk oldani a feladatot, sziikséges a tételt is
tudni.
e Ha a matematikaversenyen minden feladatot helyesen oldottatok
meg, ez elégséges lesz ahhoz, hogy ti végezzetek az els6 helyen.
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A sziikséges és elégséges szavak a tantételekkel szoros kapcsolatban
vannak.
Vizsgaljuk meg a kovetkezd tételt:

A B
egy természetes szam az 5-nek is
H kk
a a 10 tébbszorose, axxor tobbszorose lesz.

Az A feltétel elegendd a B kovetkeztetéshez. Ezzel egytitt a szadm 5-tel
val6 oszthatbsaga (a B allitas) sziikséges ahhoz, hogy a szam oszthaté
legyen 10-zel (A allitas).

Még egy példaval illusztraljuk:

A B

Ha | két sz6g cstucsszog, | akkor | ezek a szogek egyenldk.

Ebben a tételben az A allitas elégséges feltétele a B allitasnak,
vagyis ahhoz, hogy két szog egyenld legyen elégséges az, hogy cstuicsszogek
legyenek. Ebben a tételben a B allitas sziikséges feltétele az A alli-
tasnak, vagyis ahhoz, hogy két szog csticsszog legyen az sziikséges, hogy
egyenlék legyenek. Megjegyezziik, hogy a B allitas nem lesz sziikséges
feltétele az A allitasnak. Valéban, ha két szog egyenld, az nem jelenti
azt, hogy csucsszogek is lesznek.

Tehat barmely ha A, akkor B tételben az A allitas az elégséges
feltétele lesz a B allitasnak, a B allitas pedig sziikséges feltétele az
A allitasnak.

Ha nemcsak a

ha A, akkor B allitas az igaz,
hanem igaz a

ha B, akkor A allitas az igaz,
akkor az A allitas sziikséges és elégséges feltétele a B-nek, és a B
allitas sziikséges és elégséges feltétele az A-nak.

Példaul a 3.3. és a 2.3. tételek kolesonosen forditott tételek. A sziik-
séges és elégséges nyelven ezt igy is megfogalmazhatjuk:

ahhoz, hogy a négyszog paralelogramma legyen, sziikséges
és elégséges, hogy atloi metsszék és a metszéspontban felezzék
egymast.

Ha a tételben szerepel a sziikséges és elégséges szavak, az ilyen
két tételt egyesit: az egyenest és a forditottat is (egyenes tétel lehet bar-
melyik a két tétel kozil, akkor a masik lesz a forditottja). Tehat az ilyen
tétel bizonyitasa két részbdl kell hogy alljon: az egyenes és a forditott
tételeket is bizonyitani kell. Azt a tételt, amely egyesiti az egyenes és a
forditott tételt, kritériumnak nevezziik.



4
30 1. 8. Négyszogek d

Néha a sziikséges és elégséges kifejezés helyett az akkor és csakis
akkort szoktak hasznalni. Példaul a 2.1. és a 3.1. tételek a kévetkezd
kritériumma egyesithetdk:

a négyszog akkor és csakis akkor lesz paralelogramma, ha
mindkét szemkozti oldalpdarja megfeleléen egyenlé.

Fogalmazzatok meg a 2.2. tétel és a 3. pont kulccsal jelolt feladata
alapjan a kritériumtételt!

4. Téglalap

A paralelogramma — az egy négyszog, de nyilvanvald, hogy nem
minden négyszog paralelogramma is egyben. Ebben az esetben azt
mondjak, hogy a paralelogramma a négyszog egy fajtaja. A 42. abra
illusztralja ezt a tényt.

A paralelogrammanak kiilon részesetei is vannak.

Meghatarozas. Téglalapnak nevezziik azt a paralelo-
grammat, melynek minden szoge derékszog.

A 43. dbran az ABCD téglalap lathaté.

A meghatarozasbdl kovetkezik, hogy a téglalap a paralelogramma
minden tulajdonsiagaval rendelkezik. A téglalap:

e szemben lév6 oldalai egyenldk;

e Gtléi metszéspontjukban felezik egymdst.

A téglalapnak viszont egyéni tulajdonsagai is vannak, amelyekkel
a téglalaptdl kiilonbo6zd paralelogramma nem rendelkezik. A meghata-
rozasboél az is kovetkezik, hogy a téglalap szogei egyenlGk egymassal.
Még egy tulajdonsagat a kovetkezd tétel adja meg.

4.1. tétel. A téglalap atléi egyenlék egymassal.

Bizonyitds. © A 44. abran az ABCD téglalap lathaté. Bebizo-
nyitjuk, hogy az AC és BD atldi egyenlGk egymassal.

Az ABD és DCA derékszogd haromszogekben az AB és DC befogdk
egyenldk, az AD befogé pedig kozos. Ezért az ABD és DCA haromszogek
egybevagodak a két befogdjuk alapjan. Ebbdl kovetkezik, hogy BD=AC. A

Négyszogek B [T ] ¢ B ¢
Paralelo-
grammak

A . = D A D

42. dbra 43. dbra 44, abra
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A téglalap meghatarozasa lehetdséget ad arra, hogy a paralelogram-
mak kozil felismerjik a téglalapokat. Ezt a célt szolgalja a kovetkezd
két tétel is, melyeket a téglalap ismertetGjeleinek nevezzik.

4.2. tétel. Ha a paralelogramma egyik szoge derékszog,
akkor az ilyen paralelogramma téglalap.

Bizonyitsatok be 6nalléan ezt a tételt!

4.3. tétel. Ha a paralelogramma datléi egyenlék egymadssal,
akkor az ilyen paralelogramma téglalap.

Bizonyitds. © A 45. abran az ABCD paralelo-
gramma lathatd, melynek AC és BD 4tléi egyenl6k. Be-
bizonyitjuk, hogy az ABCD paralelogramma téglalap.

Vizsgaljuk meg az ABD és DCA haromszogeket!
Ezekben AB=CD, BD=AC, az AD pedig k6zos oldal.
Tehat ezek a haromszogek egybevagdéak a haromszo-
gek egybevagdsaganak harmadik ismertetGjele alap- A D
jdn. Ebbél kovetkezik, hogy a BAD/ = CDAZ. Ezek
a szogek az AB és DC parhuzamos egyenesek és az 45. abra
AD egyenes metszésekor keletkezs egyallasu szogek.
Tehat BAD/ + CDAZ = 180°, BAD/Z = CDAZ = 90°. A 4.2. tételbdl azt
kapjuk, hogy az ABCD téglalap. A

B C

‘l) 1. Milyen alakzatot nevezink téglalapnak?
@ . Milyen tulajdonsagai vannak a téglalapnak?
Milyen egyéni tulajdonsaggal rendelkeznek a téglalap atloi?

Milyen ismertet6jel alapjan allapithatjuk meg, hogy a paralelogram-
ma téglalap?

s wp

%& GYAKORLATI FELADAT B

111.° Rajzolj egy téglalapot! Csak vonalz6 alkalmazasaval hatarozd meg
azt a pontot, amely egyenlé tavolsagra lesz a téglalap csucsaitol!

@GYAKO RLATOK

O=rr 112.° Bizonyitsd be, hogy az a négyszog, melynek minden szoge
egyenld, az téglalap lesz!
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113.°

114.°

115.°

116.°

117.°

118.°

119.°

120.°

121.°

122.°

123.°
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Az ABCD téglalap atloi (46. abra) az O pont- B C
ban metszik egymast. Bizonyitsd be, hogy az (o)
AOB és AOD haromszogek egyenld szaraak!
Az ABCD téglalap atloi (46. abra) az O pont- A D
ban metszik egymast, ABD/ = 64°. Hatarozd

meg a COD és AOD szogeket)! 46. abra

Az ABCD téglalap atléi (46. abra) az O pontban metszik egymast,
ADBz = 30°, BD = 10 cm. Hatarozd meg az AOB haromszog
kertuletét!

A téglalap atléi kozotti szog 60°, a téglalap kisebbik oldala pedig
8 cm. Hatarozd meg a téglalap atléjanak hosszat!

Az ABCD téglalap AC atlojara AM és CK egyenl szakaszokat
mértek (az M pont az A és K pontok ko6zott van). Bizonyitsd
be, hogy a BKDM négyszog téglalaptdl eltérd paralelogramma
lesz!

Az ABCD téglalap BD atléjanak a B-n tuli meghosszabbitdsan
felvettek egy E pontot, a D-n tili meghosszabbitasan pedig egy F'
pontot Ggy, hogy BE = DF. Bizonyitsd be, hogy az AECF négyszog
téglalaptdl eltérd paralelogramma lesz!

Az ABCD téglalap BC oldalanak felezépontja az M pont. MA 1. MD,
a téglalap kerilete pedig 36 cm. Hatarozd meg a téglalap
oldalainak a hosszat!

Az ABCD téglalap kertlete 30 cm. Az A és D szogeinek szogfelez6i
a BC oldalhoz illeszkedd M pontban metszik egymast. Hatarozd
meg a téglalap oldalainak a hosszat!

Az egyenl§ szara derékszogld haromszog atfogdja 55 cm. Az
ABCD téglalapot gy szerkesztették, hogy az A és D csucsai
az atfogéhoz, a masik két cstcsa pedig az adott haromszog
befogéihoz illeszkednek. Hatarozd meg a téglalap oldalait, ha
AB:BC=3:5!

Az ABC haromszogben C/ =90°, AC=BC=6cm. A CMKN tégla-
lap Ugy van rajzolva, hogy az M pont az AC befogéra, az N pont a
BC befogora, a K pedig az AB atfogéra illeszkedik. Hatarozd meg
a CMKN téglalap keriiletét!

Bizonyitsd be, hogyha a paralelogramma Aatléi az egyik
oldallal egyenl§ szogeket alkotnak, akkor ez a paralelogramma
téglalap!

O—Tr 124.° Bizonyitsd be, hogy a derékszogd haromszognek az atfogdhoz

tartozé oldalfelezdje az atfogé felével egyenld!
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125.° Szerkessz téglalapot:
1) két oldala alapjan;
2) az atldja, és az atld és az oldal kozotti szoge alapjan!

126." Szerkessz téglalapot:

1) oldala és atléja alapjan;
2) az atldja, és az atlok kozotti szoge alapjan!

127.” Az ABCD téglalap AC atléjanak felezémerélegese a BC oldalt az
M pontban metszi ugy, hogy BM : MC =1 : 2. Hatarozd meg, hogy
az 4atlé milyen részekre osztja a téglalap szogét!

128." Az ABCD téglalapban ismert, hogy BCAZ : DCA/ =1 :5, AC =
= 18 cm. Hatarozd meg a C pont és a BD atlé kozotti tavolsagot!

129.” Bizonyitsd be, hogy a kiilénb6zd oldald paralelogramma szogfelez6i
egymast metszve egy téglalapot alkotnak!

130.” Szerkessz téglalapot egy oldala és a vele szemkozti — az atlok
metszéspontjanal 1év6 — szog alapjan!

131." Szerkessz téglalapot, ha adott:

1) az atléja és a két oldalanak kiillénbsége;
2) a kertilete és az atldja;
3) a kertlete és az atlok kozti szoge!

ISMETLO GYAKORLATOK IS

132. Az ABC haromszoégben C/£ =48° az AK és BM szakaszok pedig a
magassagai. Hatarozd meg az AK és BM egyenesek kozotti szog
fokmértékét!

133. Az ABC haromszog AC oldalan egy D pontot jeloltiink ugy, hogy
A/ =CBD/. Hatarozd meg az ABC szog fokmértékét, ha az ABD
és BCD haromszogeknek van még egy egyenld szogparja!

134. Az ABC haromszog egyik szogfelezdje az AD szakasz. A C ponton
keresztul az AD egyenessel parhuzamosan egy olyan egyenest
fektettek, amely az AB egyenest az E pontban metszi. Hatarozd
meg az ACE haromszog fajtajat!

FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

135. A sikon 1000 pontot jeléltek. Bizonyitsd be, hogy létezik olyan
egyenes, melyhez viszonyitva mindkét félsikban 500 pont van!
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5. Rombusz

Mar tudjatok, hogy a téglalap a paralelogramma egyik fajtaja. Meg-
ismerkediink a paralelogramma egy masik fajtajaval — a rombusszal.
Meghatarozas. Rombusznak ne-
B C vezziik azt a paralelogrammat, melynek
minden oldala egyenlo.
A 47. dbran az ABCD rombusz lathaté.
A meghatarozasbél kovetkezik, hogy a

A D rombuszra igaz a paralelogramma minden
tulajdonsaga. A rombusznak:
47. abra o a szemkozti szogei egyenlok;

e az 4tloi metszéspontjukban felezik egymdst.
A rombusznak azonban sajat tulajdonsigai is vannak.
5.1. tétel. A rombusz atléi merdlegesek egymasra, és felezik
a rombusz szogeit.
Bizonyitds. ® A 48. dbran az ABCD rombusz lathatd, melyen
az atlok metszéspontja az O pont. Bebizonyitjuk, hogy BD 1 AC és
ABOs =CBOZ.

Mivel a rombusz meghatarozasabdl kovetke- B C
zik, hogy minden oldala egyenld, ezért az ABC N
haromszog egyenl§ szaru (AB = BC). A parale- V

O

logramma atléinak tulajdonsagabdl kévetkezik
az AO = OC egyenlbség. Tehat a BO szakasz A
az ABC haromszog sulyvonala, tehat a harom-
szog magassaga és szogfelezbje is egyben. Vagyis 4 D
BD 1 AC és ABOZ = CBOZ. A

A rombusznak a paralelogrammatél valéd
megkiilénboztetését nemesak a meghatarozasa
segiti, de a kovetkezd két tétel is, amelyeket a rombusz ismertetdjelei-
nek nevezzik.

5.2. tétel. Ha a paralelogramma datloi merélegesek egymadasra,
akkor az ilyen paralelogramma rombusz.

5.3. tétel. Ha a paralelogramma atléi a szogeinek szégfelezoi,
akkor ez a paralelogramma rombusz.

Onalléan bizonyitsd be ezeket a tételeket!

48. abra

'l) 1. Milyen alakzatot nevezink rombusznak?

i . Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik a rombusz?

A rombusz atléinak milyen egyedi tulajdonsagai vannak?

Milyen ismertet&jel alapjan allapithatjuk meg, hogy a paralelogram-
ma az rombusz is egyben?

LRSS
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Ji=2\, GYAKORLATI FELADATOK I

136.° Rajzolj egy rombuszt, melynek oldala 5 cm, egyik szoge
pedig 40°. Rajzold meg a hegyesszog csticsabdl bocsatott két ma-
gassagot, és a tompaszog csicsabdl is a két magassagot!

—\
WGYAKORLATOK [

O=17 137.° Bizonyitsd be, hogyha a paralelogramma két szomszédos
oldala egyenld egymassal, akkor ez rombusz!

O—rr 138.° Bizonyitsd be, hogyha a négyszognek minden oldala egyenld,
akkor ez rombusz!

139.° Az ABCD rombusz AC atléja (49. abra) az AD ol- A
dallal 42°-0s szoget alkot. Hatarozd meg a rombusz
mindegyik szégének fokmértékét!

140.° Az ABCD rombuszban C/Z = 140° az atléinak
metszéspontja pedig O. Hatarozd meg az AOB
haromszog szogeit!

141.° A rombusz egyik atléjanak a hossza megegyezik az
oldalanak a hosszaval. Hatarozd meg a rombusz C
szogeit!

142.° Hatdrozd meg a rombusz szogeit, ha a keriilete 49. abra
24 cm, magassaga pedig 3 cm!

143.° Hatarozd meg az ABCD rombusz kertiiletét, ha A/ = 60°
BD = 9cm!

144.° Az ABCD rombusz D szioge 8-szor nagyobb a CAD szégnél.
Hatarozd meg a BAD sz6gét!

145.° A rombusz oldala és az atlok altal bezart szogek tgy aranylanak
egymashoz, mint 2 : 7. Hatarozd meg a rombusz szogeit!

146.° Az ABCD rombusz AB és BC oldalainak felezépontjai megfelelGen
az M és a K pontok. Bizonyitsd be, hogy MD = KD!

147.° Az ABCD rombusz AB és BC oldalainak felez6pontjai az E és
az F pontok. Bizonyitsd be, hogy FAC/ = FAC/!

148.° Bizonyitsd be, hogy a rombusz magassagai egyenlGk egymassal!

149.° A rombusz tompaszogének csucsabdl bocsatott magassag felezi a
rombusz oldalat. A rombusz kisebbik atléja 4 cm. Hatarozd meg
a rombusz szogeit és keruletét!

150.° Bizonyitsd be, hogy a rombusz 4tldja felezi a rombusz magassagai
kozottl szoget, ha a magassdgokat ugyanabbdl a csticsbdl htztak,
mint az atlot!

151.° Az ABCD rombusz AB és AD oldalaira megfeleléen AE és AF
egyenld szakaszokat mértek. Bizonyitsd be, hogy CEF/ = CFE /!
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152.°

153.°

154.°

155.°

156.°

157.”

158."
159.”

160.

161."

162.

4
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Az ABC haromszognek az AM szakasz a szogfelezdje. Az M ponton
keresztiil egyenest fektettiink, amely parhuzamos az AC egyenes-
sel és az AB oldalt a K pontban metszi, valamint az AB oldallal
parhuzamos egyenest, amely az AC oldalt egy D pontban metszi.
Bizonyitsd be, hogy AM | DK!

Az ABCD paralelogramma A és B szogének szogfelezéi a BC és AD
oldalakat megfeleléen az F és az E pontokban metszi. Allapitsd
meg az ABFE négyszog tipusat!

Az ABC haromszogben a BD szogfelezd felezémerdlegese az AB és
BC oldalakat megfeleléen a K és P pontokban metszi. Allapitsd
meg a BKDP négyszog tipusat!

Szerkessz rombuszt:

1) adott oldala és szoge alapjan;

2) két atloja alapjan;

3) magassaga és szoge alapjan!

Szerkessz rombuszt:

1) adott oldala és atléja alapjan;

2) magassaga és atlgja alapjan!

Az ABCD téglalapban ismert, hogy AD =9 cm, BDAZ = 30°. A BC
és AD oldalain megfelelGen felvették az M és K pontokat ugy, hogy
az AMCK rombusz legyen. Hatarozd meg ennek a rombusznak az
oldalat!

Szerkessz rombuszt, ha adott az atlgja és az a szoge, melynek a
csucsa az adott atléhoz illeszkedik!

Szerkessz rombuszt, ha adott az atldja és az adott atléval szemkozti
szoge!

Szerkessz rombuszt, ha adott:

1) az atléinak 6sszege, valamint az atl és az oldala kozotti szoge;
2) a hegyesszoge és az atlok kiilonbsége;

3) a hegyesszoge, valamint a magassag és az oldalanak 0sszege;

4) az oldala és az atléinak Gsszege;

5) a tompaszoge és az atléinak 6sszege;

6) az oldala és az atldéinak kilonbsége.

Adottak az M, N és K pontok. Szerkessz egy ABCD rombuszt,
amelyben az M pont az AB oldal felez6pontja, az N és K pontok
pedig azon magassagainak a talppontjai, melyeket megfelelGen a
B cstiesbdl az AD oldalra, a D csticsbdl a BC oldalra bocsatottak!

ISMETLO GYAKORLATOK IS

Az A csuicesu szog szaraira AB és AC egyenld szakaszokat mértek.
A B és C pontokon at merdleges egyeneseket fektettiink megfele-
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16en az AB és AC oldalakra, melyek a D pontban metszik egymast.
Bizonyitsd be, hogy az AD félegyenes a BAC szog szogfelezbje!

163. Az ABC haromszog AC oldalanak az A ponton tuli meghosszab-
bitasan felvettek egy D pontot tgy, hogy AD = AB, a C-n tuli
meghosszabbitasara pedig egy D pontot igy, hogy CE = BC. Hata-
rozd meg az ABC haromszog szogeit és keruletét, ha DE = 18 cm,
BDA/ =15°, BEC/ = 36°!

FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

164. Egy négyzetracsos lapon tetsz6legesen kijeloltek 100 négyzetet.
Bizonyitsd be, hogy ezek kozott legalabb 25 olyan négyzet talal-
hat6, melyeknek nincs k6zos pontja!

6. Négyzet

Meghatarozas. Négyzetnek nevezziik azt a téglalapot,
melynek minden oldala egyenlé.

Az 50. abran az ABCD négyzet lathaté.

B C

Tég-

lalapok

50. abra 51. abra

A meghatarozasbol kovetkezik, hogy a négyzet egy olyan rombusz,
melynek minden szoge egyenld. Tehat a négyzet téglalap és rombusz
is egyben. Ezt mutatja be az 51. abra. Ezért a négyzetre a téglalap és a
rombusz minden tulajdonsaga igaz. EbbGl kévetkezik, hogy:

e a négyzet minden szoge derékszog;

e a négyzet atloi egyenldk, merdlegesek egymdsra és szogeinek szog-

felezdi is egyben.

‘I) 1. Milyen alakzatot neveziink négyzetnek?
2. Milyen rombusz lesz négyzet?
3. Ismertesd a négyzet tulajdonsagait!
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GYAKORLATOK I

O—17 165.° Bizonyitsd be, hogyha a rombusz egyik szoge derékszog, akkor

ez a rombusz négyzet!

O—17 166.° Bizonyitsd be, hogyha a téglalapnak a két szomszédos oldala

167.°

168.°

169.°

170.°

171.°

172.°

173.°

egyenld, akkor ez a téglalap négyzet!
Az ABCD négyzet BD atloja 5 cm. Mekkora az AC atlé hossza?
Mivel lesznek egyenlSk az AOB haromszog szogei, ha O az atlok
metszéspontja?
Az ABCD négyzet BC oldalan felvettek egy K B K C
pontot (52. abra) ugy, hogy AKB/ =74°. Hatarozd
meg a CAK szog fokmértékét!
Az ABCD négyzet BC oldalan felvettek egy K
pontot ugy, hogy AK = 2BK. Hatarozd meg a
KAD szbg fokmértékét! A D
Igaz-e az allitas:

1) minden négyzet paralelogramma;

2) minden rombusz négyzet;

3) minden téglalap négyzet;

4) minden négyzet téglalap;

5) minden négyzet rombusz;

6) ha a négyszog atléi egyenldk, akkor az téglalap;

7) ha a négyszog atléi merdlegesek, akkor az rombusz;

8) létezik rombusz, ami téglalap;

9) létezik négyzet, ami nem rombusz;
10) ha a négyszog atléi nem merdlegesek, akkor ez a négyszog

nem rombusz;
11) ha a paralelogramma atléi nem egyenldk, akkor ez a parale-
logramma nem téglalap;

12) ha a téglalap atléi a szogeit felezi, akkor ez a téglalap négyzet?

52. abra

A négyzet csucsain keresztil, az atléival parhuzamosan, egye-
neseket fektettek. Bizonyitsd be, hogy ezek metszéspontjai egy
négyzet csucsai lesznek!

A derékszogl haromszog derékszogének szogfelezdje és az atfogd-
janak a metszéspontjan at a befogékkal parhuzamos egyeneseket
fektettek. Bizonyitsd be, hogy a keletkezett négyszog négyzet!
Az ABCD négyzet AB, BC, CD és AD oldalainak a felezépontjai
rendre az M, K, N, P pontok. Bizonyitsd be, hogy az MKNP négy-
sz0g négyzet!
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174." Az ABCharomszogben C£=90°, AC=BC=14cm. A CDEF négyzet
két csucsa az ABC haromszog befogéira illeszkedik, az E csucs
pedig az AB atfogéra. Hatarozd meg a CDEF négyzet kertletét!

175. Az ABCD négyzetben gy jeloltek egy M pontot, hogy az AMB
haromszog egyenld oldalu legyen. Bizonyitsd be, hogy a CMD
haromszog egyenld szard!

176." Bizonyitsd be, hogyha a paralelogramma atléoi merGlegesek és
egyenldk egymassal, akkor az ilyen paralelogramma négyzet!

177." Az ABCD, DEFM, MNKL, LPOS, SQTV négyszogek négyzetek
(53. dbra). Hatarozd meg a négyzetek azon oldalainak az 6sszegét,
melyek nem illeszkednek az AV egyeneshez, ha az AV szakasz
hossza 16 cm!

B C

N K

P O
53. abra

178." Szerkessz négyzetet adott oldala alapjan!

179.” Bizonyitsd be, hogy a téglalap szogfelez6inek metszéspontja egy
négyzet csucsai lesznek, ha a téglalap nem négyzet volt!

180." Az AMK egyenl6 oldalt haromszog M és K cstcesai az ABCD négyzet
BC és CD oldalaira illeszkednek. Bizonyitsd be, hogy MK || BD!

181.” Adottak az M és K pontok. Szerkessz egy ABCD négyzetet ugy,
hogy az M pont az AB oldal felez6pontja legyen, a K pont pedig a
BC oldalé!

182." A négyzet barmely pontjan keresztiil két olyan egymésra merd-
leges egyenest htizunk, melyek mindegyike metszi a négyzet két
szemkozti oldalat. Bizonyitsd be, hogy az egyenesek négyzetben
1év§ szakaszai egyenlGk!

183." Szerkessz négyzetet, ha adott:

1) az atld és az oldal 6sszege;
2) az atlé és az oldal kiilonbsége!

184." Az ABCD négyzetben az O pontot ugy jelolték ki, hogy OAD/ =

= ODAZ = 15°. Bizonyitsd be, hogy a BOC haromszog egyenld
oldalu!
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185." Az ABCD négyzet BC és CD oldalan ugy jelolték meg az M és E
pontokat, hogy a BAM és MAE szogek egyenldk legyenek. Bizo-
nyitsd be, hogy AE = BM + DE!

@ ISMETLO GYAKORLATOK I

186. Az 54. 4bran az AB || CD, AB = AE, CD = CE. Bizonyitsd be,

hogy BE 1. DE!
B B C
/\/ E/ F? N
A —f tcC A D K
54. abra 55. abra
187. Az 55. dbran az EF || AD, BF = KF, CF = DF. Bizonyitsd be,
hogy EF || BC!

FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

188. A sikon nyolc pontot tgy helyezz el, hogy barmely szakasz fele-
z6merGlegesére ezek koziil pontosan két pont illeszkedjen, ha a
szakaszok végpontjai is az adott pontok lesznek!

7. A haromszo6g koézépvonala

Meghatarozas. A haromszog kozépvonalanak nevez-
ziik azt a szakaszt, amely a két oldalanak felez6pontjat koti 6ssze.

Az 56. abran az MN, NE, EM szakaszok az ABC haromszog kézép-
vonalai.

7.1. tétel. A haromszog két oldaldanak felezépontjat osszeko-
t6 kozépvonala parhuzamos a harmadik oldalaval és ennek
felével egyenlé.

Bizonyitds.© Legyen MN szakasz az ABC hdromszog kézépvonala

(57. abra). Bebizonyitjuk, hogy MN || AC és MN = %AC.

_ Az MN egyenesen jeldljiik az E pontot ugy, hogy MN = NE (57. abra).
Osszekatjik az E és C pontokat. Mivel az N pont a BC szakasz felez6-
pontja, ezért BN = NC. Az 1-es és 2-es szogek egyenldk, mert cstcsszo-
gek. Tehat az MBN és ECN haromszogek egybevagdk a haromszogek
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B B
3
M Ml ANY E
2
f :
A T E T C A
56. abra 57. dbra

egybevagosaganak elsd ismertetGjele alapjan. Innen koévetkezik, hogy
MB=EC és 3£ =4/. Figyelembe véve, hogy AM = BM, ezért EC = AM.
A 3-as és a 4-es szogek kiilonbo6z6 oldali szogei az AB-t és EC-t metsz6
BC egyenesnek. Vagyis AB || EC.

Tehat az AMEC négyszog AM és EC oldalai parhuzamosak és
egyenlGk. Ezért a 3.2. tétel alapjan az AMEC négyszog paralelogramma.
Innen kovetkezik, hogy ME || AC, vagyis MN || AC.

Mivel ME = AC és MN = %ME, ezért MN = %AC. A

O=tr Feladat. Bizonyitsd be, hogy a négyszog oldalainak a felezé-
pontjai egy paralelogramma csicsai!

Megoldas. Az ABCD négyszogben az M, N, B
K és P pontok az AB, BC, CD és AD oldalainak a N
megfelel( felezépontjai (58. abra).

Az MN szakasz az ABC haromszog kézépvonala. A

A haromszog kozépvonalanak tulajdonsaga alapjan K
MN ||ACés MN =2 Ac. P
A PK szakasz az ABC haromszog kozépvonala. D
A haromszog kézépvonalanak tulajdonsaga alapjan
PK ||AC és PK =2 AC. 58. abra

Mivel MN || AC és PK || AC, ezért MN || PK.
Az MN = %AC és PK = %AC egyenlGségekbdl kapjuk, hogy MN=PK =

-1 ac.
2

Tehat az MINKP négyszog MN és PK oldalai egyenlGk és parhuza-
mosak, ezért az MNKP négyszog paralelogramma. @

D 1. Mit neveziink a haromszdg kdzépvonalanak?
@ 2. Hany kozépvonalat lehet a haromszdgbe rajzolni?
3. Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik a haromszog kdzépvonala?
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GYAKORLATOK I

189.° Kozépvonala lesz-e az MK szakasz az ABCharomszognek (59. abra)?
190.° Ko6zépvonalalesz-e az EF szakasz az MKP haromszognek (60. abra)?

5cm E 5em

59. abra 60. abra 61. abra

A 3cm K 3cm

191.° A DE és DF szakaszok az ABC haromszog kézépvonalai (61. abra).
Kozépvonala lesz-e az EF szakasz az adott haromszégnek?

192.° A haromszog oldalai 6 cm, 8 cm és 12 ecm. Hatarozd meg a harom-
szog kozépvonalait!

193.° Az M és K pontok az ABC haromszog AB és AC oldalainak a fele-
z6pontjai. Hatarozd meg az ABC haromszog kertiletét, ha az MAK
haromszog kertilete 17 cm!

194.° Bizonyitsd be, hogy az ABC haromszog kézépvonalaibdl alkotott
haromszog kertlete az ABC haromszog kertletének a fele!

195.° Allapitsd meg annak a haromszoégnek a fajtajat, melynek kozép-
vonalai egyenlGk egymassal!

196.° Bizonyitsd be, hogy a haromszog kézépvonalal négy egybevagd
haromszogre osztja az adott haromszoget!

197.° Az E és F pontok az ABC haromszog AB és BC oldalainak
megfelel6 felez6pontjai. Hatarozd meg az AC oldal hosszat, ha
az 7 cm-rel hosszabb, mint az EF szakasz!

198.° Bizonyitsd be, hogy az ABC haromszog DE kozépvonala (a D és
az E pontok megfeleléen az AB és BC szakaszokra illeszkednek)
és a BM oldalfelezbje metszéspontjukban felezik egymast!

199.° Bizonyitsd be, hogy az ABC haromszog AM magassiga merGleges
az AB és AC szakaszok felezépontjait 6sszekotd kozépvonalra!

200.” Hatarozd meg a haromszog szogeit, ha két kozépvonala egymassal
egyenld és merGlegesek egymésra!

201." Az egyenl( szard haromszog alappal parhuzamos kézépvonalanak
hossza 6 cm. Hatdrozd meg a haromszog oldalainak hosszat, ha
kertilete 46 cm!
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202." A négyszog atléinak 6sszege 28 cm. Hatarozd meg annak a négy-
szognek a keriletét, melynek csicsail az eredeti négyszog olda-
lainak a felezépontjai lesznek!

203." A négyszog csticsai annak a rombusznak a felezépontjai, melyek
atlol 8 cm és 14 cm. Allapitsd meg a négyszog fajtajat, és hatarozd
meg az oldalainak hosszat!

204." A négyszog csucsai annak a téglalapnak a felez6pontjai, melyek
atloja 12 cm. Allapitsd meg a négyszog fajtajat, és hatarozd meg
az oldalainak hosszat!

205.° Bizonyitsd be, hogy a haromszog csuicsai egyenld tavolsagra vannak
attél az egyenest6l, amely tartalmazza a haromszog kozépvonalat!

206." A haromszog AB és BC oldalain megfelelGen jelolték az M és K
pontokat ugy, hogy AM = 3BM, CK = 3BK. Bizonyitsd be, hogy
MK || AC, és hatérozd meg az MK szakasz hosszét, ha AC=16 cm!

207." A BAD és BCE szogek az ABC haromszog kulsé szogei. A B
csucesbol a BAD és BCE szogek megfeleld szogfelezGire BM és BK
merdlegeseket allitottak. Hatarozd meg az MK szakaszt, ha az
ABC haromszog keriilete 18 cm!

208." Szerkessz haromszoget a harom oldalanak felez6pontja alapjan!

209.” Szerkessz paralelogrammaéat a harom oldalanak felez6pontja
alapjan!

210." Az ABCD domboru négyszog atléi merSlegesek egymasra. Az AB
és AD oldalak felez6pontjain keresztiil a DC és BC oldalakra meg-
felelGen merdlegeseket allitottak. Bizonyitsd be, hogy az egyenesek
metszéspontja az AC egyenesre illeszkedik!

211." Az ABCD dombort négyszog AB és CD oldalai egymassal egyen-
16k. Az AC és BD atlék felezépontjain egyenest fektettek, amely
az AB és CD oldalakat megfelelen az M és N pontokban metszi.
Bizonyitsd be, hogy BMN/ = CNM/!

ISMETLO GYAKORLATOK IS

212. Az O kozéppontu korhoz a C ponton at CA és CB érintGket huztak
(az A és B érintési pontok lesznek). Az AD szakasz a kor atmérdje.
Bizonyitsd be, hogy BD || CO!

213. Az ABC haromszogben ismert, hogy AB = BC, B/ = 32°, AK pe-
dig a haromszog szogfelezdje. A K ponton keresztiil egy egyenest
fektettek, amely parhuzamos az AB oldallal, és az AC oldalt az M
pontban metszi. Hatarozd meg az AKM szo6g fokmértékét!

214. Az ABCD paralelogramma BD atloja a magassaga is egyben és a
hossza megegyezik a BC oldal hosszaval. Hatarozd meg a parale-
logramma CD oldalat, ha a Bpont a CD egyenestdl 4 cm tavolsagra
van!
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FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

215. Az 1 cm-es egyenld oldali haromszogben felvettek 6t pontot. Bi-
zonyitsd be, hogy ezek koziil a pontok kozil ki lehet valasztani
kettSt, melyek kozott a tavolsag nem nagyobb, mint 0,5 cm!

8. A trapéz

Meghatarozas. Trapéznak nevezziik azt a négyszoget,
amelynek két oldala parhuzamos, a masik ketté pedig nem.

A 62. abran lathaté négyszogek trapézok.

ﬁ
Szdr

A D E P Alap
62. abra 63. abra

A trapéz parhuzamos oldalait alapjainak nevezziik, a nem parhu-
zamosakat pedig a trapéz szarainak (63. abra).

Az ABCD trapézban (BC || AD) az A és D szogek az AD alapnal 1évé
szogel, a B és C szogek pedig a BC alapnal 1év§ szogei lesznek.

Meghatarozas. A trapéz magassaganak nevezziik az
egyik alapjat tartalmazo egyenes barmely pontjabdl a masik
alapot tartalmazé egyenesre bocsatott merdlegest. (Vagyis a
trapéz magassagan a két parhuzamos kozotti tavolsagot értjiik.)

A 64. abran a BM, EF, DK, PQ szakaszok mindegyike az ABCD trapéz
magassaga. Ezeknek a szakaszoknak a hossza megegyezik a BC és AD
egyenesek kozotti tavolsaggal. Ezért BM = EF = DK = PQ.

A 65. abran az ABCD trapéz lathaté, melynek AB és CD szarai
egyenlGk. Az ilyen trapézt egyenld szarunak nevezzik.

B EC K Q B C
NN
1 11
A M F D P A D

64. abra 65. abra
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Ha a trapéz egyik szara a magassaga is egyben, B C
akkor az ilyen trapézt derékszogilinek nevezziik
(66. abra).

A trapéz a négyszognek egy specidlis esete. A
négyszog és a specidlis esetei kozotti dsszefliggést
a 67. abra szemlélteti. 66. abra

Négyszogek

Paralelogrammak

Téglala-
pok

Négyzetek

67. dbra

Meghatarozas. A trapéz kozépvonalanak nevezziik
azt a szakaszt, amely a szarainak felez6pontjat koti 6ssze.

A 68. abran az ABCD trapéz kozépvonala az MN szakasz.

8.1. tétel. A trapéz kézépvonala parhuzamos az alapokkal,
és hossza az alapok szamtani kozepével (félosszegével) egyenlo.

Bizonyitds. © Legyen az MN szakasz az ABCD trapéz kozépvo-
nala (69. 4bra). Bebizonyitjuk, hogy az MN || AD és MN = % (AD + BC).

Meghuzzuk a BN egyenest, és az AD egyenessel valé metszéspontjat
megjeloljik E-vel.

B c B

68. abra 69. abra
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Mivel az N pont a CD szakasz felezépont)ja, ezért CN = ND. Az 1-es
és 2-es szogek egyenldk mint cstcsszogek, a 3-as és 4-es szogek pedig a
BC és AE parhuzamos egyeneseknek a CD egyenessel valé metszésekor
keletkezett valtészogek. Tehat a BCN és az EDN haromszogek
egybevagok a haromszogek egybevagbsaganak masodik ismertetdjele
alapjan. Innen az kovetkezik, hogy BC = DE és BN = NE. Ekkor az MN
szakasz az ABE haromszog kozépvonala lesz. Ebbdl kévetkezik, hogy

MN || AE, vagyis MN || AD és M = %AE’ Innen azt kapjuk, hogy:
MN=%AEz%(AD+DE):%(AD+BC). A

O-1r Feladat (az egyenld szard trapéz tulajdonsagai).
Bizonyitsd be, hogy az egyenl( szaru trapézban:

1) az alapjainal 1évé szbégeik egyenldk;

2) atloi egyenldk;

3) a tompszog csucsabol bocsatott magassag az alapot két olyan részre
osztja, melyek kozil a kisebbik az alapok kiilonbségének a felével, a na-
gyobbik pedig az alapok félosszegével (a trapéz kozépvonalaval) egyenld.

Megoldas. Megvizsgaljuk az ABCD egyenl( szaru trapézt (AB = CD).

1) Meghtzzuk a BM és CK magassagokat (70. abra). Mivel AB =
CD és BM = CK, ezért az AMB és DKC derékszogl haromszogek egybe-
vagoak a befogbjuk és az atfogbjuk egyenlGsége alapjan. Ebbdl kovet-
kezik, hogy A =D~.

A kovetkezbket kaptuk: A/ =D/. AZ+ABCZ=180°, DZ+DCB£=
=180°. Tehat ABC/ = DCBZ/.

B C B C
[ ] []
ATy kK P2 4 ac D
70. abra 71. abra

2) Megvizsgaljuk az ACD és DBA haromszogeket (71. abra).

Ezekben AB = CD, AD a ko6zos oldaluk, a BAD és CDA szogek, mint
az egyenld szaru trapéz alapon fekvd szogei, egyenlGk. Tehat az ACD
és DBA haromszogek egybevagok két oldaluk és a koztik 1év6 szoguk
alapjan. Tehat AC = BD.

3) A BMKC négyszigben (70. abra) BM || CK, BC || MK, a BMK
szog pedig derékszog. Tehat ez a négyszog téglalap. Innen kovetkezik,
hogy MK = BC.
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Az AMB és DKC haromszogek egybevagosagabdl kovetkezik, hogy
AM = KD. Tehat

AD-MK _ AD-BC,
2 2
MD:AD_AM:AD_AD;BC _ 2AD—;1D+BC _ AD;—BC'.

AM =

. Mit nevezink trapéznak?

A trapéz mely oldalait nevezzuk alapoknak? Szarainak?

Mit neveziink a trapéz magassaganak?

Sorold fel a trapéz fajtait!

Milyen trapézt neveziink egyenld szarunak?

Milyen trapézt neveziink derékszogiinek?

Mit neveziink a trapéz kézépvonalanak?

Fogalmazd meg a trapéz kdzépvonalanak tulajdonsagarol szoélo
tantételt!

9. Fogalmazd meg az egyenld szaru trapéz tulajdonsagait!

"

NG~ WNE

@,\ GYAKORLATI FELADATOK I

216.° A négyzetracsos fluzetbe rajzolj:
1) egyenld szaru trapézt;
2) derékszogd trapézt;
3) olyan trapézt, amely nem derékszogl és nem egyenld szary;
4) olyan trapézt, amelynek az alapnal az egyik szog hegyes, a

masik pedig ugyanennél az alapnal tompaszog!

217.° Rajzold at a 72. abrat, majd hizd meg a trapéz magassagait

megfeleléen a B, M, K és D pontokbdl!

B M C D K A

/ N \ AN

72. abra
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GYAKORLATOK I

218.° Keress trapézokat a 73. abran! Nevezd meg az alapjait és a

szarait!
B M C A B :M . C
7 1
A < c 517 A—' 4 rK: D
a b c

73. abra

219.° Trapéz-e a 74. abran lathat6 ABCD négyszog? Ha igen, akkor
nevezd meg a trapéz alapjait és szarait!

B
B c E
¢ 105°
B C
A
70° 60° F .
5 A D A -+ D
a b c

74. abra

220.° Az egyenld szara trapéz kertilete 52 cm, az alapjai pedig 13 cm és
21 cm. Hatarozd meg a szarat!
221.° A trapéz keriilete 49 cm, szarai pedig 5,6 cm és 7,8 cm. Hatarozd
meg a trapéz alapjait, ha az egyik alapja 7,4 cm-rel nagyobb, mint
a masik!
O—1r 222.° Bizonyitsd be, hogy a trapéz szarain 1évé (belsé) szogeinek
Osszege 180°!
223.° 1) Hatarozd meg az ABCD trapéz A és C szogét, ha az alapjai az
AD és BC szakaszok, és BZ = 132°, D£ = 24°!
2) Hatarozd meg az ABCD trapéz szogeit, ha az AB szaron 1évl
A szoge 38°-kal kisebb, mint a B szoge!
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224.° Hatarozd meg az ABCD trapéz szogeit, ha a CD szaron 1évG szogeire
igaz, hogy CZ£: D/ = 8: 17!

225.° Az egyenl6 szaru trapéz egyik szoge 46°. Hatarozd meg a tGébbi
sz0gét!

226.° Az egyenld szara trapéz szemkozti szogeinek kiilonbsége 20°.
Hatarozd meg a szogeit!

227.° Az egyenld szaru trapéz tompaszog csucsanal 1éve szar és a ma-
gassag kozotti szog 23°. Hatarozd meg a trapéz szogeit!

228.° Lehet-e a trapéznak:
1) harom derékszoge;
2) harom hegyesszoge;
3) két szemkozti tompaszoge;
4) két szemkozti derékszoge;
5) két szemkozti egyenld szoge?

229.° Lehetnek-e:
1) a trapéz alapjai egyenldk;
2) a trapéz atléinak metszéspontja az atlok felezépontja?

O—17 230.° Bizonyitsd be, hogyha a trapéz egyik alapjan fekvd szogei
egyenldk, akkor az adott trapéz egyenld szaru!

231.° Bizonyitsd be, hogy az egyenlé szaru trapéz szemkozti szégeinek
Osszege 180°! Igaz-e a forditott allitas: ha a trapéz szemkozti szo-
geinek 6sszege 180° akkor az adott trapéz egyenl szara?

232.° A 6 cm-es oldald szabalyos haromszog kézépvonala egy haromszog-
re és egy négyszogre osztja azt. Hatarozd meg a négyszog fajtajat
és keritiletét!

233.° Az egyenl$ szara trapéz magassiga, amelyet a kisebbik alap
végpontjabdl huztunk meg, a nagyobbik alapot egy 6 cm-es és egy
10 cm-es részre osztja. Hatdrozd meg a trapéz alapjait!

234.° Az egyenld szaru trapéz egyik szoge 60°, szara 18 cm, alapjainak
osszege pedig 50 cm. Hatarozd meg a trapéz alapjait!

235.° A derékszogi trapéz alapjai 10 cm és 24 cm, az egyik szoge pedig
45°, Hatarozd meg a trapéz kisebbik szarat!

236.° A derékszogd trapéz alapjai 7 cm és 15 cm, az egyik szoge pedig
60°. Hatarozd meg a trapéz nagyobbik szarat!

237.° Az ABCD trapézban ismert, hogy AB = CD, BACZ = 20°,
CAD/ = 50°. Hatarozd meg az ACB és ACD szogeit!

238.° Az ABCD trapézban ismert, hogy BC|| AD, AB 1 AD, BC = CD,
ABD/ = 80°. Hatarozd meg a trapéz szogeit!
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239.° Az ABCD trapéz kisebbik alapja BC, melynek hossza 6 cm. A B
csucsan keresztul egy egyenest fektettek, amely parhuzamos a
CD oldallal, az AD oldalt pedig egy M pontban metszi. Hatarozd
meg a trapéz kertiletét, ha az ABM haromszog kertulete 16 cm!

240.° Az ABCD trapéz C csicsan at egy egyenest fektettek, amely
parhuzamos az AB szaraval, az AD nagyobbik alapot pedig egy
E pontban metszi. Hatarozd meg a trapéz szogeit, ha D/ = 35°,

DCE/ =65
241.° A trapéz alapjai 9 cm és 15 cm. Mivel egyenld a trapéz koézépvo-
nala?

242.° A trapéz kozépvonala 8 cm, az egyik alapja pedig 5 cm. Hatarozd
meg a méasik alapjanak hosszat!

243.° A trapéz egyik alapja 8 cm-rel hosszabb a méasiknal, a kézépvona-
la pedig 17 cm-rel egyenld. Hatarozd meg a trapéz alapjainak
hosszat!

244.° A trapéz alapjainak aranya 3 : 4, a k6zép-
vonalanak hossza pedig 14 cm. Hatarozd

B C
meg a trapéz alapjainak hosszat! K
F
E

P

245.° Az ABCD trapéz mindkét szarat négy M
egyenld részre osztottak fel (75. abra): N
AE=EF=FK=KB,DN=NM=MP=PC. A D
Hatarozd meg az EN, FM és KP szakaszok
hosszat, ha AD =19 cm, BC =11 cm! 75. abra

246.° A derékszogl trapéz tompaszogének a csticsabdl bocsatott magas-
saga a nagyobbik alapjat 7 cm-es és 5 cm-es szakaszokra oszt)a,
ha a derékszog cstcsatol kezdjik a szamolast. Hatarozd meg a
trapéz kozépvonalat!

247.° A derékszogd trapéz kozépvonala 9 cm, a derékszog cstcsabdl
bocsatott magassaga a nagyobbik alapot olyan szakaszokra osztja,
melyek koziil az egyik 2-szer hosszabb a masiknal, ha a derékszog
csucsatol kezdjik a szamolast. Hatarozd meg a trapéz alapjait!

O—17 248.° Az ABCD egyenl§ szaru trapéz (AB = CD) 4tl6i az O pontban
metszik egymast. Bizonyitsd be, hogy AO = OD és BO = OC!

249." Az egyenls szara trapéz magassaga h, a trapéz szarat az atléoinak
metszéspontjabdl 60°-os szog alatt latni'. Hatarozd meg a trapéz
atlgjat!

250." Az egyenls szara trapéz alapjal tgy aranylanak egymashoz, mint
2 : 5, az atloja a tompaszogét pedig felezi. Hatarozd meg a trapéz
oldalait, ha kertilete 68 cm!

! Legyen adott egy AB szakasz és egy rajta kiviilli M pont, az AMBZ = a.. Ebben
az estben azt mondjuk, hogy az AB szakasz az M pontbdl a szog alatt latszik.
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251.°

252.°
253.°

254.°

255.°

256.°

257.°

258.°

259.°

260.°

261.°

262.”

263.”

264."

265.”

266.”

267."

Az ABCD trapézban AB = CD, AD = 24 cm, ADB/ = CDBZ, a
trapéz kertlete pedig 60 cm. Hatarozd meg a trapéz ismeretlen
oldalait!

A trapéz oldalai a, a, a és 2a. Hatarozd meg a szogeit!

Az ABCD trapézban az AC atlé merd8leges a CD szarra, és a BAD
szog szogfelezbje is egyben. D/ = 60° a trapéz kerilete pedig
40 cm. Hatarozd meg a trapéz alapjait!

Az egyenl szara trapéz atléja merdleges a trapéz szarara, a
kisebbik alapja pedig a szarral egyenlS. Hatarozd meg a trapéz
szogeit!

Milyen feltételek mellett egyenld az egyenld szara trapéz magas-
saga az alapjai kulonbségének a felével?

Szerkessz egyenld szaru trapézt alapja, szara és a koztiik 1évs
szoge alapjan!

Szerkessz derékszogl trapézt az alapjai és a kisebbik szara alap-
jan!

Szerkessz egyenlG szara trapézt az alapja, szara és atlgja
alapjan!

Az egyenld szara trapéz szara 6 cm, a nagyobbik alapja pedig
10 cm. Hatarozd meg a trapéz kozépvonalat, ha egyik
szoge 60°!

Az egyenl( szara trapéz atldja 14 cm és alappal 60°-0s szoget zar
be! Hatarozd meg a trapéz kozépvonalat!

Az ABCD trapéz kozépvonala két olyan trapézra osztja az eredeti
trapézt, melyeknek a kézépvonala 15 cm és 19 ecm. Hatarozd meg
az ABCD trapéz alapjait!

Bizonyitsd be, hogyha az egyenld szara trapéz atléor merdGle-
gesek egymasra, akkor a magassaga a trapéz kozépvonalaval
egyenld!

Bizonyitsd be, ha az egyenld szaru trapéz magassaga a trapéz
kozépvonalaval egyenld, akkor a trapéz atléi merdlegesek egy-
masra!

A derékszogl trapéz atléja olyan két haromszogre osztja azt, me-
lyek kozil az egyik a oldalt egyenld oldald haromszog. Hatarozd
meg a trapéz kozépvonalat!

Az egyenl$ szaru trapéz atléja két egyenld szard haromszogre
osztja a trapézt. Hatarozd meg a trapéz szogeit!

Az ABCD trapézban (BC || AD) ismert, hogy AC L BD,
CAD« = 30° BD = 8 cm. Hatarozd meg a trapéz kozépvonalat!
Bizonyitsd be, hogy a trapéz szarainal 1évé szogfelezdinek met-
széspontja a trapéz kozépvonala egyenesére illeszkedik!
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268." Szerkessz trapézt, ha adottak:
1) az alapjai és szarai;
2) az alapja, magassaga és atloi;
3) az alapjainak kiilénbsége, szarai és atléja!

269.” Szerkessz egyenld szara trapézt, ha adott az alapja, magassaga
és szara!

270.” Szerkessz trapézt, ha adottak:

1) az alapjai és atlo;

2) szarai, kozépvonala és magassaga;

3) alapja, az alapon fekv( szoge és szara;
4) szaral, magassaga és az egyik atldja.

271." Az ABCD paralelogramma B cstiicsan at egy egyenest fektettiink,
amelynek nincs mas kézos pontja a paralelogrammaval. Az A és C
csucsok ettdl az egyenestll megfelelGen a és b tavolsagra lesznek.
Hatarozd meg a D pont tavolsagat ettél az egyenestdl!

ﬁ FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ

272. A korben AB és CD atmérbket rajzoltunk. Bizonyitsd be, hogy
AC=BD és AC || BD!

273. Az O kozéppontu kérben AB atmérét és AC hurt rajzoltunk.
Bizonyitsd be, hogy BOC/ = 2BAC/!

274. Az O kozépponta korvonalat az AB egyenes a C pontban érinti,
AC = BC. Bizonyitsd be, hogy OA = OB!

275. Az O kozéppontu korvonal AB hurja merdleges az OC sugarra és
feleziis egyben. Hatarozd meg: 1) az AOB szoget; 2) az ACB szoget!

276. Hany kozos pontja lesz egy 6 cm és egy 8 em sugaru korvonalnak,
ha a kozéppontjaik kozotti tavolsag: 1) 15 ecm; 2) 14 ¢m; 3) 10 cm;
4) 2 cm?

Frissitsétek fel a 19-22. pontokban tanultakat (190-
192. oldal)!

FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

277. A sokszoget haromszogekre osztottak, melyeket fekete és fehér
szinekkel festették be ugy, hogy barmelyik két kozos oldalu
haromszog kiilonb6zd szind legyen. Bizonyitsd be, hogy a fekete
haromszogek szdma nem lesz kisebb, mint a fehér haromszogek
szadmanak haromszorosa!
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9. Kozépponti és keriileti szogek

Meghatarozas. Akorvonal kozépponti szogének azt
a szoget nevezziik, melynek csticspontja megegyezik a korvonal
kozéppontjaval.

A 76. 4bran az AOB kozépponti szog lathaté. Ennek a szognek a
szdrai a korvonalat az A és B pontban metszik. A pontok a korvonalat
két ivre osztjak, melyek a 76. abran kilonbo6zb szinnel vannak jeldlve.
Mindkét ivre érvényes a kovetkezs jelolés: ABU (igy olvassuk: AB iv).

A A M c

A B
B B N

M 5

76. abra 77. dbra 78. dbra 79. dbra

De az ABu jellel nem tudjuk megkulonboztetni a 76. abran 1évg
iveket. Ha valamelyik iven felveszink egy pontot (a 77. dbrin ez az
M pont), akkor mar vilagos, hogy az AMBU jelolés a kék ivet jeloli. Ha
az egyik iven egy pont meg van jelolve, akkor az ABU jelélésnek az az
iv felel meg, amelyikhez az adott pont nem illeszkedik (a 77. abran ez
a zold iv).

Az AB iv az AOB kozépponti szoghoz tartozik (77. dbra). Ebben
az esetben azt mondjak, hogy az AOB kézépponti szog az AB ivre
tamaszkodik.

A korvonalhoz hasonléan a korivet is fokmértékben mérjuk.
A teljes korvonal fokmértéke 360°. Ha az MON koézépponti szog az MN
ivre tamaszkodik (78. abra), akkor az MN iv fokmértéke megegyezik az
MON szog fokmértékével, és ezt igy jeloljik: MNU = MON/ (igy olvassuk:
az MN iv fokmértéke egyenld az MON kozépponti szog fokmértékével).
Az MEN iv fokmértéke (78. abra) egyenld lesz 360° — MONLZ.

A 79. abran egy olyan korvonal lathatd, melyben két egymasra
meré6leges AB és CD atmér6 van meghuzva. Ekkor az AMDuU = 90°,
ACDuU = 360° — 90° = 270°, ACBU = ADBU = 180°. Az ACB és ADB hu-
rok mindegyikét félkornek nevezziik. A 79. 4bran fél-
kornek tekinthetjuk a CAD és CBD hurokat. A

Az ivek végpontjait 6sszekotd hurrdl azt mondjuk,
hogy az iv a hurra tamaszkodik. A 80. abran az AB
hirra tamaszkodik az AB és AKB iv is.

Barmilyen hur két olyan ivre tamaszkodik, melyek B
fokmértékének osszege 360°. 80. abra
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Meghatarozas. A korvonal kerileti szé6gének azt
a szoget nevezziik, melynek cstcsa a kérvonal barmely pontja,
szarai pedig metszik a kérvonalat.

A 81. abran az ABC sz6g kertileti szog lesz. Az AC iv ehhez a sz6ghoz
tartozik, az ABC iv viszont nem tartozik hozza. Ebben az esetben azt
mondjak, hogy a keriileti szog az AC ivre tamaszkodik. Azt is lehet
mondani, hogy az ABC kertleti sz6g az AC harra tamaszkodik.

9.1. tétel. A keriileti sz6g fokmértéke egyenlé azon iv fokmér-
tékének a felével, amelyre az tamaszkodik.

Bizonyitds. © A 81. abran az ABC szog keriileti szog lesz. Bebizo-

nyitjuk, hogy ABC/ = % ACu.

Harom esetet fogunk megvizsgalni, attél fliggden, hogy a korvonal
O kozéppontja az ABC kertleti szoghoz képest hogyan helyezkedik el.

1. eset. Az O pont a kertleti szog egyik szarara illeszkedik, példaul
a BC szarra (82. abra).

Meghuzzuk az OA sugarat. Az AOC kozépponti szog az ABO egyen-
16 szaru haromszog kilsé szoge (az OA és OB oldalai egyenldk, mint a
korvonal sugarai). Ekkor AOCZ = AZ + BZ. Azonban AZ = BZ. Innen

kovetkezik, hogy ABC/ = % AOC/ = % ACu.

B B B
4

L
2 A ' A
C C K C
81. abra 82. abra 83. abra

2. eset. Az O pont a kertleti szog belsd tartomanyaban fekszik, de
nem illeszkedik a szarakra (83. 4bra).
Meghtizzuk a BK atméré6t. Az el6z6 bizonyitasbél kévetkezik, hogy

ABK/ - %AKU, KBC/ = %KCU. Tnnen kapjuk, hogy: ABC/ = ABK/ +
+KBC/ = %AKU + %KCU - %AKCU.

3. eset. Az O pont a kertleti szog kiuls6 tartomanyaban fekszik
(84. abra).

A harmadik esetre a bizonyitast végezzétek el 6nalléan. A

1. kovetkezmény. Az egy és ugyanazon ivre tamaszkodé
keriileti szogek egyenlék egymadssal (85. abra).

2. kovetkezmény. Az atmérére tamaszkodoé keriileti szog
derékszog (86. abra).
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Bizonyitsatok be ezeket a tulajdonsagokat énalléan.

7

84. abra 85. dbra 86. abra

O-tr1.feladat (az érint6 és a hur kozo6tti szég tulajdon-
saga). Legyen az AB szakasz az O kozéppontu korvonal harja (87. abra).
Az A ponton at meghuzzuk az MN érintét. Bizonyitsuk be, hogy

MAB/ = % ABU és NAB/ = % AKBU.
Megoldds. Meghtizzuk az AD atmérét (87. abra). Ekkor a B szog
90°-0s, mint az AD atmérére tamaszkodo kertleti szog. Az ABD derék-

sz0gl haromszogben 2/ + 34 = 90°. Mivel az MN érint6, ezért DAM/ =
=90°. Ekkor 1/ + 32 = 90°. Ezekbdl azt kapjuk, hogy 1/ =2~.

Tehét MAB/ = BDA/ = % ABU.
Innen kapjuk: NAB/ = 180° — MAB/ = 180° — %ABU - 180° —
- %(360"— AKBU) = 180° — 180° + % AKBU = % AKBU. @

D
X

BK 2 K

10 M

(0]
3 -
M A N
87. abra 88. abra

2.feladat Szerkeszd meg az adott korvonal érintgjét, amely a
koron kivili adott ponthoz illeszkedik!

Megoldds. A 88. dbran az O kozéppontd kérvonal és az azon kivil
elhelyezkedd M pont lathatd.

Legyen X a korvonalnak az a pontja, hogy az MX egyenes érintd le-
gyen (88. abra). Ekkor az MXO szog derékszog, amire ugy tekinthetiink,
mint az MO atmérdGji korvonal kertleti szogére.

A fenti elemzés mutatja, hogy kell elvégezni a szerkesztést.
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E Megszerkesszuk az MO szakaszt, majd
) megfelezzik azt (89. abra). Legyen K a kozép-
M g‘\ pontja. Megszerkessziik a K kozéppontu KO
"/ sugaru korvonalat. Megjeloljik az adott és a
‘ megszerkesztett korvonalak metszéspontjait £
F és F betlkkel. Ekkor az ME és MF egyenesek
lesznek a keresett érintdok.
89. abra Valéban, az MEO sz6g 90°-0s, mint az MO

atmérére tamaszkodd kerileti szog. Az OF
szakasz az adott korvonal sugara. Tehat az érintd ismertetdjele alapjan
az ME egyenes lesz a keresett érints. @

‘l) 1. Mit nevezink a koérvonal kdzépponti szogének?
L 2. Hogyan nevezzik a korvonalnak azokat a részeit, melyeket két
ponttal valé felosztasakor kapunk?
3. Hogy jeldljik a kérvonal ivét?
4. Milyen esetben mondjuk, hogy a k6zépponti szdg az ivre tamasz-
kodik?
5. Mivel egyenl6 a korvonal fokmértéke?
6. Hogyan kapcsolodik az iv fokmértéke a ra tamaszkodo kdzépponti
sz6g fokmértékéhez?
7. Hany ivet kot 6ssze minden hur? Mivel egyenlé ezen ivek fokmér-
tékének 6sszege?
8. Mit nevezink keruleti szognek?
9. Milyen esetben mondjuk, hogy a kerlleti sz6g az ivre tdamaszko-
dik?
10. Mivel egyenl§ a keruleti sz6g fokmértéke?
11. Milyen tulajdonsaggal rendelkeznek az azonos ivre tamaszkodd
kerileti szogek?
12. Milyen lesz az atmér6re tamaszkodo kerlleti sz6g?

N
WGYAKORLATOK .

278.° Mivel egyenld annak a kézépponti szognek a fokmértéke, amely
egy olyan ivre tamaszkodik, amely: 1) %-a a kornek; 2) %-e a
kornek; 3) %-e a kornek; 4) %-e a kérnek?

279.° Két pont a korvonalat két ivre osztja. Hatarozd meg a kor két
ivének fokmértékét, ha az egyik iv fokmértéke 80°-kal nagyobb a
masiknal!
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280.° Két pont a korvonalat két ivre osztja. Hatarozd meg a kor két

ivének fokmértékét, ha a keletkezett ivek fokmértékei gy arany-
lanak, mint 7 : 11!

281.° Hatarozd meg az 6ra kismutatdja altal leirt iv fokmértékét:

1) 2 6ra alatt; 2) 5 6ra alatt; 3) 8 6ra alatt; 4) 30 perc alatt;
5) 12 6ra alatt!

282.° A 90. dbran 1év{ szogek kozil melyek lesznek keriileti szogek?

Mely ivekre tAmaszkodnak ezek a kertileti szogek?

90. abra 91. dbra

283.° A 91. abran egy O koézéppontu korvonal lathaté. Hatarozd meg:

1) a BDC szoget, ha BACZ = 40°%

2) a BEC szoget, ha BOCZ = 70°%

3) a CE iv fokmértékét, ha CDEZ = 80°

3) a DBA iv fokmértékét, ha DBAU = 300°!

284.° Keresd meg a hibakat a 92. abran.

Az O pont a koérvonal kézéppontja

95°

a c
O
V

Az O pont a kérvonal kézéppontja

b d
92. dbra
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C K
93. abra 94. abra 95. abra

285.° Hatarozd meg a keruleti széget, ha a hozza tartozé iv fokmértéke:
1) 84°-0s; 2) 110°o0s; 3) 230°-0s; 4) 340°-0s!

286.° A 93. abran az ABU = 74°, ABCZ = 68°. Hatdrozd meg a BC iv
fokmértékét!

287.° A 93. abran az ABU = 64°, BCu = 92°. Hatarozd meg az ABC szog
fokmértékét!

288.° Az AOC kozépponti szog 25°-kal nagyobb, mint az AC ivre tdmasz-
kod6 ABC kertleti szog (94. 4bra). Hatarozd meg az AOC és ABC
szogek fokmértékét!

289.° Az AB huar a koérvonalat olyan két ivre
osztja, hogy fokmértékeik aranya 3 : 7. B
Milyen szogek alatt lathat6 ez a har az M
és K pontokbdl (95. abra)? M

O-11 290.° A 96. 4bran az AB és CD hturok D
egyenl6k. Bizonyitsd be, hogy AMBU = 4
= CNDU! N

O—17 291.° Bizonyitsd be, hogyha a kérvonal két c
ive egyenld, akkor a végpontjaikat 6sszeko- 96. 4bra
t6 hurok is egyenlék egymassal!

292.° Az A, B és C pontok a kérvonalat harom olyan ivre osztjak, hogy
fokmértékeinek aranya ABU : BCu : ACu =1 : 2 : 3. Hatarozd
meg az ABC haromszog szogeit!

293.° Az ABC egyenl§ szard haromszog (AB = BC) csucsai a haromszog
koré irt korvonalat harom ivre osztjak ugy, hogy ABU = 70°. Ha-
tarozd meg az ABC haromszog szogeit!

294.° A kérvonal AC és BD atmérdit ugy kototték 6ssze, hogy egy ABCD
négyszog keletkezett.
1) Allapitsd meg a négyszog tipusat!
2) Hatarozd meg az AB, BC, CD és AD ivek fokmértékét, ha

ABD./ = 80°!
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295.° A derékszogl haromszog hegyesszoge 32°. Hatarozd meg azoknak
a koriveknek a fokmértékét, amelyre az adott haromszog cstcsai
osztjak fel a koré irt kérvonalat, valamint ennek a kérvonalnak a
sugarat, ha a haromszog atmérdje 12 cm!

O=17 296.° Bizonyitsd be, ha a keriileti szog derékszog, akkor az 4tmé-
rére tamaszkodik!

O=rr 297.° A korvonal AB és CD hirjai az M pontban metszik egyméast

(97. abra). Bizonyitsd be, hogy AMCZ/ = % (ACU + BDu)!

O—rr 298.° A kérvonal AB és CD hurjai nem metszik egymaést, az AB és
CD egyenesek viszont az M pontban metszik egymast (98. abra).

Bizonyitsd be, hogy AMC./ = % (ACU — BDU!

A

A D B B
M ﬂ
D 4 o Jc
C B

97. dbra 98. abra 99. dbra

299." Az O kozéppontu korvonalon kiviil fekvd A ponton at két egyenest
fektetiink, melyek koziil az egyik érinti a B pontban a kérvonalat,
a masikra pedig a korvonal koézéppontja illeszkedik (99. abra).
Ismert, hogy MBCU = 100°. Hatarozd meg a BAC szog fokmértékét!

300." Az ABC haromszog B szogének szogfelezbje a haromszog koré irt
korvonalat a D pontban metszi. Hatarozd meg az ADC haromszog
szogeit, ha ABCZ = 80°!

301." Az ABC haromszog koré irt korének AC ivén egy M pontot jeléltek
agy, hogy AMU =2 CMu. Hatarozd meg az AMC haromszog szogeit!

302.° Az ABC haromszogre Ugy szerkesztettek egy korvonalat, hogy
az AB oldal a kérvonal atmérdje lett, és a korvonal az AC és BC
oldalakat megfelelGen az M és K pontokban metszi. Bizonyitsd be,
hogy az AK és BM szakaszok az ABC haromszig magassagai!

303." Az ABC haromszogre ugy szerkesztettek egy korvonalat, hogy
az AC oldal a korvonal atmérdje lett, és a kor az AB oldalt a K
pontban metszi ugy, hogy ACK/ = BCK/. Bizonyitsd be, hogy az
ABC haromszog egyenld szaru!

O=17 304." Bizonyitsd be, hogy két parhuzamos htr kozotti ivek fokmér-
tékei egyenldk!

305.° Az ABCD négyzet csucsai egy korvonalra illeszkednek. Az AB
iven felvettek egy tetszlleges M pontot. Bizonyitsd be, hogy az
AMD/ = CMD/ = CMBZ!
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306." Az egyenld szart haromszog szarszoge 56°. A haromszog szarara,
mint atmérdre félkort szerkesztettek, melyet a haromszog tobbi
oldala harom ivre oszt. Hatarozd meg a keletkezett ivek fokmér-
tékeit! oC

307.” Hogyan lehet csak korzd hasznalataval megha-
tarozni az adott kérvonal kozéppontjat?

308.” Adott egy korvonal, melyben meghtuiztuk az AB g B
atmérdt, és a koron kiviil egy C pontot jeloltiink
(100. abra). Hogyan lehet csak vonalz6 hasznala-
taval a C ponton at fektetni egy olyan egyenest,
amely meréGleges az AB-vel?

309.” Két kornek csak az M pont a kozos pontja. Az M ponton at két
egyenes van huzva, melyek metszik a két adott korvonalat. Az
M ponttdl kilonbozé metszéspontjaikat hurokkal kotjuk ossze.
Bizonyitsd be, hogy az igy kapott hirok parhuzamosak!

310.”" Az ABC haromszog koré irt kérvonalhoz a B ponton at egy érintét
htztunk, amely az AC egyenest a D pontban metszi. A BM szakasz
az ABC haromszog szogfelezbje! Bizonyitsd be, hogy BD = MD!

O=17 311." Adott az AB szakasz és az o szog. Hatdrozd meg azoknak az
X pontoknak a mértani helyét, ha AXB/ = a!

312." Szerkessz haromszoget oldala, az oldallal szemkézti szoge és az
adott oldalhoz huzott magassaga alapjan!

313." Szerkessz haromszoget oldala, az oldallal szemkozti szoge és az
adott oldalhoz huzott sulyvonala alapjan!

314." Szerkessz paralelogrammét két oldala és az atlok kozti szoge
alapjan!

100. abra

315." Szerkessz paralelogrammat szoge és két atldja alapjan!

316." Az ABC derékszogl haromszog AC befogéjara mint Atmérdre kort
szerkesztettek, amely az AB atmérét az K pontban metszi. Az E
ponton at megrajzoltak a kérvonal érintGjét, amely a CB befogdt
egy D pontban metszi. Bizonyitsd be, hogy a BDE haromszog
egyenlé szard!

317." Adott egy AB szakasz. Hatdrozd meg azon X pontok mértani helyét,
ha az AXB haromszog derékszogi!.

318." Az ABC hiaromszog A szogének szogfelezdje a hdromszog koré irt
korvonalat a D pontban metszi. Az O pont az ABC haromszogbe
irt kor kozéppontja. Bizonyitsd be, hogy DO = DB = DC.

319." Az ABC haromszog A, B és C szogeinek szogfelezbi a haromszog
koré irt kérvonalat megfeleléen az A, B, és C, pontokban metszik.
Bizonyitsd be, hogy A,B, L CC,-re!
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320." A 101. abran két korvonal lathatd,
melyeknek a koézéppontjai O, és O,.
Szerkessz egy [ egyenest, amely érinti
ezeket a koroket gy, hogy az érintési
pontok az 0,0, egyeneshez viszonyitva
ugyanarra a félsikra illeszkedjenek (az
ilyen egyenest a két adott kor kiilsé
kozos érintdjének nevezziik).

101. abra

321." Szerkessz haromszoget:
1) adott oldala, szemkozti szoge és a beirt kor sugara alapjan;
2) adott oldala, szemkozti szoge és a masik oldalahoz huzott suly-
vonala alapjan!

;@ FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ

322. Az ABC haromszog keriilete 30 em. A haromszogbe irt kérvonal
az érintési pontban az A ponttdl szamitva 3 : 2 aranyban osztja az
AB oldalt, a BC oldal érintési pontja a C csucstdl pedig 5 cm
tavolsagra van. Hatarozd meg a haromszog oldalait!

323. Az ABC haromszogbe irt kérvonalhoz
harom érintét huztak (102. abra).
Azoknak a haromszogeknek a kertiletei,
melyeket ezek az egyenesek vagnak le
az adott haromszoghél P,, P, és P,. Ha-
tarozd meg az ABC haromszog kertiletét!

B

324. Allapitsd meg annak a haromszégnek A \ / ¢

a fajtajat, melyben a beirt kérvonal ko-
zéppontja az oldalfelezére illeszkedik!

Frissitsétek fel a 22. pontban tanultakat (192. oldal)!

102. abra

FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

325. A 100 x 100 négyzetracsos lap sakktablahoz hasonléan van lefestve.
A négyzetet kisebb négyzetekre vagtak szét igy, hogy a négyzetek
oldalai paratlan szamu négyzetekbdl allnak. Mindegyikben meg-
jelolték a kozépsd négyzetet. Bizonyitsd be, hogy egyenld szamu
fehér és fekete négyzetet jeloltek meg!
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[ AZ OSSZUKRAJNAIIFJU  —
MATEMATIKUSOK ELSO
OLIMPIAJANAK ELSO FELADATA

Nagyon reméljiik, hogy a 316. feladat tetszett nektek, és atéreztétek
a megoldasaval jar6 oromet. Ez a feladat azért is figyelmet érdemel,
mert 1961-ben ezzel a feladattal kezd8dott az els§ 6sszukrajnai ifja
matematikusok olimpidja.

Ukrajnaban a matematikaversenyeknek mar régi tradicidja van. Az
elsd varosi ifji matematikusok versenyét 1935-ben Kijevben rendezték
meg. Tébb mint 80 éven keresztiil a sok tehetséges iskoldsnak a mate-
matikai olimpidk voltak az els§ 1épései a tudomdnyos életben. Ma
0.V. Pogorelov, Sz. G. Krejn, M. O. Krasznoszelyszklj, V. G. Drinfelyd
neve az egész tudomdnyos vilag szamara ismertek. Ok mindannyian
kiilonbo6zd években Ukrajna matematikai olimpidinak a gyGztesei voltak.

Nagy megelégedésiinkre szolgal, hogy ma is nagyon népszeriiek a
matematikaversenyek Ukrajnaban. Orszagunkban tobb tizezer iskolds
vesz részt kiilonbo6zd szintli matematikai megmeérettetésen. A versenyek
szervezésében a legjobb tuddsok, mddszertanosok, tanarok vesznek részt.
Az 6k lelkesedésének és professzionalizmusanak készonhet6en Ukrajna
csapata megfelelGen képviseli orszagunkat a nemzetk6zi matematikai
olimpidkon.

Kedves nyolcadikosok, azt ajanljuk nektek, hogy ti is vegyetek részt
a matematikai olimpidkon. Most bemutatjuk az els§ osszukrajnai ma-
tematikaverseny feladatait. Probaljatok ki magatokat.

1. Az ABC derékszogl haromszog AC befogdjara mint atmérére kort
szerkesztettek, amely az AB atmér6t az E pontban metszi. Az E
ponton at megrajzoltak a korvonal érintdjét, amely a CB befogét egy
D pontban metszi. Bizonyitsd be, hogy a BDE haromszog egyenld
szara!

2. A sikon n darab fogaskereket igy helyeztek el, hogy az elsd a méso-
dikhoz, a mésodik a harmadikhoz és igy tovabb, az utolsé az els6hoz
kapcsolédjon. Milyen esetekben tudnak forogni a kerekei az ilyen
rendszernek?

3. Szamitsd ki az egyenl§ szaru haromszog szogeit, ha a beirt és a ko-
rilirt korvonalainak kézéppontjai szimmetrikusak arra az egyenesre,
amely az adott haromszog alapjat tartalmazza! ) \

S on n

4. Bizonyitsd be, hogy minden n egész szam esetén az 120_ﬂ+%

szintén egész értéket vesz fel!
5. Szerkessz haromszoget, ha adott a haromszog két oldalara bocsatott
magassagok talppontjai, és a harmadik oldalat tartalmazé egyenes!
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10. A négyszog beirt és koriilirt korvonalai

Meghatarozas. Azt a kérvonalat, amely a négyszog minden
csucsan athalad, a négyszog koré irt kornek nevezziik.

A 103. dbran olyan korvonal lathaté, amely az ABCD négyszog koré
van irva. Az ilyen esetekben azt is mondjuk, hogy a négyszog a korbe
van irva, a négyszoget pedig korbeirt négyszégnek nevezzik.

10.1. tétel. Ha a négysz6g a kérbe van irva, akkor a szemkozti
szogeinek osszege 180°. (Azilyen négyszoget hurnégyszognek is nevezik).

Bizonyitds. ® Legyen az ABCD négyszog korbeirt (103. 4abra).
Bebizonyitjuk, hogy A/ + C/ = 180° és B/ + D/ = 180°.

Az A és C szogek kertleti szogek.

A keriileti szogek tulajdonsagairdl sz6l6 tantétel alapjan:

AL = % BCDU és C/ = % DABU.

Azt kapjuk, hogy BCDU + DABU = 360°, ekkor AZ + C£ = 180°.

Hasonléképpen bizonyitjuk, hogy BZ + D/ = 180°. A

Mar tudjatok, hogy minden haromszoég koré kor irhatd. A harom-
sz6gtdl eltér6en nem minden négyszog rendelkezik ilyen tulajdonsaggal.
Példaul nem irhaté kor a téglalaptodl kiilonb6zd paralelogramma koré.
A kovetkezo tétel segit abban, hogy felismerjiik, mely négyszogek koré
irhat6 kérvonal.

10.2. tétel. (a 10.1. tétel inverze). Ha egy négysz6g szemben
fekuvé szogeinek osszege 180° akkor a négyszég koré kor irhaté.

Bizonyitds. ® Megvizsgadljuk az ABCD négyszoget, amelyben
A/ + CZ =180°. Bebizonyitjuk, hogy lehet kort irni koré.

Feltételezzluk, hogy nem lehet kort irni e négyszog koré. Az ABD
haromszog koré irunk egy korvonalat. A feltételezés szerint a C pont
nem illeszkedik ehhez a kérvonalhoz. Ekkor két eset lehetséges.

1. eset. A C pont az ABD haromszog koré irt kérvonalan kivil he-
lyezkedik el (104. abra).

A BC oldal a korvonalat egy C, pontban metszi. Ekkor az ABC,D
négyszog korbe irt lesz. A 10.1. tételbdl kapjuk, hogy A< + BC D2 =180°.

B B

D D
103. abra 104. abra
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De a feltétel alapjan az AZ + C£ = 180°. Ebbdl kévetkezik, hogy a
BC D/ =CZ. Azonban az egyenlGség nem teljestilhet, mivel a hdromszog
kiils6 szogeirdl szo6lo tétel szerint BC,.D/ = C«£ + CDC,Z.

Tehat a C pont nem lehet az ABD haromszog koré irt kérvonalan
kival.

2. eset. A Cpont az ABD haromszog koré irt kérvonalon belil helyez-
kedik el (105. abra). Az el6z8 gondolatmenetet kovetve bebizonyithatd,
hogy a C pont nem lehet a vizsgalt korlap belsejében sem. Gybzddjetek
meg err6l 6nalléan.

Tehat hamis az a feltételezés, hogy a C pont nem illeszkedik az
ABD haromsz6g koré irt korvonalhoz, vagyis ellentmondasra
jutottunk. A

B B

KdD

105. abra 106. abra 107. abra

A 10.2. tételre Gigy is tekinthetiink, mint négy pont egy kérvonalhoz
tartozasanak feltételére.

Ha a négyszog korbe van irva, akkor létezik egy olyan pont, amely
egyenld tavolsagra van a négyszog csucsaitél (a koré irt kérvonal kozép-
pontja). Ahhoz, hogy meghatarozzuk ezt a pontot, elegendé megallapitani
a négyszog két szomszédos oldalanak felezGmerdlegesét.

Meghatarozas. Azt a korvonalat, amely a négyszog minden
oldalat érinti,anégyszog beirt korvonalanak nevezzuk.

A 106. abran egy az ABCD négyszogbe irt korvonalat latunk. Ebben
az esetben a négyszog a kor koré van irva.

10.3. tetel. Ha a négysz6g a kor koré van irva, akkor a szem-
kozti oldalainak az 6sszege egyenld egymadssal.

Bizonyitds. © Legyen adva a kor koré irt ABCD négyszog
(107. abra). Bebizonyitjuk, hogy AB + CD = BC + AD.

Az M, N, P, K pontok a négyszog és a kérvonal érintési pontjai.

Mivel a szakaszok érinték, ezért az egy pontbdl htuizott érintdsza-
kaszok tulajdonsaga alapjan AK = AM, BM = BN, CN = CP, DP = DK.
Legyen AK=a, BM=b, CN=c¢, DP=d.
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Ekkor AB+CD=a+b+c+d,

BC+AD=b+c +a +d.

Tehat AB+ CD =BC +AD. A

Mar tudjatok, hogy barmilyen haromszoégbe kor irhat6. Azonban
nem minden négyszog rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal. Példaul nem
irhat6 kor olyan téglalapba, amely nem négyzet. Annak felismeréséhez,
hogy milyen négyszogbe lehet korvonalat ini, a kévetkezd tétel szolgal
segitségunkre.

10.4.tétel. Ha a domboru négyszog szemkozti oldalainak 6sz-
szege egyenld, akkor ebbe a négyszogbe kérvonal irhaté.

Bizonyitas.® Legyen adva az ABCD négyszog, melyben AB+ CD =
= BC + AD. Bebizonyitjuk, hogy lehet bele kort irni.

Legyen az A és B szigek szogfelezGinek a C
metszéspontja az O pont (108. abra). Akkor az B L C
O pont egyenld tavolsagra lesz az AB, BC és AD g 1
egyenesektdl. Tehat létezik egy O kozéppontua kor, }‘
amely érinteni fogja ezt a harom oldalt. A LN/

Feltételezziik, hogy ez a kérvonal nem érinti D D
a CD oldalt. Ekkor két eset lehetséges. !

1. eset. A CD oldalnak nincs k6zos pontja a 108. abra
korrel.

Meghtzzuk a C,D, érintét, amely parhuzamos a CD-vel

(108. abra). Az ABC,D, négyszog a korvonal kéré irt négyszog lesz.
Akkor a 10.3. tétel alapjan azt kapjuk, hogy:

AB+C,D,=BC,+AD,. (1)
Azonban a feltétel alapjan
AB+ CD=BC + AD. 2)

A (2)-es egyenldségbdl kivonva az (1)-est:
CD-CD,=BC-BC,+AD-AD,.

InnenCD-C,D,=C,C+DD;CD=C,C+DD+CD,.

Ez az egyenlGség ellentmond, az 1. pontban bebizonyitott kulcsos
feladat allitasanak.

Tehat a CD oldalnak kell, hogy legyen kozos pontja a vizsgalt kor-
vonallal.

2. eset. A CD oldalnak két kézos pontja van a megszerkesztett
korrel.

Hasonléan gondolkozva, be lehet bizonyitani, hogy a CD oldalnak
nem lehet két k6zos pontja a szerkesztett kérvonallal. Gy6zédjetek meg
errdl 6nalléan.

Tehat az a feltételezés, hogy a megszerkesztett kérvonal nem érinti
a CD oldalt, nem igaz, mert ellentmondast kaptunk. A
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Ha a négyszog a korvonal koré van irva, akkor létezik egy olyan
pont, amely egyenld tavolsagra lesz a négyszog oldalaitdl (a beirt kor
kozéppontja). Ahhoz, hogy meghatarozzuk ezt a pontot, elegend6 meg-
hatarozni a négyszog két szomszédos szoge szogfelezdjének a metszés-

pontjat.

O-11 Feladat (négy pont egy kérvo-
nalhoz tartozasanak feltétele). Az A, M,
N, B pontok olyanok, hogy az AMB/ = ANBZ,
ekozben az M és N pontoknak egy félsikhoz
kell tartozniuk az AB egyeneshez viszonyitva.
Bizonyitsd be, hogy az A, M, N, B pontok egy
korvonalhoz illeszkednek.

Megoldds. Legyen az AMB/ = ANB/ = o.
Az AMB haromszog koré egy korvonalat irunk

109. abra (109. abra). Legyen a C a koérvonal barmely

pontja, amely nem az AMB ivhez illeszkedik.

Akkor az ACBM négyszog a korbe van irva. Ebbdl kovetkezik, hogy

C/=180°-a. Tehat C£ + N/ =180°. Vagyis a 10.2. tételbdl kovetkezik,

hogy az ACBN négyszog koré lehet kort irni. Mivel az ABC haromszog

koré csak egy kor irhaté, ezért az M pont és az N pont is ehhez a kérhoz
fog illeszkedni. @

’l) 1. Milyen kort neveziink a négyszdg koré irt kérvonalanak?

@ Milyen esetben mondjuk, hogy a négyszdg a korbe irt?

Milyen tulajdonsaggal rendelkeznek a korbe irt négyszogek szdgei?
Milyen esetben lehet a négyszdg koré kort irmni?

Milyen kort nevezink négyszogbe irt kérvonalnak?

Milyen esetben mondjuk, hogy négyszdg a kor koré van irva?
Milyen tulajdonsaggal rendelkeznek a négyszog kor koré irt oldalai?
Milyen feltétel mellett lehet a négyszdgbe kort irni?

© N OAWDN

“@& GYAKORLATI FELADATOK I

326.° Rajzolj egy téglalapot, melynek oldalai 2 cm és 3 cm! irj koré kor-
vonalat! )

327.° Rajzolj egy tetszlleges egyenld szara trapézt! Ir) koré egy korvo-
nalat!
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.

328.° Rajzolj egy egyenld szaru trapézt, melynek nagyobbik alapja 6 cm,
szara 4 cm és a szoge 60°. irj bele egy korvonalat!

329.° Rajzolj egy tetszlleges négyzetet! irj bele és koré is egy-egy kor-
vonalat!

e
WGYAKORLATOK [

330.° Lehet-e az ABCD négyszog koré korvonalat irni, ha az A, B, C
és D szbgel megfelelGen egyenlSk:
1) 90°, 90°, 80°, 100°; 3) 50°, 70°, 130°, 110°?
2) 90°, 80°, 90°, 100°;

331.° Lehet-e az ABCD négyszog koré korvonalat irni, ha az A, B, C
és D szbgei megfelelGen aranyosak a kévetkez6 szamokkal:
1) 3, 8, 11, 6; 2) 4,5, 4, 2?

332.° Bizonyitsd be, hogy kort lehet irni:
1) barmilyen téglalap koré;
2) barmilyen egyenl§ szaru trapéz koré!

333.° Mit tudunk a téglalap koré irt kor kézéppontjarol?

334.° Lehet-e kort irni egy olyan rombusz kéré, amely nem négyzet?

335.° Az ABCD téglalapban ismert, hogy AB = 12 cm, CAD/ = 30°.
Hatarozd meg annak a kornek a sugarat, amelyet az adott tégla-
lap koré irunk!

336.° Lehet-e kort irni az ABCD négyzetbe, ha az AB, BC, CD, AD
oldalai megfelelGen aranyosak a kovetkezd szamokkal:
1)7,8,12,11; 2)7,12,8,11?

337.° A kor koré irt négyszog két szemkozti oldalanak 6sszege 18 cm.
Hatarozd meg az adott négyszog kertiletét!

338.° Az egyenl( szara trapéz szara 7 cm. Mivel egyenld a trapéz keru-
lete, ha kérvonal irhaté bele?

339.° A CDEF négyszogbe kor irhaté, CD = 6 cm, DE = 8 cm,
EF =12 cm. Hatarozd meg a CF oldal hosszat!

340.° Bizonyitsd be, hogy barmilyen rombuszba lehet kérvonalat irni.
Melyik pont lesz a rombuszba irt kérvonal kézéppontja?

341.° Lehet-e az olyan paralelogrammaba koért irni, amely nem rom-
busz?

342.° Milyen szo6g alatt lathaté a trapéz szara a beirt kor kézéppont-
jabol?

343.° A rombusz egyik szoge 60° a nagyobbik atléjanak hossza pedig
24 cm. Hatarozd meg az adott rombuszba irt kor sugarat!

344.° Bizonyitsd be, hogyha a téglalapba kor irhaté, akkor az ilyen
téglalap rombusz!
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345." Bizonyitsd be, hogyha a rombusz koré kor irhaté, akkor az ilyen
rombusz négyzet!

346." Az ABCD négyszog AD oldala a koré irt négyszog atmérdje lesz,
ABCz =108°, BCD« = 132°. Hatarozd meg a BAD, ADC, CAD,
BDA szégeket!

347. Hatarozd meg az MNKP korbe irt négyszog szogeit, ha
MKPs =58°, MPN/ = 34°, KMP/ = 16°!

348." Az egyenld szaru trapéz olyan korbe van irva, melynek kozép-
pontja a trapéz egyik alapjara illeszkedik. A trapéz atloi kozotti
és szaraval szemkozti szog fokmértéke 56°. Hatarozd meg a trapéz
szogeit!

349." Az ABC hegyesszogl haromszog BM és CK magassagai egy
H pontban metszik egymast. Bizonyitsd be, hogy az A, K, H és
M pontok egy korvonalhoz illeszkednek!

350." A derékszogl trapézba kort irtak. Az érintési pont a nagyobbik
szarat 8 cm-es és 50 cm-es szakaszokra osztja. Hatarozd meg az
adott trapéz kertiletét, ha a beirt kor sugara 20 cm!

351.° A derékszogl trapézba kort irtak. Az érintési pont a nagyobbik
szarat 3 cm-es és 12 cm-es szakaszokra osztja. Hatarozd meg a
beirt kor sugarat, ha a trapéz kertilete 54 cm!

352.* A trapéz koré irt korvonal kézéppontja a trapéz nagyobbik alapjara
illeszkedik, a trapéz szara a kisebbik alappal egyenls. Hatarozd
meg a trapéz szogeit!

353." A korbe irt trapéz atléja d. A trapéz szara a koré irt korvonal
kozéppontjabol 120°-0s szog alatt lathaté. Hatarozd meg a trapéz
kozépvonalat!

354.” Az egyenld szara trapéz szara és kisebbik alapja is egyarant 6 cm,
az egyik szoge pedig 60°. Hatarozd meg a trapéz koré irt kérvonal
sugarat!

355.” Az ABC derékszogl haromszog AC befogéjanak tetszdleges
M pontjabdl az AB atfogéra MK merGlegest bocsatottak. Bizonyitsd
be, hogy MKC/ = MBC/!

356.” Az A hegyesszog barmely O bels pontjabdl, amely nem illeszkedik
a szog szaraihoz, OB és OC mer6legeseket bocsatottak a szaraikra.
Bizonyitsd be, hogy OABZ = OCB/!

357." Az ABC haromszog BK és CM szogfelez6i az O pontban metszik
egymast. AZ = 60°. Hatarozd meg a CMK sz6g fokmértékét!

358." Az MNK haromszog MA és KB szogfelezbi az O pontban metszik
egymast, az A, N, B és O pontok egy korvonalhoz illeszkednek.
Hatarozd meg az N szoget!
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359."

360."

361."

362."

363."

364.

365.

366.

Az ABC derékszogl haromszogon kivil az AB C
atfogora egy ABFD négyzetet szerkesztettek.
Bizonyitsd be, hogy ACOZ = OCBZ, ahol O a
négyzet atléinak metszéspontja!

Az ABC haromszog C szoge derékszog. Az A és
B cstcsait a P cstucsu derékszog szarai mentén P B
csusztatjak (110. abra). Bizonyitsd be, hogy a C
pont egy szakasz mentén fog mozogni!

Barmely M pontbdél, amely az A csdcst szogtartomanyhoz tarto-
zik, de nem illeszkedik a szog szaraihoz, MP és M@ merGlegeseket
bocsatanak a szog szaraihoz. Az A pontb6l AK merdlegest htztak
a PQ szakaszhoz. Bizonyitsd be, hogy PAK/ = MAQ /!

Az ABC hegyesszogl haromszog magassagai CC, és AA,. Bizo-
nyitsd be, hogy a C A, szakasz felez6merélegese az AC szakasz
felez6pontjan halad at!

Egy olyan trapéz szaraira, amelybe kor irhaté, mint atmérdre
két kort szerkesztettek. Bizonyitsd be, hogy a kérvonalaknak egy
ko6zo6s pontja van!

110. abra

ISMETLO GYAKORLATOK IS

Az ABCD paralelogramma AC atldjanak felezépontjan at egyenest
fektettek, amely metszi a BC és AD oldalait. Ez az egyenes az
AB és CD szakaszokat megfelelGen az M és K pontokban metszi.
Allapitsd meg az AMCK négyszog fajtajat!

Az AD szakasz az ABC haromszog szogfelezGje. A D ponton at
egy egyenest fektettek, amely az AC oldallal parhuzamos és az
ABoldalt az E pontban metszi. Az E ponton at egyenest fektettek,
amely parhuzamos a BC oldallal és az F' pontban metszi az AC-t.
Bizonyitsd be, hogy AE = CF!

Az ABCD rombusz tompaszégébdl az AD oldalra bocsatott
BM magassaga a K pontban metszi az AC atlot, BKC/ = 64°.
Hatarozd meg az ABC szoget!

FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
KESZITSD EL, KEPZELD EL!

Szét lehet-e vagni a négyzetet egy ezerszogl sokszogre és
199 darab 6tszogre?
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1. SZ. FELADATSOR. ONELLENORZES TESZT FORMAJABAN

1. Melyik jel6lés helyes a 11. abran 1év6 négy- N
szogre?
A) MPQN; C) NPM@Q;
B) QMNP; D) QNPM. p
2. Milyen szogei lehetnek a négyszognek? Q

A) Négy tompaszoge;

B) négy hegyesszoge;

C) két tompa- és két derékszoge;

D) két derékszoge, egy hegyes- és egy tompaszoge.

111. abra

3. A négyszog minden oldalanak hossza megegyezik az egyik atlgjanak
hosszaval. Milyenek lesznek a négyszog szogei?
A) 60°, 60°, 120°, 120°;
B) 60°, 120°, 90°, 90°;
C) 90°, 90°, 90°, 90°;
D) 150°, 30°, 150°, 30°.

4. A paralelogramma szogfelezdje az oldalat felezi. Mivel egyenlék a
paralelogramma oldalai, ha a keriilete 30 cm?
A) 5 cm, 10 cm; C) 7cm, 8 cm;
B) 6 cm, 4 cm; D) 3cm, 12 cm.

5. A négyszog akkor paralelogramma, ha:
A) két egyenl6 oldalparja van;
B) két par egyenl( szogparja van;
C) mindegyik atléja két egybevagd haromszogre osztja;
D) harom oldala egyenld.

6. Melyik hamis a kovetkezd allitasok kozil?

A) Az olyan négyszog, amely egyszerre rombusz és téglalap is egy-
ben, az négyzet;

B) az olyan paralelogramma, melynek az atléi egyenlék és merdle-
gesek, az négyzet;

C) az olyan paralelogramma, melynek minden szége derékszog és
az atloi egyenlGk, az négyzet;

D) az olyan rombusz, melynek atléi egyenlGk, az négyzet.

7. Az ABC héromszogben az M és N pontok megfelelden az AB és BC
oldalaihoz illeszkednek. Az MN szakasz a haromszog kézépvonala, ha:
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A) MN || AC:
B) MN = %AC;

C) MN = %AC, BNM. = BAC:

D) MN = %AC, BNM/ = BCA~.

8. A alabbi tulajdonsagok koziil melyikkel nem rendelkezik a trapéz:
A) a szemkozti szogei egyenldk;
B) az atldi egyenlGk és merGlegesek;
D) a nagyobbik alapjanal 1évé egyik szoge nagyobb, mint a kisebbik
alapjanal 1évé egyik szoge.

9. A kor kertleti szogei egyenldk, ha:

A) egy hurra tamaszkodnak;

B) ko6z6s csuccesal rendelkeznek;
C) egy hurra tamaszkodnak;
D) kozos oldaluk van.

10. A CDEF négyszog koré kor van irva, CDF/ = 80°, DEC/ = 30°. Mivel
egyenlé a DCF sz6g?
A) 50°; C) 70°;
B) 110°; D) 90°.

AZ 1. PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASA

A négyszog szogeinek osszege
A négyszog szogeinek 6sszege 360°.

Paralelogramma
Paralelogrammanak azt a négyszoget nevezziik, melynek szemkozti
oldalai paronként parhuzamosak.

A paralelogramma tulajdonsagai

e A paralelogramma szemkozti oldalai egyenlSk.
e A paralelogramma szemkozti szogei egyenldk.
e A paralelogramma atléi metszéspontjukban felezik egymast.

A paralelogramma magassaga

A paralelogramma magassaganak azt a merdlegest nevezzik, ame-
lyet a paralelogramma oldalegyenesének tetsz6leges pontjabdl a
szemkozti oldalt tartalmazé egyenesre bocsatunk.
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A paralelogramma ismertetdjelei
e Ha a négyszog mindkét szemkozti oldalparja egyenld, akkor az
ilyen négyszog paralelogramma.
e Ha a négyszog két szemkozti oldala egyenld és parhuzamos, akkor
az ilyen négyszog paralelogramma.
e Ha a négyszog atléi metszéspontjukban felezik egymast, akkor az
ilyen négyszog paralelogramma.
Téglalap
Téglalapnak nevezziik azt a paralelogrammat, melynek minden
szoge derékszog.
A téglalap alaptulajdonsaga
A téglalap atloi egyenldk.
A téglalap ismertetdjelei
e Ha a paralelogramma egyik szoge derékszog, akkor a paralelo-
gramma téglalap.
e Ha a paralelogramma atléi egyenlGk, akkor a paralelogramma
téglalap.
Rombusz
Rombusznak nevezzik azt a paralelogrammat, melynek minden
oldala egyenld.
A rombusz alaptulajdonsaga
A rombusz atl61 merdlegesek egymadsra, és felezik a rombusz szogeit.

A rombusz ismertetdjelei
e Ha a paralelogramma atléi merdlegesek, akkor az ilyen parale-
logramma rombusz .
e Ha a paralelogramma atloi szogeinek szogfelezbi lesznek, akkor
az ilyen paralelogramma rombusz.
Négyzet
Négyzetnek nevezzuk azt a téglalapot, melynek minden oldala
egyenlG.
A haromszog kézépvonala
A haromszog kozépvonalanak a két oldal felez6pontjat 6sszekotd
szakaszt nevezzik.
A haromszog kozépvonalanak tulajdonsaga

A haromszog kozépvonala parhuzamos a harmadik oldallal, és annak
felével egyenld.
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A trapéz
A trapéznak nevezziik azt a négyszoget, melynek két oldala parhu-
zamos, a masik kett6 pedig nem parhuzamos.

A trapéz magassaga
A trapéz magassaganak azt a merdlegest nevezzik, amelyet az
egyik alapjat tartalmazé egyenes tetszlleges pontjabdl bocsatunk
a masik alapjat tartalmazé egyenesre.

A trapéz kozépvonala
A trapéz kozépvonalanak a két szara felezdpontjat 6sszekotd
szakaszt nevezzuk.

A trapéz kozépvonalanak tulajdonsaga
A trapéz kozépvonala parhuzamos az alapokkal, és annak szamtani
kozepével (félosszegével) egyenld.

A kor kozépponti szoge

Azt a szoget, melynek cstcsa a kor kozéppontjaban van, kézépponti
szognek nevezzik.

A kor keritleti szoge
Az olyan szoget, melynek cstcsa a korvonalon fekszik, szarai pedig
metszik a kort, keriileti szognek nevezzik.

A keriileti szog fokmértéke
A keritleti szog fokmértéke azon iv fokmértékének a felével egyenld,
amelyre szarai tamaszkodnak.

A keriileti szogek tulajdonsagai

e Az egyazon ivre tAmaszkodé kerileti szégek egyenl8k.
o Az atmérére tamaszkodo keriileti szog derékszog.

A négyszog koré irt korvonal

A kort négyszog koré irtnak nevezzik, ha a négyszog minden cstcsa
illeszkedik a korvonalhoz.

A korbe irt négyszog tulajdonsaga

Ha a négyszog korbe irt, akkor a szemkozti szogeinek Gsszege
180°-kal egyenld.

A négyszog koré irt kérvonal ismertetSjele

Ha a négyszogben a szemkozti szogek 6sszege 180°-kal egyenld,
akkor koré irhaté kérvonal.
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A négyszogbe irt korvonal
A korvonalat négyszogbe irtnak mondjuk, ha érinti a négyszog
minden oldalat.

A kor koré irt négyszog tulajdonsaga
Ha a négyszog a korvonal koré van irva, akkor a szemkozti oldalai-
nak 6sszege egyenld.

A négyszogbe irt korvonal ismertetojele
Ha a dombora négyszog szemkozti oldalainak 6sszege egyenld, akkor
ebbe a négyszogbe korvonal irhaté.
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A HAROMSZOGEK HASONLOSAGA 2'.\%7

Elsajatitva ezt a paragrafust, megismerkedtek azon szakaszok tulajdonsa-
gaival, melyeket parhuzamos egyenesek a szog szaraibol metszenek ki.

Megtanuljatok kivalasztani a haromszdgek kozul azokat, melyeknek az
alakjai megegyeznek, de a méretei nem.

Megismerkedtek az egymast metsz6 hurok tulajdonsagaival, és a korvo-
nalhoz egy pontbdl huzott érintd és a metsz6 egyenes tulajdonsagaval.

Megtanuljatok azt is, hogy milyen haromszogeket neveziink hasonléknak,
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11. Thalész tétele. Az aranyos szakaszok tétele

11.1.tétel (Thalész tétel). Ha a szog szarait metszé parhu-
zamos egyenesek a sz6g egyik szarabol egyenlé szakaszokat met-
szenek ki, akkor a masik szarbol is egyenlé szakaszokat fognak
kimetszeni.

Bizonyitds. © Legyen az AOB az adott szog (112. 4bra). Ismert,
hogy OA, = A A, = AA, = AA, = ..., AB, || AB,, A,B, || A,B,,
AB, I|AB, ....

Bebizonyitjuk, hogy OB, = B,B, = B,B,=
=B,B,=....

Feltételezziik, hogy OB, # B,B,. Legyen
az OB, szakasz felezépontja C,. Ekkor
az A,C, szakasz az A,0B, haromszog ko-
zépvonala lesz. Ebbdl kovetkezik, hogy
A,C, || A,B,. Tehat az A, ponton keresztiil
két parhuzamos egyenest fektettiink az
A,B,-vel, ami ellentmond az egyenesek
parhuzamossagi axiémajanak. Ezzel el-
lentmondéast kaptunk. Tehat az OB, = BB,

Feltételezziik, hogy a BB, # B,B,.
) Legyen a B B, szakasz felezépontja a C,

112. abra pont. Ekkor az A,C, szakasz az A,A B B,
trapéz kozépvonala lesz. Ebbél kovetkezik, hogy A,C, || A,B,. Tehét az
A, ponton keresztiil két, az A,B, egyenessel parhuzamos egyenes halad
at. Ellentmondast kaptunk. Tehat B B, = B,B,.

Hasonléképpen bizonyitjuk, hogy B,B, = B,B, stb. A

Meghatarozas. Két szakasz aranyanak a hosszainak
az aranyat nevezziik, ha azok ugyanabban a mértékegységben
vannak megadva.

Ha péld4aul AB = 8 cm, CD = 6 cm, akkor az AB és a CD szakaszok
AB _8 vagyis AB _4
CD 6’ CD 3

aranya % Ezt igy irjuk fel:

Milétoszi Thalész
(Kr. e. 624 koril — Kr. e. 546 kortl)

A matematika és filozdéfia atyja,

a materialista milétoszi filozoéfiai iskola elsé
képvisel6je, a legkorabbi gorég természet-
filozéfus. Milétoszban, az Egei-tenger partjan,
Kis-Azsiaban tevékenykedett.
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o AB _CD
AIBI CIDI,

és CD megfelel6en aranyosak az A B, és C,D, sza-
kaszokkal.

11. Thalész tétele. Az aranyos szakaszok tétele 77

akkor azt mondjak, hogy az AB

Hasonlban lehet tobb szakasz aranyossagarol is

o 2112 AB CD MN
beszélni. Példaul, ha = =
o AIBI ClDl MlNl

mondjuk, hogy az AB, CD, MN szakaszok megfele-
16en aranyosak az A,B,, C,D,, M,N, szakaszokkal. 113. abra

, akkor azt

11.2.tétel (aranyos szakaszok tétele). Ha a sz6g szarait
parhuzamos egyenesek metszik, akkor az egyik szaron keletkezett
szakaszok megfeleléen aranyosak a masik szaron keletkezett
szakaszokkal.

Ennek a tételnek a bizonyitdsa nem tarozik az iskolai geometria
tananyagahoz. Mi csak ennek egy részesetét bizonyitjuk be.

Az MON szog szarait AA, és BB, parhuzamos egyenesekkel metssziik
(113. abra). Bebizonyitjuk, hogy

1)OA:AB; %:OB; )OB:AB.

04, AB, 04, OB, OB, AB,

Ezek kozil az els6t bizonyitjuk csak be (a tobbi bizonyitasa ehhez
hasonléan torténik).

Az OA és AB szakaszokhoz létezzen egy olyan [ szakasz, hogy
mindkettének a hossza valahanyszorosa lesz az [ szakasznak. Vagyis:
OA = ml, AB = nl, ahol m és n valamely természetes szam.

Ekkor az OA és AB szakaszt fel lehet osztani megfeleléen m és n
egyenld, [ hosszisagu szakaszokra.

A kapott szakaszok végpontjain keresztiil a BB, egyenessel par-
huzamos egyeneseket fektetiink (114. dbra). Thalész tétele szerint
ezek az egyenesek az OA, és A B, szakaszokat megfeleléen m és n
egyenld szakaszokra osztja. Legyen ezeknek a
szakaszoknak a hossza /,. Innen kovetkezik, hogy
OA, =ml,A B =nl,.

,,. OA ml_m OA ml m 4

Tehat: E—H—;, AIBI —n—l—;. Ebbdl

04 _ 04,

1

.. . ., OA AB
kovetkezik, hogy B AB Tehat 0A " AB
Miért nem tekinthet§ a fenti gondolatmenet
a tétel teljes bizonyitasanak? Azért mert nem
barmilyen két szakaszra létezik olyan szakasz,

114. abra amelyre igaz lenne, hogy mindkét szakasz hosz-
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sza egész szamu tobbszorose lesz a mi szakaszunk
hosszanak. Az OA és az OB szakaszok olyanok is
lehetnek, hogy nem létezik ilyen szakasz. Ennek a
résznek a bizonyitdsa nem tartozik az iskolai tananyag
keretébe. A

Ha a 113. abrat kiegészitjiik a CC, egyenessel,
amely parhuzamos a BB, egyenessel (115. abra),
akkor a fentiekhez hasonl6 gondolatmenettel megkap-

115. 4bra k. h sldaul AB - BC
Juk, nogy peldau AIBI BICI

A 11.2. tétel akkor is igaz marad, ha a szog szarai helyett barmilyen
egyeneseket vesziink.

11.3. tétel. A hdaromszog mindharom oldalfelezdje egy
pontban metszi egymast és ez a pont mindegyik oldalfelezét
a haromszog csucsdtol szamitva 2 :1 ardanyban osztja.

Bizonyitds. ® A 116. abran az ABC haromszog AA, és BB, oldal-
felezdi az M pontban metszik egymast. Bebizonyitjuk, hogy a CC, oldal-
BM _AM _CM _2
MB, MA, MC, 1

Meghtzzuk a B,K || AA, szakaszt. Mivel AB, = B,C, ezért Thalész

felezd is atmegy az M ponton és

tétele alapjan A, K = KC, vagyis A4C _ 2 Mivel BA, =A\C, ezért BA, _ 2
AK 1 AK 1
BM _ BA, 2

Az aranyos szakaszok tételébdl kovetkezik, hogy M_Bl = AK 1

Tehat az AA, sulyvonal metszi a BB, oldalfelezét, és a B ponttél
szamitva 2 : 1 aranyban osztja (117. abra).

Ez azt jelenti, hogy mindharom oldalfelezé egy ponton megy at. Be-
bizonyitottuk, hogy a BB, oldalfelezét ez a pont 2 : 1 ardnyban osztja.
Hasonléképpen bizonyithato, hogy ez a pont az AA, és CC, sulyvonalakat
is a 2 : 1 aranyban osztja. A

B B

A B C A B c

1 1

116. abra 117. abra
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A 118. abran az ABC haromszog lathaté. B
A D pont az AC oldalara illeszkedik. Ebben
az esetben azt mondjak, hogy az AB és BC olda-
lak szomszédjai lesznek megfelelGen az AD és
DC szakaszoknak. A C

11. Thalész tétele. Az aranyos szakaszok tétele 79

114. tétel (aharomszog szogfelezdjének D
tulajdonsiaga vagy szogfelez6tétel).
A haromszog szogfelezdje a haromszég oldalat
a szomszédos oldalak aranyaban osztja.

Bizonyitds. © A 119. 4bran az ABC haromszognek BD a szogfele-
AD _DC
AB  BC’

A C ponton keresztil olyan egyenest fektetiink, amely parhuzamos
a BD egyenessel. Ez az egyenes az AB-t egy E pontban metszi. Az 1-es
és 2-es szogek egyenldk, mint a BD és CE parhuzamosakat egy BC met-
sz0 egyenes altal keletkezett kiilonb6z6 oldali szogei; a 3-as és 4-es
egyenlék, mint a megfelel6 BD és CE parhuzamosakat egy AE metszd
egyenes altal keletkezett megfeleld szogei. Mivel BD az ABC haromszog
szogfelezbje, ezért 4/ = 1/. Innen kovetkezik, hogy 2/ =3/. Az aranyos

118. dbra

z6je. Bebizonyitjuk, hogy

szakaszok tételébdl kovetkezik, hogy A2 =LC Mivel BE = BC, ezért
AB BE

AD _ DC

AB BC’

Feladat. Osszal fel egy szakaszt hdrom egyenl§ részre!

Megoldds. Az AB szakasz A pontjan keresztul egy olyan AC fél-
egyenest htuzunk, amely nem az AB egyenes része (120. 4bra). Felve-
sziink ezen a félegyenesen egy tetszéleges A, pontot, aztan az A, és A,
pontokat ugy jeléljiik ki, hogy AA, = A A, = A A,. Meghtuzzuk az A.B
szakaszt. Az A, és A, pontokon keresztiil olyan egyeneseket fektetiink,
melyek parhuzamosak az A,B-vel. Ezek az egyenesek az AB szakaszt
megfelelSen a B, és B, pontokban metszik. Thalész tétele alapjan AB,
=B,B,=B,B.@®

E

119. abra 120. abra
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‘s

wn R

Fogalmazd meg Thalész tételét!
Mit nevezink két szakasz aranyanak?

Milyen esetekben mondjak azt, hogy az AB és CD szakaszok ara-
nyosak az A,B, és C,D, szakaszokkal?

Fogalmazd meg az aranyos szakaszok tételét!

5. Fogalmazd meg a haromszog oldalfelez6i metszéspontjardl szolé
tételt!

6. Fogalmazd meg a haromszdg szogfelezétételét!

e

m GYAKORLATI FELADATOK I

368.° Rajzolj egy tetszlleges szakaszt, és oszd fel 6t egyenld részre!

369.° Rajzolj egy tetszlleges szakaszt, és oszd fel hét egyenl( részre!

370.° Rajzolj egy tetszbleges AB szakaszt, és helyezd el rajta ugy a
C pontot, hogy AC: CB=2:17!

371.° Rajzolj egy tetszlleges CD szakaszt, és jelold rajta az E pontot
augy, hogy CE: ED=1:5!

@GYAKORLATOK -

372.° A121. 4bran OA, =A,A,=A,A,=AA, AB,||AB,||AB,||AB,
OB, =3 cm. Hatarozd meg a B,B,, OB,, B,B, szakaszok hosszat!

373.° A 122. dbran AB = BC, EF = 5 cm. Hatarozd meg az ED szakasz
hosszat!

374.° Hatarozd meg az AB és CD szakaszok aranyat, ha hosszaik megfe-
lel6en 12 cm és 18 cm! Megvaltozik-e ez az arany, ha a szakaszok
hosszait deciméterekben vagy milliméterekben adjuk meg?

A C

121. abra 122. abra
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11. Thalész tétele. Az aranyos szakaszok tétele 81
C
6
B
16
A% D &
123. abra 124. abra
375.° Megfelel6en aranyosak-e az AB és CD szakaszok az EF és MK

376.°

3717.°

378.°

379.°

380.°

381.°

382.°

383.°

384.°

385.°

szakaszokkal, ha:

1) AB=16cm, CD=6 cm, EF =24 cm, MK =9 cm;
2)AB=8cm, CD=20cm, EF =10 cm, MK = 35 cm?

Az AB, CD, EF, MK, PS szakaszok koziil valasszatok ki né-
gyet Ugy, hogy kettd kozilik ardanyos legyen a masik kettGvel,
ha AB=3cm, CD =16 cm, EF =18 cm, MK = 36 cm, PS =6 cm!
A 123. abran BD|| CE, AB = 16 cm, BC = 6 cm, AD = 8 cm.
Hatéarozd meg a DE szakasz hosszat!

A 124. dbran A B, || A,B,|| A,B,, AA, =9 cm, A,A, = 15 cm,
BB, =6 cm. Hatarozd meg a B,B, szakasz hosszat!

A 125. dbran DE || AC, BE = 10 c¢cm, a BD szakasz kétszer
hosszabb, mint az AD. Hatarozd meg a BC szakasz hosszat!

Az egyenes, amely parhuzamos az ABC haromszog BC oldallal,
az AB oldalt M pontban, az AC oldalt pedig K pontban metszi,
AM =9 cm, BM =6 cm, KC=8cm. Hatarozd meg az AK szakasz
hosszat!

Bizonyitsd be, hogy az ABC haromszog kozépvonala, amely az
AC oldallal parhuzamos, felezi azt a szakaszt, amely 0sszekoti
a B csucsot az AC oldal barmely pontjaval!

A téglalap atléinak metszéspontja a hosszabbik oldalatél 7 cm ta-
volsagra van. Hatarozd meg a téglalap kisebbik oldalanak hosszat!
Az egyenld oldali haromszog magassaga 12 cm. Mekkora tavol-
sagra van a haromszog oldalaitél a szogfelez6k metszéspontja?
Az ABCharomszog CD sulyvonala 9 cm. Haté- B
rozd meg a CO és OD szakaszok hosszat, ahol

az O pont az ABC haromszog oldalfelezinek

a metszéspontja! D E
A BD szakasz az ABC haromszog szogfelezdje, A c
AB =40 cm, AD = 30 cm, CD = 12 cm. Ha-

tarozd meg a BC oldal hosszat! 125. abra
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386.° Az AM szakasz az ABC haromszog szogfelezdje, AB = 48 cm,

387.°

AC=32cm, BM=18 cm. Hatarozd meg a BC oldal hosszat!

Az egyenest nem metsz6 szakasz végpontjal az adott egyenestdl
8 cm és 14 cm tavolsagra van. Hatarozd meg a szakasz felezg-
pontjanak a tavolsagat az egyenestdl!

388." A BC hur felezdpontja az AC atmér6tsl 3 cm tavolsagra van,

389.°

BACZ = 30°. Hatarozd meg az AB hur hosszat!

Az ABCD rombuszban a BM szakasz az AD oldalra bocsatott ma-
gassag, AL = 45°, AM = 8 cm. Hatarozd meg a rombusz atléinak
metszéspontja és az AD oldala k6zotti tavolsagot!

390." Az ABC haromszogben adott, hogy AB = BC, AC=8 cm, AD — ol-

391.°

392.°

393.°

dalfelezd, BE — magassag, BE =12 cm. A D pontbdl az AC oldalra
DF merdélegest bocsatottak. Hatarozd meg a DF szakasz hosszat,
és az ADF sz6g fokmértékét!

Az ABC haromszog AC oldala 24 cm. Az AB oldalt négy egyenld
részre osztottak, és az osztépontokbdl az AC egyenessel parhuza-
mos egyeneseket huztak. Hatarozd meg ezeknek az egyeneseknek
a haromszog belsejébe esd szakaszat!

A trapéz alapjai 16 cm és 28 cm. Az egyik szarat harom egyenld
részre osztottak, és az osztopontokban az alappal parhuzamos
egyeneseket fektettek. Hatarozd meg ezeknek az egyeneseknek
a trapéz belsejébe es6 szakaszat!

A DEF haromszog DE oldalat harom egyenld részre osztottak és az
osztopontokbdl a DF egyenessel parhuzamos egyeneseket htuztak.
Hatarozd meg ezeknek az egyeneseknek a haromszog belsejébe
esO szakaszat, ha DF =15 cm!

O—11 394.° Bizonyitsd be, hogy a trapéz kézépvonala az atléit felezi!

395.°

396.°

397.°

398.°

Az ABCD trapéz MK kozépvonala az AC 4tlét az E pontban met-
szi, ME = 4 cm, EK = 6 cm. Hatarozd meg a trapéz alapjainak a
hosszat!

A trapéz atléi a kozépvonalat E és F pontokban metszi. Bizonyitsd
be, hogy ME = KF'

A trapéz alapjai 12 cm és 22 cm. Hata-
rozd meg azokat a szakaszokat, melyekre
az atlok a kozépvonalat felosztjak!

A 126. abrdn AE || BF || CM|| DK,
AB =25 cm, BC =20 cm, CD = 35 cm,
EK = 48 cm. Hatarozd meg az EF, FM
és MK szakaszok hosszat!

126. abra
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399.° Az ABC haromszog AC oldalahoz illeszkedd D ponton keresztiil az
AB egyenessel parhuzamos egyenest fektettiink, amely a BC oldalt
egy E pontban metszi. Hatarozd meg a BE szakasz hosszat, ha
AD:DC=5:7, BC=36cm!

400. Az ABCD paralelogramma AB és AD oldalainak a megfeleld fele-
zopontjai M és K pontok lesznek. Bizonyitsd be, hogy a BK és DM
egyenesek metszéspontja az AC atléhoz illeszkedik!

401." Bizonyitsd be, hogyha a haromszog két stlyvonala egyenld, akkor
ez a haromszog egyenld szard!

402." Az ABC haromszogben (AB = BC) meghuztuk az AM oldalfelez6t
és a BH magassagot. Hatarozd meg a BH magassag hosszat, ha
AM =45 cm, CAM/ = 30°!

403." Adott az AB szakasz és egy O pont, amely nem illeszkedik az AB
egyeneshez. Szerkessz haromszoget, melynek az AB szakasz az
egyik oldala, az O pont pedig a silyvonalainak metszéspontja!

404." A BD szakasz az ABC haromszog szogfelezGje, AB = 28 cm,
BC =20 ¢cm, AC = 36 cm. Hatarozd meg az AD és CD szakaszok
hosszat!

405." Az ABC haromszoégbe egy CDEF rombuszt irtak gy, hogy a
C szogik ko6zos, a D, E és F csucsai pedig a haromszog AC,
AB és BC oldalaihoz megfelelGen illeszkednek. Hatarozd meg az AC
és BC oldalak hosszat, ha AE = 30 cm, BE = 12 cm, a haromszog
kertlete pedig 105 cm!

406." A haromszog oldalai 39 cm, 65 cm és 80 cm, a haromszog legna-
gyobb oldaldhoz illeszkedd korvonal pedig a masik két oldalt
érinti. Milyen részekre fogja osztani a kérvonal kézéppontja a
haromszog oldalat?

407." Az ABC egyenl( szara haromszog AC alapjanak felezépontja a D
pont. Az AB oldalan ugy jeloltek egy M pontot, hogy AM : MB =
= 2:7. Milyen aranyban osztja a BD egyenes a CM szakaszt?

408." A DEF egyenld szart haromszog alapjara meghuztak az EC
magassagot, az EF szaran pedig felvettek egy A pontot. Az EC és
a DA szakaszok az O pontban metszik egymast agy, hogy
AO : OD = 3:8. Hatarozd meg az EA : AF arany értékét!

409.” Az egyenld szard haromszog alapjara bocsatott magassaga
42 cm, az alapja és a szara Ggy aranylanak egymashoz, mint
6 : 11. Hatarozd meg ebbe a haromszogbe irt kérvonal sugarat!

410.° Az egyenls szard haromszog szara 60 cm. A beirt kor kézéppontja
az alapra bocsatott sulyvonalat 12 : 5 aranyban osztja. Hatarozd
meg a haromszog alapjat!

411.” Az ABC haromszog BC oldalan egy M pontot jeléltek dgy, hogy
BM : MC = 3:10. Milyen aranyban osztja az AM szakasz az ABC
haromszog BK sulyvonalat?

11. Thalész tétele. Az aranyos szakaszok tétele 83
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412.” Az ABC haromszog AB oldalan ugy jeloltek egy M pontot, hogy
AM : MB=4: 3. Milyen aranyban osztja: 1) a BK sulyvonal a CM
szakaszt; 2) a CM szakasz a BK sulyvonalat?

O—11 413." Bizonyitsd be, hogy a trapéz atléinak a felez&pontjait 6ssze-
kot szakasz parhuzamos a trapéz alapjaival, és azok fél kiilonb-
ségével egyenld!

414.” Adottak az a, b, ¢ szakaszok. Szerkessz egy x szakaszt gy, hogy
a:x=b:c!

415.” Az adott szog O belsd pontjan at rajzolj egy szakaszt, melynek
végpontjai a szog szaraira illeszkednek és az O pont: 1) ennek
a szakasznak a felezdpontja; 2) a szakaszt 2 : 3 aranyban
osztja!

416.” Szerkessz haromszoget:

1) oldala és azon szogek alapjan, amelyek ezen oldal és a két masik
oldal oldalfelezé6i kozott van;

2) két salyvonala és a koztik 1év6 szoge alapjan;

3) egy oldalhoz hiizott magassaga és a sulyvonala, valamint ezen
oldal és a méasik oldalhoz htizott stlyvonal k6zotti szége alapjan;

4) harom sulyvonala alapjan!

417.” Szerkessz haromszoget:
1) oldala és a masik két oldalra huzott silyvonala alapjan;
2) az egyik oldalara bocsatott magassaga és a masik

két oldalhoz htzott sulyvonalai alapjan! A
O—r 418." Az A szdg szarain B,, B, és C,, C, pontokat je- c
1
. , AB, _AC, , L
16ltek ugy, hogy BB, CC, (127. abra). Bizonyitsd B, C,

be, hogy B,C, || B,C,!
419." Az ABC haromszdg B cstcsandl 16v6 kiilss szogének B,

szogfelezbje az AC félegyenest a D pontban metszi. )
Bizonyitsd be, hogy AB: BC=AD : CD! 127. abra

ISMETLO GYAKORLATOK IS

420. Az ABCD négyzet oldala a. A B kozéppont, a sugara kérvonal
AC huarjan egy E pontot jeloltek ugy, hogy BECZ = 75°. Hatarozd
meg az AE szakasz hosszat!

421. A trapéz atléja merdleges az alapjaihoz, tompaszoge 120°, a mel-
lette 1évG szara 12 cm, nagyobbik alapja pedig 16 cm. Hatarozd
meg a trapéz kozépvonalat!
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FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
EPITSD MEG, KEPZELD EL!

422. Azegyenl6oldalt haromszoget 6t, t6le kisebb egymassal egybevagd
egyenlé oldali haromszoggel takartak le. Bizonyitsd be, hogy ehhez
a letakarasahoz elegendd négy ilyen haromszog is!

12. Hasonl6 haromszogek

A 128. dbran a mértantankonyv kicsinyitett boritéjat latjatok. A
mindennapi életben gyakran talalkozunk olyan targyakkal, melyek
alakra egyformdk, de a méretiik kiilonbozs (129. 4bra).

128. abra 129. abra

Azokat a mértani alakzatokat, melyeknek az alakjuk egyforma,
hasonléknak nevezziik. Példaul hasonld két barmilyen kor, két négyzet,
két egyenld oldald haromszog (130. abra).

A 131. dbran az ABC és az A, B,C, haromszogek lathatok, melyeknél
As/=A s, B/=B,/, C/=C,/.

Az AB és A B, oldalak a C és C, egyenlé szogekkel szemben vannak.
Ezeket az oldalakat megfelel6 oldalaknak nevezziik. Szintén megfeleld
oldalak lesznek a BC és B,C,, valamint a CA és C A, oldalak is.

O o A Amc
NN

1 1

130. abra 131. abra
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Meghatarozas. Két haromszoget hasonléonak mondunk, ha
a szogei megfelel6en egyenlok egymassal, és az egyik haromszog
oldalai a masik haromszo6g megfelel6 oldalaival aranyosak.
Példaul a 132. abran az ABC és az A B,C, haromszogek lathatok,
. AB BC CA
melyekben A/ = A/, B£ = B,Z, C£ = C,Z és AB BC, CA =2.
A meghatarozas értelmében ezek a haromszogek hasonldk lesznek.
Ezt igy jelolik: ABCA ~ A B,C,A (igy olvassuk: az ABC haromszog
hasonlé az A B,C, haromszoggel).
A 2-es szamot, amely a megfeleld oldalak aranyaval egyenld, hason-
l6sagi egyutthatonak nevezzik. Azt mondjuk, hogy az ABC haromszog
hasonlé az A, B,C, haromszoggel, és a hasonlésagi egyiitthaté 2-vel lesz

egyenls. Ez igy irjuk le: ABCA & A B,C A.

AB _BC CA 1 . :

4B - BC - cCA "2 ezért azt is lehet mondani, hogy az

A,B,C, haromszog hasonlé az ABC haromszoggel, és a hasonlosag aranya
Y

%-del egyenl§. Ezt igy irjak: A,B,C,A~ ABCA.

Az egybevagd haromszogek meghatarozasabdl kovetkezik, hogy bar-
milyen két egybevagd haromszog hasonld, és a hasonlésagi egyuitthato
1-gyel lesz egyenld.

Ha ABCA ~ A B,C\Aés A B,C A~ A,B,C,A, akkor ABCA © A,B,C,A.
Bizonyitsatok be énalléan ezt a tulajdonsagot.

Lemma' a haromszogek hasonlésagaroél. Az egyenes,
amely parhuzamos a haromszog egyik oldalaval és a masik két
oldalt metszi, az eredeti haromszogbol egy vele hasonlé harom-
szoget metsz ki.

Bizonyitds. © A 133. abran az ABC haromszog lathato, az A,C,
szakasz parhuzamos az AC oldallal. Bebizonyitjuk, hogy ABCA ~
~A BC,A~ ABCA.

Az A és A, C és C, szogek egyenldk, mint az A,C, és az AC
parhuzamos egyenesek az AB és CB metsz6 egyenesnél keletkezett
megfelel§ szogek. Tehat a haromszogek megfeleld szogei egyenldk.

A B

1

Mivel az

—

132. abra 133. abra

! Lemmaénak nevezzik a kisegit( tételt, amelyet méas tételek bizonyitasa-
néal alkalmazunk.
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Bebizonyitjuk, hogy a BA és BC szakaszok megfelelGen aranyosak
a BA, és BC, oldalakkal.
Az aranyos szakaszok tételébdl (11.2. tétel) kovetkezik, hogy

12. Hasonl6 haromszdgek 87

BA _BA, BA _ BC
BC" BC, . Ebbél pedig az, hogy —— Ba, BC
Meghtzzuk a C,C, egyenest ugy, hogy C,C, || AB. Innen azt kapjuk,
hogy gcc jcc A meghatarozas szerint az AA,C,C, négyszog parale-
BC _ AC
logramma. Tehat AC, = A,C,. Amibdl azt kapjuk, hogy BC. - AC”
1 11

BA  BC AC
BA, BC, AC,

Tehat az A BC, és az ABC haromszogek megfeleld szégei egyenldk,
a megfelel6 oldalai pedig aranyosak lesznek. A meghatarozas értelmében
tehat ezek a haromszogek hasonldk. A

O—-tr Feladat. Bizonyitsd be, hogy a hasonlé haromszogek kerii-
leteinek aranya a hasonldsagi egytlitthatéval egyenld.

Megoldds. Legyen az A B,C, és az ABC haromszogek hasonlék, a
AlBl — Blcl — AICI

~ BC AC

Bebizonyitottuk, hogy ——

=k. Innen

hasonlésagi egyutthatd pedig k. Ekkor
B =k - AB, BC,=k -+ BC, AC,=Fk - AC.

Jeloljik az A B,C, haromszog keriiletét P,-gyel, az ABC haromszogét
pedig P-vel. Ekkor azt kapjuk, hogy P,.=A B, + B.C,+AC,=Fk - AB +

+k+ BC+k - AC=k-(AB+BC +AC) = kP. Vagyls— E @

’l) 1. Milyen két haromszoget neveziink hasonlonak?

2. Hogyan kell meghatarozni a hasonldsagi egyutthatét két hasonlé
haromszog esetében?

3. Fogalmazzatok meg a hasonld haromszogek lemmajat!

\‘/'\
WGYAKORLATOK |
D E

423.° A 134. abran az ABC és DEF hasonlé B
haromszogek lathatok, melyeknek az c
egyenld szogeit azonos szamu ivekkel

jeloltiik. A haromszogek mely ivel F
lesznek aranyosak? Ird fel a megfeleld A

egyenlGségeket! 134. abra
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424.° Hasonlbéak-e az ABC és MNK haromszogek, ha AZ = 40°,
Bz = 82°, M/ = 40°, K£ = 58°, AB = 2,4 cm, BC = 2,1 cm,
AC=39cm, MN=3,2cm, NK=2,8cm, MK =5,2 cm?

425.° Adott, hogy DEFA o M CPA, mikézben a DE oldalnak az MC oldal
felel meg, a DF oldalnak pedig az MP. MC = 12 cm, MP = 8 cm,
EF = 4,5 cm. Hatarozd meg a haromszogek ismeretlen oldalait!

426.° Adott, hogy ABCA © A B,C,A. Mikézben az AZ = A Z,
Bz =B/, AB=6cm, BC=7cm, AC=10cm, AB, =9 cm.
Hatarozd meg a B,C, és az A,C, oldalakat!

427.° Hatarozd meg az A,B,C, haromszog szégeit, ha ABCA © A B,CA,
az AB oldalnak az A B, oldal felel meg, a BC-nek pedig a B,C,
oldal, Az = 25° B/ =70°!

428.° Az MK és DE, a KT és EF oldalak az MKT és DEF hasonl6 harom-
szogek megfelel§ oldalai, MK = 18 cm, KT = 16 cm, MT = 28 cm,
MK : DE = 4 : 5. Hatarozd meg a DEF haromszog oldalait!

429.° A 135. abran AB || CD. Keress ezen a rajzon
hasonlé haromszogeket! Ird fel azokat az B
aranyparokat, amelyek a kovetkezd aranyok- D

L AE CD AB

kal kezdbdnek: 1) B 2) B 3) i " - E

430.° Az ABC haromszogben az AC oldallal parhu-
zamos egyenes az AB oldalt a D pontban, a BC 135. abra
oldalt pedig az E pontban metszi. Hatarozd
meg:

431.°

432.°

1) a BD szakasz hosszat, ha AB=16 cm, AC =20 cm, DE =15 cm;
2) az AD oldal hosszat, ha AB =28 cm, BC =63 ¢cm, BE = 27 cm!
Az ABC haromszoégben adott, hogy AB = 6 cm. Az AB oldal
M pontjan at egy egyenest fektettek, amely parhuzamos a
BC oldallal, és az AC oldalt egy K pontban metszi. Hatarozd
meg az ABC haromszog ismeretlen oldalait, ha AM = 4 cm,
MK=8cm, AK=9 cm!

Hatarozd meg a torony magassagat (136. abra), ha a megfigyeld
az oszloptdl és a toronytdl megfelelden 1,5 m és 39 m tavolsagra
all, az oszlop magassiga 3 m, a megfigyeld magassaga pedig 1,8 m!

136. abra
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433.° Az ABCD trapéz AB és CD szarainak meghosszabbitdasai az
E pontban metszik egymast. Hatarozd meg a CE szakasz hosszat,
ha DE=40cm, BC: AD=4:5!

434.° Az ABCD trapéz AB és CD szarainak meghosszabbitasai az
M pontban metszik egymast. Hatarozd meg a trapéz kisebbik
alapjat, ha a nagyobbik AD alapja 42 cm, AB=9 cm, BM =54 cm!

435.° A hasonl6 haromszogek definicidjat alkalmazva bizonyitsd be, hogy
barmilyen két egyenld oldalti haromszog hasonlé egymassal!

436." Az M és K pontok az ABCD négyzet CD és AD oldalainak megfe-

s sz

12. Hasonl6 haromszdgek 89

bizonyitsd be, hogy MDKA > BCDA!

437." A haromszog oldalai Ggy aranylanak egymashoz, mint: 5 : 4 : 7.
Hatarozd meg ehhez a haromszégho6z hasonlé haromszog oldalait,
melynek: 1) a kertlete 64 cm; 2) a kisebbik oldala 24 cm!

438." Az adott haromszog oldalai 15 cm, 25 cm és 35 cm. Hatarozd
meg az ehhez a haromszoghtéz hasonlé haromszog oldalait, ha:
1) a kertlete 45 cm; 2) a legnagyobb és legkisebb oldal kiilonbsége
16 cm!

439." A 137. abran az ABC haromszoég lathaté, melyben egy
BDEK rombusz van beirva. Hatarozd meg a rombusz oldalat, ha
AB=10cm, BC=15cm!

B A
D K
K
A E C B N C
137. abra 138. abra

440." A 138. abran az ABC derékszogl haromszog (BZ = 90°) lathato,
amelybe egy BMKN négyzet van beirva. Hatarozd meg a CN sza-
kasz hosszat, ha BM =6 cm, AB=10 cm!

441." Két korvonalnak, melynek a kézéppontjai O, és O, és a megfeleld
sugaral 8 cm és 12 cm, csak egy k6zos A pontja van (az A pont az
0, és az O, pontja kozott helyezkedik el). A kozos kiils6 érintéjiik
az 0,0, egyenest a B pontban metszi. Hatarozd meg a B pont és
a korvonalak kozéppontjai kozotti tavolsagokat!

442.” Az egyenld szaru haromszog kertilete 48 em. Az alapjara bocsatott
magassag felez6pontjan at a szaraval parhuzamosan egy egyenest
fektettink. Hatarozd meg annak a haromszognek a keruletét,
amelyet ez az egyenes metsz ki az adott haromszoghdl!
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443.” Az egyenld szara haromszogbe, melynek alapja 12 cm, szara 18 cm,
kor van irva. Hatarozd meg a kor érintési pontjainak a haromszog
szaraihoz mért tavolsagait!

444." Az ABC haromszogben adott, hogy AB = 8 cm, BC = 12 cm,
ABCZ =120° BD pedig a haromszog szogfelezbje. Hatarozd meg
a BD szakasz hosszat!

ISMETLO GYAKORLATOK I

445. Az ABCD paralelogramma BC oldala 2-szer
nagyobb, mint az AB oldala. Az A és B
szogek szogfelez6i a CD oldal egyenesét C
megfelelGen az M és a K pontokban metszik
(139. 4bra). Hatdrozd meg a paralelogramma A’ D
oldalait, ha MK =18 cm!

446. Az ABCD téglalap atléi az O pontban 'K
metszik egymast, az AOD sz6g 60°-kal
nagyobb, mint az AOB sz6g, AC = 24 cm. 139. abra
Hatarozd meg a COD haromszog kertletét!

447. A korvonal kozéppontja az ABC haromszog AB oldalahoz illesz-
kedik, a B pont pedig magara a korvonalra. Ez a kérvonal a C
pontban érinti az AC oldalt, az AB oldalt pedig a D pontban metszi,
mikozben AD : BD =1 : 2. Hatarozd meg: 1) az ABC haromszog
szogeit; 2) a BCD haromszog szogeit!

FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

448. A sikon jeloltek 25 pontot gy, hogy barmilyen harom pont kozott
lesz két olyan, melyek kozott a tavolsag kisebb, mint egy. Bizo-
nyitsd be, hogy létezik egy olyan egységsugara korlap, amelyhez
az adott pontok koziil legalabb 13 pont fog illeszkedni!

13. A haromszogek hasonlésaganak elsé ismertetdjele

Ha az ABC és az A B,C, haromszogekre teljeslilnek az A/= A, Z,

AB BC CA
Bz£=B,/Z, C£=C/Z/ = =
v v AB, BC, CA

tarozas szerint ezek a haromszogek hasonldk.

feltételek, akkor a megha-
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Lehet-e kevesebb feltétellel meghatarozni a haromszogek hasonlé-
sagat? Erre a kérdésre a haromszogek hasonlésaganak ismertetGjelei
adjak meg a valaszt.

13.1. tétel (a haromszogek hasonlésaganak elsé
ismertetojele: két szoge alapjan). Ha az egyik haromszog
két szoge egyenlé a mdasik haromszog két szogével, akkor az ilyen
hdaromszogek hasonlok.

Bizonyitds. © Vizsgaljuk meg az ABC és az A,B,C, hdrom-
szogeket, melyekben A/= A /, B/= B Z. Bebizonyitjuk, hogy az
ABCA ~ A B,CA.

Ha AB = A B,, akkor az ABC és az A, B,C, haromszogek egybe-
vagok a haromszogek egybevagosaganak masodik ismertetGjele alapjan,
tehat ezek a haromszogek hasonldk.

Legyen példaul AB > A B,. A BA oldalra ramérjiik a BA, szakaszt,
melynek hossza egyenld a B A, szakasz hosszaval. Az A, ponton keresz-
till A,C, egyenest fektetiink, amely parhuzamos az AC-vel (140. abra).

Az A és a BA,C, szogek az A,C, és az AC parhuzamos egyenesek az
AA, metsz6 egyenes altal keletkezett megfelel6 szogei. Ebbdl kovetkezik,
hogy A2 =BA,C,2.Deaz A/ =A /. Ezekbél kapjuk, hogy A,/ =BA,C,~.
Tehat az A,BC, és A B,C, haromszogek egybevagéak a haromszogek
egybevagosaganak masodik ismertetdjele alapjan. A hasonlé haromszo-
gekrdl sz616 lemma alapjan A,BC,A © ABCA. Tehat ABCA~ A B,C/A. A

1.feladat. AzABCD trapéz (BC || AD) kézépvonala 24 cm, 4tléinak
metszéspontja pedig O. Hatarozd meg a trapéz alapjait, ha AO: OC=5: 3!

Megoldads. Vizsgaljuk meg az AOD és COB haromszogeket
(141. abra). Az AOD és BOC szogek egyenl6k mint cstcsszogek, a CAD
és az ACB szogek egyenldk, mint a BC és AD parhuzamos egyenesek és
az AC metszi egyenes altal keletkezett kiillonb6z6 oldali szogei. Tehat az
AOD és a COB haromszogek hasonlok két szogik alapjan.

AD _AO _5

Vagyls E=%—3.

13. A haromszogek hasonlésaganak elsé ismertetdjele 91

N

(X

140. abra 141. abra
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Legyen BC = 3x cm, ekkor AD = 5x cm.

Mivel a trapéz kozépvonala 24 cm, ezért BC + AD = 48 cm.

Vagyis: 3x + 5x = 48, innen x = 6.

Tehat BC =18 cm, AD = 30 cm.

Felelet: 18 cm, 30 cm. @

O-tr2.feladat (az egyméast metsz8 hirok tulajdonsiga).

Bizonyitsd be, hogyha a kérvonal AB és CD hurjai az M pontban metszik
egymast, akkor AM - MB = DM - MC (142. 4bra)!

142. abra 143. abra

Megoldds. Vizsgaljuk meg az ACM és DBM haromsziogeket.
A 3-as és a 4-es szogek egyenlGk, mint csucsszogek, az 1l-es és 2-es
szogek egyenldk, mint az egyazon ivre tamaszkodd keruleti szogek.
Tehat az ACM és DBM haromsziégek hasonlék a haromszogek

hasonlésaganak elsé ismertetGjele alapjan. Vagyis AM _ MC

DM MB’
Innen AM - MB=DM - MC. @

O-rtr3.feladat (az érintd és a metsz§ egyenes tulajdon-
saga). Bizonyitsd be, hogyha az A pontbdl AM érintét (M az érintési
pont) és egy olyan metsz6 egyenest huzunk, amely a korvonalat B és C
pontokban metszi (143. abra), akkor AM2=AC - AB!

Megoldas. Vizsgaljuk meg az AMB és ACM haromszogeket. Ezek-
nek az A szoguk kozos. Az érint6 és a szel§ kozotti szog tulajdonsaga

alapjan (lasd 1. feladat 9. pont) AMB/ = % MBu. Mivel az MCB keru-

leti sz6g az MB htrra tamaszkodik, ezért MCBZ = % MBu. Innen ko-
vetkezik, hogy AMB./ = MCB./. Tehat az AMB és az ACM haromszoégek
hasonldék a haromszogek hasonlésdganak elsd ismertetGjele alapjan.

1 ﬂ—ﬂ 2 = .
Vagyis AC—AM.InnenAM AC - AB.@®
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’l) 1. Fogalmazd meg a haromszdgek hasonlésaganak elsé ismertet6-
jelet!
2. Fogalmazd meg az egymast metsz6 harok tulajdonsagat!

3. Fogalmazd meg az egy ponton atmené érint6 és a metsz8 egyenes
tulajdonsagat!

WGYAKORLATOK [

449.° A 144. dbran a BACZ = BED/. Hasonlbéak-e az ABC és EDB
haromszogek? Amennyiben igen, akkor nevezd meg a megfeleld

oldalparokat!
B D B
C
D F,
E
A 6 B™§g A A D C
144, abra 145. abra 146. abra

450.° A 145. abran a DE | AB, BC 1 AD. Nevezd meg az dbran lathat6
valamennyi hasonlé haromszogpart!

451.° A 146. abran az ABCZ = BDCZ. Mely haromszogek lesznek
hasonlék? Ird fel a megfelel6 oldalaik ardanyainak az egyenld-
ségét!

452.° Nevezd meg a 147. abran 1év6 hasonl6 haromszogeket! Hatarozd
meg az x értékét (ha a méretek cm-ben vannak megadva)!

D,

x 21

18

A
C E
15
B
a b

147. abra
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453.° Az ABC és A,B,C, haromszogekben ismert, B C
hogy A/ = A/, BZ =B/, AB = 6 cm, m
BC=8cm, A B, =9cm, A,C, =18 cm. Hata-
rozd meg az adott hdromszogek ismeretlen 4 D F
oldalait!

454.° Az ABCD paralelogramma CD oldalan fel- 148. abra

vettek egy E pontot (148. abra), a BE és AD

egyenesek az F pontban metszik egymast,

CE =8 cm, DE =4 cm, BE = 10 cm, AD = 9 cm. Hatarozd meg
az EF és FD szakaszok hosszat!

455.° Az ABCD trapézban (BC || AD) ismert, hogy AD = 20 cm,
BC=15cm, O az atlék metszéspontja, AO = 16 cm. Hatarozd meg
az OC szakasz hosszat!

456.° Az ABCD trapézban, melynek az alapjai BC és AD szakaszok, atl6i
az O pontban metszik egymast. Hatarozd meg az AD alapjat, ha
BO:0D=3:7,BC=18cm!

457.° Hasonl6-e a két derékszogl haromszog, ha az egyikben van egy
38°-0s szbg, a masiknak pedig egy 52°-0s szoge van?

O—r7 458.° Bizonyitsd be, hogy két egyenld szart haromszog akkor lesz
hasonlé, ha az alappal szemkozti szogeik egyenlék egymassal!

459.° Ki lehet-e jelenteni, hogy két egyenld szard haromszog hasonlo:
1) egyenl6 hegyesszogiuk alapjan; 2) derékszogik alapjan;
3) egyenl( tompaszogik alapjan?

460.° Az egyik egyenl§ szaru haromszog alapja és szara kozotti szoge
egyenlé a masik egyenld szara haromszog alapja és szara koézot-
ti szogével. Az els6 haromszog szara és az alapja megfelelGen
18 cm-rel és 10 cm-rel egyenld, a masik alapja pedig 8 cm. Ha-
tarozd meg a masodik haromszog szarat!

461.° A haromszog derékszogének csucsabdl az atfogéra meghiuztuk a
magassagot. Hany hasonl6 haromszog keletkezett ekkor?

462.° A paralelogramma oldalainak hossza 20 cm és 14 cm, a nagyobbik
oldalra bocsatott magassaga pedig 7 cm. Hatarozd meg a kisebbik
oldalra htzott magassagot!

463." Az ABCD trapéz, melynek alapjai BC és AD, atléinak metszés-
pontja az O pont, BO =4 cm, OD = 20 cm, AC = 36 cm. Hatarozd
meg az AO és OC szakaszok hosszat!

464." Az ABCD trapézban (BC || AD) ismert, hogy AD =18 cm, BC =
=14 cm, AC=24 cm. Hatarozd meg azoknak a szakaszoknak a hosz-
szat, amelyeket az AC atlé O ponttal torténd felosztasakor kapunk!

O—r7 465." Bizonyitsd be, hogy a hasonlé haromszoégek megfelel§ cst-
csaibdl huzott szogfelezGk aranya megegyezik a megfeleld oldalai
aranyaval!
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O=Tr 466.° Bizonyitsd be, hogy a hasonlé harom-
szogek megfeleld cstcsaibdl hizott magassa-
gok aranya megegyezik a megfelel6 oldalai
aranyaval!

467." Az ABCD trapéz, melynek alapjai BC és AD
megfelel6en 28 cm-rel és 63 cm-rel egyenldk,
az ABCZ = ACD~/. Hatarozd meg az AC
atl6 hosszat!

468." Az ABC haromszog AC oldalan ugy jelolték
a D pontot, hogy ABD/ = C/, AB = 20 cm,
BC =28 cm, AC = 40 cm. Hatarozd meg az
ABD haromszog ismeretlen oldalait!

B
M C
A K
149. abra

469.” A derékszogl haromszog atfogéja 20 cm, a nagyobbik befogdja
pedig 16 cm. Hatarozd meg azokat a szakaszokat, melyekre az
atfogé felez6merolegese felossza a nagyobbik befogot!

470.° A 149. abra segitségével magyarazd meg, hogyan lehet meghata-
rozni a foly6 BM szélességét, a haromszogek hasonlésagat alkal-

mazva!

471." Afa 60 méterre van a fényképezigép objektivétdl, a filmen 8 mm-es
lesz a magassaga (150. abra). Az objektiv és a kép kozotti tavolsag

40 mm. Milyen magas a fa?

150. abra

472.° Hatarozd meg a fa magassagat, ha az arnyékanak hossza 8,4 m,
a 2 m magas oszlop arnyéka pedig 2,4 m (151. abra)!

151. abra
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473." Metszheti-e az egyenes az egyenld szaru haromszog két oldalat
agy, hogy az eredetivel hasonlé haromszoget vagjon le belGle, és
ekozben az egyenes ne legyen parhuzamos a harmadik oldallal?

474." Az AB és CD huarok az M pontban metszik egymast, AM = 6 cm,
BM =14 cm, CM =12 cm. Hatarozd meg a DM szakasz hosszat!

475." Az MK és NP harok az F pontban metszik egymast, MF = 9 cm,
KF =12 cm, és az NF szakasz 3-szor hosszabb, mint a PF szakasz.
Hatarozd meg az NP hur hosszat!

476." A K pont a korvonal AC hurjat felezi, a DE hurt pedig 2 cm-es
és 32 cm-es részekre osztja. Hatarozd meg az AC hur hosszat!

477. Az E pont a kérvonal CD hurjat 15 cm-es és 16 cm-es részekre
osztja. Hatarozd meg a kor sugarat, ha az E pont a kor kozéppont-
jatél 4 cm tavolsagra lesz!

478.” A Ppont a kérvonal MK hurjat 8 cm-es és 12 cm-es részekre osztja.
Hatarozd meg a P pont és a kor kozéppontja kozotti tavolsagot,
ha a kor sugara 11 cm!

479.” Az A pontbdl a korhoz AM érint6t htztunk (M az érintési pont) és
egy olyan metsz6 egyenest, amely a kérvonalat K és P pontokban
metszi (a K pont az A és a P pontok kozott van). Hatarozd meg a
KP szakasz hosszat, ha AM =12 cm, AP =18 cm!

480.” A koron kivili A ponton keresztil két egyenest huztak, az
egyik érinti a korvonalat egy B pontban, a masik pedig C és D
pontokban metszi a kort (a C pont az A és D pontok kozott helyez-
kedik el), AB =18 cm, AC : CD = 4 : 5. Hatarozd meg az AD
szakasz hosszat!

481.” Akoron kiviili A ponton keresztil két egye- ¢
nest huztak. Az egyik B és C pontokban B
(a B pont az A és C pontok ko6zott helyez-
kedik el), a masik pedig D és E pontokban D E
(a D pont az A és E pontok ko6zott helyez-
kedik el) metszi a kort. 152. abra

O=17 1) Bizonyitsd be, hogy AB - AC=AD - AE.

2) Hatarozd meg az AE szakasz hosszat, ha AB = 18 cm,
BC=12cm ésAD:DE=5:17!

482.” A korben, melynek sugara 8 cm, AB hurt htztak. Az AB
egyenesen az AB szakaszon kivil ugy jeléltek egy C pontot, hogy
AC: BC =1:4. Hatarozd meg a C pont és a kor kézéppontja ko-
z0Ott1 tavolsagot, ha AB =9 cm!

483.” Az ABC haromszogbe Ugy irtak egy négyzetet, hogy ennek a
szomszédos csucsai az AC oldalra illeszkednek, a két masik pedig
megfelelGen az AB és AC oldalakra. Hatarozd meg a négyzet ol-
dalat, ha AC = a, az AC oldalra bocsatott magassaga pedig h-val
lesz egyenld!



A

13. A haromszogek hasonlésaganak elsé ismertetdjele 97

484." Az ABC haromszogben ismert, hogy BC = 72 cm, az AD magas-
sag pedig 24 cm. Ebbe a haromszogbe egy MNKP téglalap van
irva, melynek M és P csucsai a BC oldalhoz illeszkednek, az N és
K megfelel6en az AB és AC oldalakra. Hatarozd meg a téglalap
oldalait, ha MP: MN =9 : 5!

ISMETLO GYAKORLATOK I

485. Hatarozd meg a paralelogramma szogeit, ha az egy csticsbdl huizott
magassagail kozotti szoge: 1) 20°% 2) 130°!

486. Két korvonal, melynek sugarai egyenlGk, kézéppontjai pedig az
0, és O, pontok, az A és B pontokban metszik egymast. Az O,0,
szakasz a kérvonalakat a C és D pontokban metszi. Bizonyitsd be,
hogy az ACBD négyszég rombusz!

487. A derékszogl trapéz egyik szoge 135° a kozépvonala 21 cm, az
alapjainak aranya pedig 5 : 2. Hatarozd meg a trapéz kisebbik
szarat!

FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

488. Hogyan kell két egyforma dombord négyszoget ugy részekre
darabolni, hogy ezekbdl a részekbdl paralelogrammat lehessen
Osszerakni?

[ MENELAOSZ-TETEL mummmmm—

Azokat a pontokat, amelyek egy egyeneshez illeszkednek,
kollinearis pontoknak nevezzik. Két pont mindig kollinearis lesz.

Ebben a részben megismerkedtek egy olyan tétellel, amely harom
pont kollinearitasanak kritériuma. Ez a tétel egy 6g6r6g matematikus
és csillagasz, Alexandriai Menelaosz (i. u. I —II. sz.) nevét viseli.

Menelaosz-tétel. Az ABC haromszog AB és AC oldalan
megfeleléen a C, és A, pontokat jelélik, az AC oldal meghosszab-
bitasan pedig a B, pontot. Ahhoz, hogy az A, B,, C, pontok egy
egyeneshez illeszkedjenek, sziikséges és elégséges, hogy a kévetkezé
egyenldség teljesiiljon:

AC, BA, CB, . *)
CB AC BA

1 1 1
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153. abra

Bizonyitas. ElGszor bebizonyitjuk a kollinearitas sziikséges feltéte-
1ét: ha az A, B,, C, pontok egy egyeneshez illeszkednek, akkor teljestl
a (*) egyenlGség.

Az ABC haromszog csucsaibdl AM, BN és CP merdlegeseket bocsa-
tunk a C B, egyenesre (153. a dbra). Mivel az MC,AZ = NC,BZ, ezért
az AMC, és BNC, haromszoégek hasonlok a haromszogek hasonlésaganak

els6 ismertetGjele alapjan. Innen —2 AC, .A BNA, és a CPA, harom-

B BN

BA, BN
AC cp egyenlGséget. A B,CP és a
, o PSP . CB, _CP
B AM haromszogek hasonlésagabél pedig a BA =—— egyenlGséget
_AM BA, B, , .

AG, _BN CB _cCp aranyparok bal és jobb

C, B BN’ A c cp’ BA AM

oldalat tagonként Osszeszorozva a kovetkezl egyenldséget kapjuk:
AC, BA, CB,  AM BN CP _ 1
C,B A C B A BN CP AM

Most a kollinearitas elégséges feltételét bizonyitjuk be: ha teljestl a
(*), akkor az A,, B,, C, pontok egy egyeneshez illeszkednek.

A C,B, egyenes metssze az ABC haromszég BC oldalat egy A, pontban
(153. b 4bra). Mivel a C,, A,, B, pontok egy egyeneshezilleszkednek, ezért

AC, BA CB
a fentebb bizonyitottbdl kovetkezik, hogy —2* CB A s BA =1. Osszeha-
sonlitva ezt az egyenl@séget a (*)-gal, arra a kovetkeztetesre jutunk,
BA

BA . , . .y
hogy " Cl' = é, vagyis az A, és A, pontok ugyanolyan aranyban osztjak

1

2
a BC szakaszt, tehat ezek a pontok egybeesnek. Ebbdl
kévetkezik, hogy a C,B, egyenes az A, pontban metszi
a BC egyenest. A

Megjegyezzik, hogy a tétel akkor is érvényes, ha
azA,, B, C, pontok nem az ABC haromszog oldalaira,
hanem az oldal egyeneseihez illeszkednek (154. abra).

154. abra
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Harom kor kozos érint6i az A, B, C pontokban metszik egymast
(155. abra). Bizonyitsd be, hogy ezek a pontok kollinearisak!
Utmutatds. Alkalmazd a Menelaosz-tételt az O,0,0, haromszégre
és az A, B, C pontokra, melyek az oldal egyeneseihez illeszkednek!

155. abra

Az O, kozéppontt kérvonal a B és az A pontokban érinti azt a két
kérvonalat, melynek kézéppontjai O, és O, pontok (156. dbra). Bizo-
nyitsd be, hogy a C pont, amely az O, és O, kézéppontu koérvonalak
ko6zos érint6inek a metszéspontja, az AB egyeneshez illeszkedik!
Az A, B, C pontokon at a korhoz érint6ket htiznak (157. abra). Bizo-
nyitsd be, hogy az M, N és P pontok kollinearisak!

Utmutatds. Alkalmazzuk Menelaosz-tételét az ABC haromszogre,
és a 13. pont 3. kulcsos feladatat!

156. abra 157. abra
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4. Az egyenes metszi az ABC haromszog AB és BC oldalait és az AC
oldalat tartalmazé egyenest megfeleléen a D, E, I pontokban. Bizo-
nyitsd be, hogy a DC, AE, BF szakaszok felezGpontjai egy egyeneshez
illeszkednek (ezt az egyenest Gauss egyenesének nevezik).

Utmutatds. Alkalmazzuk Menelaosz-tételét arra a haromszog-
re, melynek csucsai az ABC haromszog oldalainak a felez6pontjai
lesznek!

Carl Friedrich Gauss
(1777 — 1855)

Kiemelked6 német matematikus,
természettudos és csillagasz. A mun-
kassagaban egyesitette az elméleti
és a gyakorlati matematikai kutataso-
kat. Gauss munkai nagy befolyassal
voltak az algebra, a szamelmélet, a
geometria, az elektronika és magne-
sesség elméletfejl6désére.

[ PTOLEMAIOSZ-TETEL EE—

Ptolemaiosz-tétel. A korbe irt négyszég (hurnégyszog)
atloinak a szorzata egyenlé a szemkozti oldalak szorzatainak
osszegével.

Bizonyitds. A 158. abran az ABCD korbe irt négyszog lathatd.
Bebizonyitjuk, hogy AB- DC + BC - AD =BD - AC.

Klaudiosz Ptolemaiosz
(kb. 100 — kb.178)

Okori gérég matematikus és csil-
lagasz. A geocentrikus vilagkép
megteremtdje. Matematikai elméletet
dolgozott ki a bolygok helyének
meghatarozasara. A korszer(i
koordinata-rendszer alapjainak
megteremtdje.
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Az AC atléon megjelolunk egy K pontot Ggy, hogy 1£=2/. A 3-as és
4-es szogek egyenlGk, mint az azonos ivre tamaszkodo keriileti szogek.
Tehat az ABK és DBC haromszogek hasonlok a haromszogek hasonlé-
saganak elsd ismertetdjele alapjan (3-as és 4-es szogek egyenlGk, mint
az azonos ivre tamaszkod¢ keriileti szégek). Innen % = % , vagyis

AB-DC=BD- AK. 1)

Mivel 1£=22, ezért ABD/ = KBC/. Az 5-6s és 6-0s szogek egyenldk,

mint azonos ivre tAmaszkodé kerileti szégek. Ezért a KBCA © ABDA.
Innen kévetkezik, hogy B¢ E‘, vagyis
BD AD
BC-AD=BD-KC. @)
Osszeadva az (1) és (2) egyenlfségeket, a kovetkezdt kapjuk:
AB-DC+ BC-AD=BD-AK + BD- KC, vagyis
AB-DC+ BC-AD=BD (AK+ KC)=BD-AC. A

B

F E
158. abra 159. abra

@GYAKORLATOK -

1. Legyen M az ABC egyenlG oldalt haromszog koré irt korének tetszo-
leges pontja. Bizonyitsd be, hogy az MA, MB, MC szakaszok kozil
az egyik egyenl6 a masik ketts 6sszegével!

2. Az A, B, C, D pontok a koérvonal olyan pontjai, melyre teljesil az
ABU = BCU =CDuv. Bizonyitsd be, hogy AC 2= AB - (BC + AD)!

3. A 159. abran a korbe egy ABCDEFG hétszog van irva. Bizonyitsd

1 _1,

1
hogy L +-L - L,
be, hogy — -+ 5 =48
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14. A haromszoégek hasonlésaganak 2. és 3. ismertetdjele

14.1. tétel (a haromszogek hasonlésaganak masodik
ismertetéjele: két oldaluk és a kozbezart szogiik altal).
Ha az egyik haromszog két oldala ardanyos a masik haromszog
két oldalaval, és az ezen oldalak dltal bezart széogek egyenlok,
akkor ezek a haromszogek hasonlék.

Bizonyitds. © Vizsgaljuk meg az ABC és A,B,C, hdromszé-
geket, melyekben az 22 = BC _} ¢s B/ = B /. Bebizonyitjuk, hogy

AB, BC,
ABCA © A B,C\A.

Ha k=1, akkor az AB=A B, és BC=B,C,, tehat az ABC és A B,C,
haromszogek egybevagok a haromszogek egybevagosaganak elsd ismer-
tetGjele alapjan, ezért a haromszogek hasonlok is.

Legyen példaul k > 1, vagyis AB > A B, és BC > B,C,. A BA és
BC oldalakon felvessziik az A, és C, pontokat ugy, hogy BA, = A B, és
AB _ BC
BA, BC,’

Bebizonyitjuk, hogy A,C, || AC. Feltételez-
ziik az ellenkezgjét. Ekkor a BC oldalon jelo-
liink egy M pontot tgy, hogy A,M || AC. Ebbdl
AB _ BC De AB _ BC
BA " BM’ BA, BC, ’

BC  BC
BC, = B vagyis a BC, = BM. Tehat

az M és C, pontokkal ugyanaz a pont van je-
l6lve. Vagyis A,C, || AC.
160. abra A hasonl6 haromszoégekrdl sz616 lemmabdl
kapjuk, hogy ABCA ~ A,BC,A. Az A,BC, és
az A B,C, haromszogek egybevagok a haromszogek egybevagésaganak
elsd ismertetGjele alapjan. Ebbdl kovetkezik, hogy ABCA ~ A B,CA. A
14.2. tétel (a haromszogek hasonlésaganak harma-
dik ismertetéjele: harom oldala alapjan). Ha az egyik
haromszég harom oldala aranyos a masik haromszég harom
oldalaval, akkor az ilyen haromszogek hasonloak lesznek.

Bizonyitds. © Vizsgaljuk meg az ABC és A,B,C, hdromszigeket,

AB BC _ CA
AB, BC CA =k. Bebizonyitjuk, hogy ABCA ~©

azt kapjuk, hogy =——

melyekben az

© A B CA.

Ha k =1, akkor az ABC és A ,B,C, haromszégek egybevagdk a ha-
romszogek egybevagdsaganak harmadik ismertetdjele alapjan, ezért a
haromszogek hasonlok is.
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Legyen példaul £ > 1. A BA és BC oldalakon felvessziik az A, és C,
pontokat ugy, hogy BA, = A B, és BC, = B,C, (161. abra). Ekkor
gf = gg =k . Az ABC és A,BC, haromszogeknek a B szoge kozos, és
a sz0g szarain 1évg oldalak aranyosak a szaraival. Tehat a haromszogek

hasonlésdaganak masodik ismertetGjele alapjan ezek a haromszogek

C‘: =k. Figyelembe

2772

=k feltételt, ezekbdl azt kapjuk, hogy A,C, = A,C,. Tehat az

14. A haromszogek hasonlésaganak 2. és 3. ismertetéjele 103

hasonldk, és a hasonlosagi egytitthatdé k. Ekkor
CA
171
A,BC,és az A B,C, haromszogek egybevagoak a haromszogek egybeva-
gésaganak harmadik ismertetdjele alapjan. Mivel az ABCA ~ A,BC,A,
ebbdl kapjuk, hogy ABCA © A B,C,A.A

véve a

161. abra 162. abra

Feladat. Bizonyitsd be, hogy a hegyesszogl haromszég magassa-
gainak talppontjait 6sszekotd szakasz az eredeti haromszoggel hasonld
haromszoget metsz ki belGle!

Megoldds. A162. dbran az AA, és CC| szakaszok az ABC haromszog
magassagai. Be kell bizonyitani, hogy A, BC|A © ABCA!

Az ABA, és CBC, derékszog haromszogekben a B hegyesszog kozos.
Tehat az ABA, és CBC, haromszégek hasonlék a haromszogek hasonld-

. . 4 4 ., .. . BA
saganak elsd ismertetGjele alapjan. Innen kévetkezik, hogy AB_ 54,

BC BC,’
AB _BC A B szog az ABC és az A, BC, harom-
BA, BC,

szogek kozos szoge. Tehat az ABC és az A, BC, haromszogek hasonlok a
haromszogek hasonlésidgdnak mésodik ismertetdjele alapjan. @

Ebb6l megkapjuk, hogy

‘l) 1. Fogalmazd meg a haromszdgek hasonlésaganak masodik ismer-
tetéjelét!

2. Fogalmazd meg a haromszdgek hasonlésaganak harmadik ismer-
tetdjelét!
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WGYAKORLATOK -

489.° Az A sz6g egyik szarara AB és AD szakaszokat, a masik szarra pe-
dig AC és AE szakaszokat mértink fel. Hasonléak-e az ABC és ADE
haromszogek, ha AB=4cm, AD=20cm, AC=10cm, AE =8 cm?
490.° Az ABC haromszog AB és AC oldalain megfelelen D és E ponto-

kat vettiink fel (163. dbra) dgy, hogy AD = ; AC, AE = % AB.

Hatarozd meg a DE szakasz hosszat, ha BC = 21 cm!

491.° Az ABC haromszogben ismert, hogy AB = 21 cm, AC = 42 cm,
BC =28 cm (164. abra). Az AB és BC oldalainak a B ponton tuli
meghosszabbitasara BM és BK szakaszokat mértiink, BM = 8 cm,
BK = 6 cm. Hatarozd meg a KM szakasz hosszat!

492.° Az AB és a CD szakaszok az O pontban metszik egymast
(165. abra), AO = 24 cm, BO = 16 ¢cm, CO =15 cm, OD = 10 cm,
ACO« =T72° Hatérozd meg a BDO szoget!

493.° Az ABC haromszog AC és BC oldalaira megfelelGen M és K ponto-
kat vettek fel tgy, hogy CM = 15 cm, CK = 12 cm. Hatarozd meg
az MK szakasz hosszat, ha AC =20 cm, BC =25 cm, AB =3 cm!

494.° Hasonléak-e az ABC és az A, B,C, haromszogek, ha:

1) AB=6cm, BC=10cm, AC =14 cm, A B, =9 cm,
B,C,=15cm, A C, =21 cm?

2) AB=13cm, BC=25cm, AC=3,2cm, A B, =26 cm,
B,C,=50cm, A ,C, =60 cm?

495.° Hasonl6-e a két haromszog, ha az egyik oldalail gy aranylanak
egymashoz, mint 3 : 8 : 9, a masik haromszog oldalai pedig 24 c¢m,
9 cm, 27 cm-rel egyenl6k?

496." AzABCésaz A B,C, haromszogekben ismert, hogy A/ =A /, azAB
és AColdalak mindegyike 0,6-od része az A, B, és A, C, oldalaknak.
Hatarozd meg a BC és B, C, oldalak hosszat, ha ezek 6sszege 48 cm!

497.° A DEF és MKN haromszogekben ismert, hogy E/ =K/, a DE és EF
oldalak mindegyike 2,5-szerese megfelelGen az MK és KN oldalak-
nak. Hatarozd meg a DF és MN oldalakat, ha ezek kiillonbsége 30 cm!

B M C B
K

D 0

D

A E C A C A
163. abra 164. abra 165. abra
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498." Az ABC haromszog AB és AC oldalain ugy vették fel a D és F pon-
tokat, hogy AD : DB=AE : EC=3:5. Hatarozd meg a DE szakasz
hosszat, ha BC =16 cm!

499.° Fapalcikdkbdél harom hasonlé haromszoget készitettek. Mind-
egyikben a legnagyobb oldalt kék szinre, a legkisebbet pedig sarga
szinre festették. A kék szinl palcikakbdl egy haromszoget alkottak,
a sargakbodl pedig egy méasikat. Hasonldk-e ezek a hdromszogek?

500.” Az ABC haromszogben adott, hogy AC = a, AB = BC = b, AM és
CK pedig a haromszog szogfelezdi. Hatarozd meg az MK szakasz
hosszat!

501.” Az ABC haromszogben adott, hogy AB = 8 cm, BC = 12 cm,
AC = 16 cm. Az AC oldalon jeloltek egy D pontot ugy, hogy
CD =9 cm. Hatarozd meg a BD szakasz hosszat!

502." Az A pontbdl két, AM és AN félegyenest huztak. Az AM félegye-
nesen H és B pontokat jeloltek, az AN félegyenesen pedig C és D
pontokat gy, hogy AH - AB=AC - AD. Bizonyitsd be, hogy a H,
B, C és D pontok egy korvonalhoz illeszkednek!

503." Az ABC haromszog BM oldalfelezdjén felvettek egy K pontot ugy,
hogy MKC~ = BCM/. Bizonyitsd be, hogy AKM/ = BAM/!

504." Az AB és CD szakaszok az M pontban
metszik egymast. Ismert, hogy AM - MB =

A
= CM - MD. Bizonyitsd be, hogy az A, B, C ‘
és D pontok egy kérvonalhoz illeszkednek! ’ C
505." Két egymast metsz8 korvonal k6zos
hurjan jeloltek egy M pontot és ezen a "(
ponton keresztil AB és CD hurokat

huztak (166. abra). Bizonyitsd be, hogy )
DAB/ = BCD/! 166. abra

ISMETLO GYAKORLATOK I

506. Az ABCD paralelogramma kertilete 46 cm. BAD/ = ADB/. Hata-
rozd meg a paralelogramma oldalait, ha a BCD haromszog kertilete
32 cm!

507. Az ABCD négyzet BD atlojan jeloltek egy F pontot ugy, hogy
DE=AD. Az E ponton at egy egyenest fektettek, amely merdleges
a BD egyenesre és az AB oldalt az F pontban metszi. Bizonyitsd
be, hogy AF = FE = BE!

508. Az ABCD trapézban adott, hogy BZ =90°, C£ =150°, BC=5 cm.
Hatarozd meg a CD oldal hosszat, ha a trapéz C cstcsb6l bocsatott
magassiga a trapézt egy haromszogre és egy négyzetre osztja!

Frissitsétek fel a 7. pont tartalmat (186. oldal) és a 17. pont
tartalmat (190. oldal)!
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FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKEZD MEG, KEPZELD EL!

509. A korvonalon 999 pontot kék szinnel jeléltek, egy pontot pedig
pirossal. Olyan sokszogeket rajzoltak a korbe, melynek csicsai a
jelolt pontok lesznek. Melyik sokszogb6l van tébb, olyanokbdl me-
lyeknek a csticsai kézott piros szind csuces is van, vagy olyanokbdl,
melyekben nincs piros csics?

= EULER-EGYENES Hummmm—

A haromszog oldalfelezd merdlegeseinek metszéspontja a haromszog
koré irt korvonal kézéppontja, melyet O betlvel jelélunk.

A haromszog szogfelez6inek metszéspontja a haromszogbe irt kor-
vonal kézéppontja, melyet J betiivel jelolunk.

A haromszog magassagait tartalmazé egyeneseknek a metszéspont-
jat magassagpontnak nevezzik. Ezt H bettvel jeloljik.

A haromszog sulyvonalainak metszéspontjat a haromszog sulypont-
janak nevezzik. Ezt M betivel jeloljuk.

Az O, J, H, M pontokat a haromszog kiilonleges (csodalatos) pont-
jainak nevezziik. A név alkalmazasa ezekre a pontokra teljesen indokolt,
mert ezek a pontok sok szép tulajdonsiaggal rendelkeznek. Mar az is egy
csoda, hogy barmilyen haromszognek vannak ilyen pontjai.

Megvizsgalunk a sok koziil egy ilyen tételt, amely a haromszog cso-
dalatos pontjairdl szol.

Teétel. Barmilyen haromszogben a koré irt kérvonal kézép-
pontja, stlypontja és a magassagpontja egy egyenesbe esik.
Ezt az egyenest Euler-egyenesnek nevezzik.

Bizonyitds. Az egyenld szart haromszog esetében a bizonyitandd
allitas szemmel lathato.

Leonhard Euler
(1707-1783)

Kiemelkedd matematikus, fizikus,
csillagasz.
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A
B, A C,
H
9 Hi
M
c~ M, /B 0
[
A, c M, B
167. abra 168. abra

Ha az adott ABC haromszog derékszogd (CZ = 90°), akkor C lesz a
magassagpontja, a korulirt kor kozéppontja pedig az AB atfogé felezd-
pontja. Nyilvanvald, hogy a tételben felsorolt harom pont az atfogéra
bocsatott stlyvonalra fog illeszkedni.

Bebizonyitjuk a tételt a hegyesszogl kiilonbo6z6 oldald haromszo-
gekre 1s.

Lemma. Ha H az ABC haromszog magassagainak a metszés-
pontja, OM, pedig a koriilirt kérvonal O kézéppontjabol a BC
oldalra bocsdtott merdleges, akkor AH = 20M, (167. 4bra).

Bizonyitdas. Elvégzink egy kiegészitl szerkesztést a mar altalatok
ismert 2. pontbeli kulcsos feladat megoldasanal: az ABC haromszog
minden csicsan at a szemkozti oldalakkal parhuzamos egyeneseket fek-
tetlink. Az A B,C, haromszoget kapjuk (167. abra). A kulcsos feladatban
mar bizonyitott, hogy az ABC haromszog H magassagpontja az A B,C,
haromszog koré irt korének a kézéppontja. Ebben a kérben a B, HC, szdg
kézépponti szég, a B,AC, pedig keriileti szég. Mivel mindkét szog egy
és ugyanarra a harra tamaszkodik, ezért B HC,Z = 2B,A,C,Z. A BAC
és B /A C, szogek egyenlSk, mint az ABA,C paralelogramma szemkozti
szogei, ezért BOCZ=2BAC£=2B/A,C,Z=BHC, 2. Mivela B,C,=2BC,
ezért a B HC, és a COB haromszégek hasonléak, a hasonlésagi koeffi-
ciens pedig 2. Mivel az AH és OM, szakaszok a hasonlé haromszogek
megfelel§ magassagai, ezért AH = 20M,.

Bebizonyitjuk most az alaptételt.

Mivel az M, pont az ABC haromszég BC oldalanak a felezépontja,
ezért az AM, az ABC haromszog sulyvonala (168. dbra). Legyen
M az AM, és HO szakaszok metszéspontja. Mivel AH || OM, ezért a
HAM/=0OM M<s. Az AMH és M MO szogek egyenlék, mint cstcsszogek.
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Tehat a HAM és OM M haromszogek hasonldok a haromszogek
hasonlésaganak elsé ismertetdjele alapjan. Innen kovetkezik, hogy
AM _ AH
MM, OM,
osztja az A ponttél szamitva. Vagyis az M pont az ABC haromszog suly-
pontja.

A tompaszogl haromszog esetében a tétel bizonyitasa hasonléan
torténik. A

Figyeljetek fel arra is, hogy nemcsak azt bizonyitottuk be, hogy az O,
M, H pontok egy egyeneshez illeszkednek, de bebizonyitottuk az is, hogy
HM =2MO,
amely a haromszog csodalatos pontjainak egy masik tulajdonsaga.

=2. Tehat az M pont az AM, stlyvonalat 2 : 1 ardnyban

GYAKORLATOK I

1. Adott két pont, melyek az adott egyeneshez képest egy félsikban
helyezkednek el. Szerkessz haromszoget, melynek egyik oldala az
egyenesen fekszik, valamint a korulirt kor k6zéppontja és a magas-
sagpontja az adott pontok lesznek!

2. Szerkessz ABC haromszoéget harom adott pontja alapjan: az A csucsa,
a H magassagpontja és a kortlirt kor O kézéppontja!

3. Az ABC hegyesszogli haromszog A szogfelezbje merGleges a ha-
romszog Euler egyenesére. Bizonyitsd be, hogy az AZ = 60°!
Utmutatds. Bizonyitsd be, hogy HA = OA!
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1. A 169. abran A,B, || A,B,, A,B, || A,B,, az
AA, = %A1A3. Ebbé] kovetkezik, hogy:
A)AA,=BB,; C)AA,=B,B,;
B) B,B, = 2B,B,; D) A,A, = B,B,.

2. Az ABChéaromszog AA, és BB, silyvonalai az M

pontban metszik egymdést. A kovetkezd egyen-
16ségek kozil melyik igaz egy tetszdleges ABC

haromszogre? 169. abra
A)AM : MB,=BM: MA;
B) MA, = %MB;
C) MA, = %AM;
D) MB, = %BBI.
3. A 170. abran A,C, || AC. Ekkor: B
A) AC B4, o) BC _ AC.
AC  AA BC, AC,
) BA, _¢CB, D) -AC _BA,
AB  BC,’ AC, AB~ A4 ¢,
4. Az ABC haromszogben adott, hogy AB =8 cm, 4 C
BC =4 cm, AC = 9 cm. Milyen aranyban osztja
a BB, szogfelez6t a beirt kor kézéppontja a B 170. abra
csucstol szamitva?
A)2:3; C)4:3;
B)2:1; D) 3:4.

5. Az ABCD paralelogramma BC oldalanak M pontjan at a CD egye-
nessel parhuzamosan egy egyenest fektettek. Ez az egyenes a BD és
AD szakaszokat megfeleléen K és F pontokban metszi. Adott, hogy
BM: FD=2:1. Mivel egyenl6 a KD : BK arany?

A)2:1; C)1:3;
B)1:2; D)4:1.

6. Az ABC haromszogben adott, hogy AB = 14 cm, BC =21 cm. Az AB
oldalon az A cstcstdl 4 em-re D pontot jeloltek, melyen keresztiil az
AC oldallal parhuzamos egyenest fektettek. Hatarozd meg, milyen
szakaszokra osztja ez az egyenes a BC oldalt!

A) 12 cm, 9 cm; C) 15 cm, 6 cm;
B) 18 cm, 3 cm; D) 14 cm, 7 cm.
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7.

10.

Az ABCD trapéz atléinak metszéspontjan at MN szakaszt fektettek,
amely parhuzamos az alapjaival (171. abra). Hany hasonlé haromszog
lathaté a rajzon?

A) 4; B) 6; C) 3; D) 5.
B c B
M N BN
A C
A D
171. dbra 172. abra

Az nem egyenl§ szarid ABC haromszog A és C csticsan at kérvonalat
huztak, amely a BA és BC oldalakat megfelelden E és D pontokban
metszi (172. abra). Melyik igaz a kovetkezd egyenléségek kozil?
BC_BA, gy BE_BD, (DE_BD, 8D _ BC
BD BC BC BA AC BC DE AC
Az AB hur a CD hurt a felezépontjaban metszi, és a metszésponttal
4 cm-es és 25 cm-es szakaszokra osztodik. Hatarozd meg a CD hur
hosszat!
A) 10 cm; C) 100 cm;
B) 5 cm; D) 20 cm.
Az ABC haromszogben adott, hogy AB=10 cm, BC=4 cm, CA=8cm.
Az AC oldalan egy D pontot jeloltek gy, hogy AD = 6 cm. Hatarozd
meg a BD szakasz hosszat!
A) 5 cm; C) 6 cm;
B) 4 cm; D) 7 cm.

A 2. PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASA

Thalész-tétele

Ha a sz0g szarait metsz6 parhuzamos egyenesek a szog egyik szarabol
egyenld szakaszokat metszenek ki, akkor a masik szarbdl is egyenld
szakaszokat fognak kimetszeni.

Az aranyos szakaszok tétele

Ha a sz6g szarait parhuzamos egyenesek metszik, akkor az egyik
szaron keletkezett szakaszok megfelelGen aranyosak a mésik szaron
keletkezett szakaszokkal.
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A haromszog sulyvonalainak tulajdonsaga
A haromszoég mindhdarom sulyvonala egy pontban metszi egymaést,
és ez a pont mindegyik sulyvonalat a haromszog cstcsatol szamitva
2 : 1 aranyban osztja.

A haromszog szogfelezbéinek tulajdonsaga
A haromszog szogfelezbje a haromszog oldalat a szomszédos oldalak
aranyaban osztja.

Hasonl6 haromszogek
Két haromszoget hasonlénak mondunk, ha a szégei megfelelGen
egyenlSk egymassal, és az egyik haromszog oldalai a mésik harom-
szog megfeleld oldalaival aranyosak.

Lemma a haromszogek hasonléosagarol
Az az egyenes, amely parhuzamos a haromszog egyik oldalaval és a
masik két oldalt metszi, az eredeti haromszoghdl egy vele hasonld
haromszoget metsz ki.

A haromszogek hasonléosaganak els6 ismertetGjele
Ha az egyik haromszog két szoge egyenlé a masik haromszog két
szogével, akkor az ilyen haromszogek hasonlok.

A haromszogek hasonlésaganak masodik ismertetéjele

Ha az egyik haromszog két oldala aranyos a masik haromszog két
oldalaval, és ezen oldalak altal bezart szégek egyenlGk, akkor ezek
a haromszogek hasonldk.

A haromszogek hasonléosaganak harmadik ismertetGjele

Ha az egyik haromszog harom oldala aranyos a masik haromszog
harom oldalaval, akkor az ilyen haromszégek hasonlék.
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X] HAROMSZOGEK MEGOLDASA

Ebben a paragrafusban megismerkedtek a hires Pitagorasz-tétellel.
Megtanuljatok a derékszdgl haromszog ismert oldalai és szbgei alapjan
meghatarozni az ismeretlen oldalait és szdgeit.
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15. Osszefiiggések a derékszogii haromszégben

A 173. abran a CD szakasz az ABC derékszogl haromszog magassaga
(ACBZ = 90°).

Az AD és DB szakaszokat az AC és CBbefogdk vetiileteinek nevezzik.

Lemma. A derékszogii haromszog atfogéjara bocsdatott ma-
gassaga a haromszoget két hasonlo haromszogre osztja, melyek
koziil mindegyik hasonlé az eredeti haromszéoggel.

Bizonyitsd be 6nalléan ezt a lemmat!

15.1. tétel. A derékszogii haromszog dtfogéjara bocsdtott
magassdgdanak négyzete a befogok atfogéra esé vetiileteinek
szorzataval egyenlé (magassagtétel). A befogé négyzete az atfogo
és ennek a befogonak az dtfogoéra esé vetiiletének a szorzataval
lesz egyenld (befogdététel).

Bizonyitds. © A 173. dbran a CD szakasz az ABC derékszogli
haromszog magassaga (ACBZ = 90°). Bebizonyitjuk, hogy CD? =
=AD - DB,AC?*=AB - AD, BC?*=AB - DB.

CD?=AD- DB, AC?>=AB- AD, BC?= AB- DB.

Mivel CBDA ~ ACDA, ezért f‘g ]ng Innen megkapjuk, hogy
CD?*=AD - DB. AC_AB

Mivel ABCA «© ACDA, ezért D= AC Innen megkapjuk, hogy
AC?*=AB - AD. BC 4B

Mivel ABCA «© CBDA, ezért 3D - BC" Innen megkapjuk, hogy

BC>*=AB - DB. A

Jeloljik a 173. 4bran 1év6 szakaszokat a kovetkezSképpen: AC = b,
BC=a,AB=c,CD=h,AD =b, DB = a,. Ekkor a bebizonyitott ¢ssze-
fiiggések a kovetkezSképpen irhatdk fel:

h’=ab, a*=a.c, b>=bc

c’c?

Ezeket az egyenldségeket a derékszogli haromszégekre vonat-
koz6 aranyossagi tételeknek nevezzik.
Példa. Adott két szakasz, melyeknek hossza a és b (174. abra).

Rajzolj egy harmadik szakaszt, melynek hossza Jab.
C

D

173. abra 174. abra
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D Megolddas. Megvizsgaljuk az ADC haromszoget
P (ADCZ = 90°, melyben a DB szakasz a haromszog
“ magassaga (175. abra). Tehat \/AB- BC. Ha AB=aq,

A € BC=b, akkor DB = Jab.
A fenti gondolatmenet alapjan elvégezhetjik a

szerkesztést.

Egy tetszéleges egyenesen jel6ljiink egy A pontot
és mérjuk fel ra az AB és BC szakaszokat Ggy, hogy
AB = a, BC = b. Megrajzolunk egy AC atmérGji
korvonalat (175. dbra). Legyen a D pont a kérvonal és az egyenes egyik
metszéspontja.

Bebizonyitjuk, hogy DB a keresett szakasz. Valoban, ADCZ = 90°,
mint az AC atmérére tamaszkodé kertleti szog. A 15.1. tétel alapjan
DB2= AB - BC, vagyis DB = Jab. @

175. abra

'l) 1. Milyen 0Osszefliggés van a derékszogl haromszog atfogdjara
bocsatott magassaga és a befogoinak az atfogora esé vetlletei
kozott?

2. Milyen képlet kapcsolja 6ssze a derékszdgl haromszog befogdjat,
atfogojat és a befogonak az atfogéra esé vetlletét?

GYAKORLATOK I

510.° Hatarozd meg a derékszogl haromszog derékszogének csicsabdl
az atfogéra bocsatott magassagat, ha az az atfogét 2 cm-es és
18 cm-es szakaszokra osztja!

511.° A derékszogl haromszog befogdja 6 cm, ennek a vetiilete az atfo-
géra 4 cm. Hatarozd meg az atfogd hosszat!

512.° A derékszogl haromszoghen az atfogéra bocsatott magassag az
atfogdt 5 cm-es és 20 cm-es szakaszokra osztja. Hatarozd meg a
haromszog befogbit!

513.° A derékszogli haromszogben az atfogdhoz tartozé magassag
48 cm, az egyik befogd vetilete az atfogora 36 cm. Hatarozd meg
az adott haromszog oldalait!

514." Hatarozd meg a derékszogd haromszog befogdit, melynek a ma-
gassaga az atfogét olyan részekre osztja, melyek egyike 3 cm-rel
rovidebb ennél a magassaganal, a masik pedig 4 cm-rel hosszabb
a magassaganal!
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515." Hatarozd meg a derékszogd haromszog kisebbik befogéjat és
az atfogdjara bocsatott magassagat, ha a nagyobbik befogdja az
atfogénal 10 cm-rel hosszabb, az atfogéra esé vetlileténél pedig
8 cm-rel hosszabb!

516. A rombusz atléinak metszéspontjabdl az oldalara bocsatott me-
réleges hossza 2 cm és a rombusz oldalat olyan részekre osztja,
melyeknek aranya 1 : 4. Hatarozd meg a rombusz atloit!

517.° A korvonal pontjabdl az atmérdgjére bocsatott merdleges két olyan
szakaszra osztja azt, melyek kozil az egyik 4 cm. Hatarozd meg
a kor sugarat, ha a mer6leges hossza 10 cm!

518.° Hatarozd meg az egyenld szara trapéz keruletét, melynek alapjai
7 cm és 25 cm, az atmérdi pedig merdlegesek a szaraira!

519.” Az egyenld szard trapéz koré irt korvonaldnak kézéppontja
a nagyobbik alapjara illeszkedik. Hatarozd meg a kor sugarat,
ha a trapéz atldja 20 cm, az atlé vetiillete a nagyobbik alapra
16 cm!

520." Az egyenld szaru trapéz atléja merdleges a 12 cm-es szarara. Ha-
tarozd meg a trapéz kozépvonalat, ha a trapéz koré irt kor sugara
10 cm!

521.” Hatarozd meg az egyenld szaru trapéz magassagat, ha az atloja
meréleges a szarara, az alapjai négyzeteinek kilénbsége pedig
25 cm!

522.” A derékszogl trapézba kor van irva. A nagyobbik szarat az érin-
tési pont 8 cm-es és 50 cm-es szakaszokra osztja. Hatarozd meg a
trapéz keriiletét!

523." Az egyenl§ szaru trapézba kor van irva. A trapéz szarat az érin-
tési pont 3 cm-es és 27 cm-es szakaszokra osztja. Hatarozd meg a
trapéz magassagat!

524." Adott két szakasz, melyeknek a hossza a és b. Szerkessz egy ,/%b

hosszasagu szakaszt!

ISMETLO GYAKORLATOK IS

525. A paralelogramma kerilete az egyik oldalanal 35 cm-rel, a ma-
siknal pedig 28 cm-rel hosszabb. Hatarozd meg a paralelogramma
oldalait!

526. Az ABCD négyzet AB, BC, CD és AD oldalain megfelelGen
jelolték az M, N, K és E pontokat Ugy, hogy az MNKE négyszog
olyan téglalap lett, melynek oldalai parhuzamosak a négyzet
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atloival. Hatarozd meg az MNKE téglalap keruletét, ha az ABCD
négyzet atloja 7 cm!

527. A korbe irt trapéz atléja a nagyobbik alapnal 1év6 szogét felezi.
Hatarozd meg azoknak az iveknek a fokmértékét, melyekre a
trapéz csucsai osztjak fel a kort, ha az egyik szoge 74°!

FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

528. A korbe irt sokszognek egyik csicsat kivalasztjuk, és ebbdl a
csucsboél meghuzzuk az 6sszes atlét, melynek ez a csics az egyik
végpontja. Bizonyitsd be, hogy a keletkezett haromszogek kozott
legfeljebb egy hegyesszogli haromszog van!

16. Pitagorasz-tétel

16.1. tétel (Pitagorasz-tétel). A derékszogii haromszog
atfogéjanak négyzete a befogok négyzetének ésszegével egyenlé.
C Bizonyitds. ® A 176. abran az ABC
derékszogl haromszog (ACBZ = 90°) lathato.

Bebizonyitjuk, hogy AB2=AC?+ BC?2.
Megrajzoljuk a CD magassagot. A 15.1. té-

A B telt alkalmazva az AC és BC befogbkra, a ko-
D vetkezl egyenlGségeket kapjuk: AC2=AB - AD

és BC? = AB - DB. Tagonként 6sszeadva

176. abra ezeket az egyenldségeket: AC% + BC? =

=AB - AD+ AB - DB egyenlGséget kapjuk.

Ebbdl pedig: AC2+ BC?=AB - (AD+ DB) =AB2% A

Ha a derékszogl haromszog befogdinak hossza a és b, az atfogd pedig
c-vel egyenld, akkor a Pitagorasz-tételt a kovetkezd képlettel lehet felirni:

c®=a’+b? |

A Pitagorasz-tétel segitségével kiszamithatjuk a derékszogl harom-
szog adott két oldala alapjan a harmadik oldalt:

c=~a?+b% a=ec2-b% b=+/c2—a?

A ¢? = a? + b? egyenlBségbdl az is kovetkezik, hogy ¢ > a? és ¢ > b?,
ebbdl pedig az, hogy ¢ > a és ¢ > b, vagyis az dtfogo barmely befogénal
nagyobb'.

1 Ezt a tényt mar a 7. osztalyban mas moédszerrel allapitottuk meg.
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Fogalmazd meg a Pitagorasz-tételt!

ird fel a Pitagorasz-tételt, ha a derékszdgli haromszdg befogéi a
és b, az atfogoja pedig c!

Hogyan kell a derékszdgli haromszog két oldala alapjan meghata-
rozni a harmadik oldalt?

4. Aderékszdgl haromszog melyik oldala a legnagyobb?

529.°

530.°

531.°

GYAKORLATOK I

Hatarozd meg a derékszogl haromszog atfogéjat, ha befogdi:
1) 3cecm és 4 cm; 2) 6 cm és 9 cm!

Hatarozd meg a derékszogd haromszog befogdjat, ha az atfogdja
és a masik befogdja: 1) 15 cm és 12 cm; 2) 7 cm és +/13 cm!

Legyen a és b a derékszogl haromszog befogdi, ¢ pedig az
atfogdja. Hatarozd meg a haromszog ismeretlen oldalat, ha:
DDa=5cm, b=12cm; 2)a=1cm,c=2cm; 3) b=3cm,

c=+90 cm!

532.° A téglalap oldalai 9 cm és 40 cm. Mekkora az atléjanak

hossza?

533.° A téglalap egyik oldala 7 cm, az atléja pedig 25 cm. Hatarozd meg

a téglalap masik oldalanak hosszat!

534.° Az egyenld szari haromszog szara 29 cm, az alapra bocsatott

magassaga pedig 21 cm. Mekkora a haromszog alapja?

535.° Az egyenld szaru haromszog alapjara bocsatott magassaga 35 cm,

536.°

537.°

538.°

539.°

az alapja 24 cm. Mivel egyenlé a haromszog szara?

Egy 10 cm-es sugaru korben egy 16 cm-es hurt huztak. Hatarozd
meg a kor kozéppontja és a hur kozotti tavolsagot!

Hatarozd meg annak a rombusznak a kertletét, melynek atléi
24 cm és 32 cm!

A rombusz oldala 26 c¢m, az egyik atldja pedig 48 cm. Hatarozd
meg a rombusz masik atléjat!

A derékszogld haromszog egyik befogdja 21 cm, a masik befogd
7 cm-rel rovidebb az atfogénal. Hatarozd meg a haromszog
keruletét!
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1
4
L x 2 3
4
2 N
x
2 3
a b c
177. abra

540.° A derékszogd haromszog atfogdja 26 cm, befogdi igy aranylanak

541.°

542.°

543.°

544.°
545.°
546.°
547.°
548.°
549.°

550.°

egymashoz, mint 5 : 12. Hatarozd meg a haromszog befogéit!

A derékszogl haromszog befogdja 6 cm, ehhez az oldalhoz tartozo
sulyvonala pedig 5 cm. Hatarozd meg a haromszog atfogdjat!

Az ABC haromszoégben adott, hogy BC = 20 cm, az AC oldalra
bocsatott BD magassaga ezt az oldalat AD =5 cm és CD = 16 cm
szakaszokra osztja. Hatarozd meg az AB oldal hosszat!

Az ABC haromszoégben adott, hogy AB = 17 cm, BC = 9 ¢cm, a
C szoge tompaszog, az AD magassag pedig 8 cm. Hatarozd meg
az AC oldalt!

Hatarozd meg az egyenl6 oldalt haromszog magassagat, ha oldala a!
Hatarozd meg az a oldali négyzet atléjat!

Hatarozd meg az egyenlé oldalt haromszog oldalat, ha a haromszog
magassaga h!

Hatarozd meg az egyenl§ szard derékszogl haromszog befogoit,
ha az atfogdja c!

Hatarozd meg a 177. abran az ismeretlen x szakasz hosszat
(a mértékegység cm-ben van megadva)!

Hatarozd meg a 178. abran az ismeretlen x szakasz hosszat
(a mértékegység cm-ben van megadva)!

Az egyenl§ szard haromszog szarara bocsatott magassaga 8cm. Ez
a szarat két olyan szakaszra osztja, melyek kozil a szarszogénél
1év6 6 cm. Hatarozd meg a haromszog alapjat!

178. abra



551.°

552.°

553.°

554.°

555.°

556.

557.°

558.°

559.°

560.°

561.°

562.°

563.
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Az egyenld szarui haromszog szarara bocsatott magassaga a
szarat 4 cm-es és 16 cm-es szakaszokra osztja, az alap szogének
csucsatdl szamitva. Hatarozd meg az egyenld szard haromszog
alapjat!

Az egyenl( szard tompaszogl haromszog alapja 24 cm, a koré irt
kor sugara 13 cm. Hatarozd meg a haromszog szarat!

Az egyenl( szaru hegyesszogl haromszog alapjara bocsatott ma-
gassaga 8 cm, a koré irt korvonal sugara 5 cm. Hatarozd meg a
haromszog szarat!

Az egyenld szart haromszog alapja 2 cm-rel hosszabb a szaranal.
Hatarozd meg a haromszog oldalait, ha az alapra bocsatott ma-
gassaga 8 cm!

Az egyenl§ szard haromszog keriilete 90 cm, az alapra bocsatott
magassaga 15 cm. Hatarozd meg a haromszog oldalait!

A tompaszogl haromszog oldalai 29 cm, 25 cm és 6 cm. Hatarozd
meg a haromszog kisebbik oldalra bocsatott magassagat!

A haromszog oldalai 36 cm, 29 cm és 25 cm. Hatdrozd meg a
nagyobbik oldalra bocsatott magassagat!

Egy pontbdl az egyeneshez két ferdét huztunk, amelyek hosszainak
az ardnya 5 : 6, a ferdék vetiiletei az egyenesre 7 cm-es és 18 cm-es

hosszu szakaszok. Hatarozd meg az adott pont és az egyenes
kozotti tavolsagot!

Egy pontbél az egyeneshez két ferdét htiztunk, amelyek hosszai
15 cm és 27 cm. Ezen a ferdék vetiileteinek 6sszege 24 cm. Hata-
rozd meg a ferdék vetiileteit!

A derékszogl haromszogbe irt korvonal érintési pontja az egyik
befogét 2 cm-es és 6 cm-es szakaszokra osztja. Hatarozd meg a
haromszog oldalait!

Hatarozd meg a paralelogramma oldalait, melynek atléi 16 cm és
20 cm, ha az egyik atléja merdleges az oldalara!

Hatarozd meg a derékszogl haromszog keriiletét, ha a derék-
sz0g szogfelezdje az atmérst 30 cm-es és 40 cm-es szakaszokra
osztja!

Hatarozd meg a derékszogl haromszog kertiletét, ha a hegyesszog
szogfelezbje a szemkozti befogot 24 cm-es és 51 cm-es szakaszokra
osztja!
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564.°

(Okori arab feladat) A foly6 szemkoézti partjan egymassal
szemben két palmafa nd. Az egyik 30 konyok, a masik 20 konyok
magas, a palmafak koézotti tavolsag pedig 50 konyok. Mindkét
palmafa tetején egy-egy madar ul. Mindkét madar észrevett
egy halat a palméak kozott a viz felszinén. Egyidejlileg reptiltek
a halhoz és egyforma volt a sebességuk is, és egyszerre el is érték
a halat. A magasabb palma tovétsl milyen tavolsagra tiint fel
a hal?

565." Az egyenld szaru trapéz alapjai 12 cm és 20 cm, az atléja a tom-

paszogének szogfelezGje. Hatarozd meg a trapéz atldjat!

566." Az egyenld szaru trapéz alapjai 18 cm és 12 cm, az atléja a he-

gyesszogének szogfelezdje. Hatarozd meg a trapéz atlojat!

567.” A kor kozéppontja kilénb6zd oldalain parhuzamosan két hart

huztak, ezek 16 és 32 cm-esek. A hurok koézotti tavolsag 16 cm.
Hatarozd meg a kor sugarat!

568." A kor kozéppontjatol egy oldalra parhuzamosan két hurt huztak,

ezek 48 és 24 cm-esek. A hurok kozotti tavolsag 12 em. Hatarozd
meg a kor sugarat!

569.” Az egyenl( szaru haromszogbe irt kor sugara 12 cm, a szarszog

csucsa és a korvonal koézéppontja kozotti tavolsag pedig 20 cm.
Hatarozd meg a haromszog kertiletét!

570." A derékszogl trapézba irt kérvonal érintési pontja a na-

571.”

gyobbik alapot 20 cm-es és 25 cm-es szakaszokra osztja, ha a
derékszog cstucsatol kezdjik a szamolast. Hatarozd meg a trapéz
keritletét!

A derékszogl trapézba irt korvonal érintési pontja a kisebbik ala-
pot 6 cm-es és 3 cm-es szakaszokra osztja, ha a derékszog cstcesatol
kezdjik a szamolast. Hatarozd meg a trapéz kertiletét!

572.” A derékszogl haromszog befogoi 18 cm és 24 cm. Hatarozd meg a

haromszog kisebbik szogének szogfelezdjét!

573." Az ABC haromszog AM és CK stlyvonalai merdlegesek

574.”

egymasra. Hatarozd meg a haromszog oldalait, ha AM =9 cm és
CK=12cm!

Az ABC haromszog BM és CK sulyvonalai merdlegesek egymasra
és az O pontban metszik egymast. Hatarozd meg az AO szakasz
hosszat, ha BM =36 cm és CK =15 cm!
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575." (Bhaskara' feladata) Egy tobdl fél 1ab? magasan emelkedik ki a
l6tuszvirag. Egyszer egy viharos szél lehajlitotta, és mar nem
latszott ki a tobdl. Egy haldsz csénakja arra Gszott, és két labbal
arrébb beleakadt a 16tuszviragba. Milyen mély volt ez a t6?

;@ FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ

576. Az ABC haromszogben adott, hogy C«£ = 90°, AB = 13 cm,
BC=5cm, AC =12 cm. Hatdrozd meg:
1) az A szog melletti befogénak és az atfogonak;
2) az A szoggel szemkozti befogénak és az atfogonak;
3) a B szog melletti befogonak és az atfogbénak;
4) a B szog melletti befogonak és ezzel a szoggel szemkozti befo-

génak az aranyat!

577. Az A sz6g egyik szaran ugy jelolték a B,
C és D pontokat, hogy AB = BC =5 cm,
CD =10 cm (179. abra). A B, C és D
pontokbdl BE, CF és DM merdélegeseket
htztak az A szég masik szarara tgy, hogy 4
AFE = 4 cm. Hatarozd meg a sz6g melletti 4E F M
befog6 és az atfogb aranyat:
1) az AEB haromszogben;
2) az AFC haromszogben;
3) az AMD haromszogben!

179. abra

C' FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
® SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

578. Az 1 m oldali négyzetbe 51 tetszdleges pontot jeléltek. Bizonyitsd
be, hogy ezen pontok kozott 1étezik harom olyan, amelyeket le lehet
takarni egy 20 cm oldalt négyzettel!

! Bhaskara (1114 — 1185) — indiai matematikus, csillagasz.
2 114b = 30,48 cm.
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[ PUTHAGORASZ mE—

Egy nagyon nevezetes tétellel ismerkedtetek meg, amely egy hires
0gorog tudos, Piuthagorasz nevét viseli.

Az 6kori szovegek arrdl taniskodnak, hogy ennek a
tételnek az allitasa mar jéval Puthagorasz el6tt ismert
volt. Miért nevezték el mégis Piithagoraszrél? Tobb
mint valészin{, hogy azért, mert Plithagorasz bizonyi-
totta be els6ként ezt az allitast.

Piithagorasz életének nem minden részletét ismer-
jik. Az egyik gorog szigeten, Szamoszon sziiletett. A
legenda szerint sokat utazott azért, hogy minél tobb
tudéast szerezzen.

Piithagorasz Ezutan a gorog Krotén kolénidba (Dél-Olaszor-
(i. e. VI. sz.) szag) telepedett le, ahol odaad6 tanitvanyaibdl és
munkatarsaibdl egy tarsasag alakult. igy jott létre a

puithagoreus filozo6fiai iskola (vagy a kroténi testvériség). Ennek a szovet-
ségnek a hatdsa olyan jelentGs volt, hogy Pluthagorasz haldla utan tébb
szaz évvel 1s sok hires matematikus piithagoreusnak tartotta magat.

17. A derékszo6gii haromsz6g hegyesszogének
trigonometrikus fliggvényei

A 180. abran az ABC derékszogl haromszog lathato B
(Cz = 90°. Emlékeztet6ul: a BC befogét az A szoggel
szemkozti befogonak, az AC befogét pedig a sz6g mel-
letti befogonak nevezziik.

Meghatarozas. A derékszogili haromszog he-

. . . P .. A C
gyesszogének szinusza egyenlé a szoggel szem-
kozti befogo és az atfogé hanyadosaval. 180. abra

Az A sz6g szinuszat sin A-val jeloljuk, és
szinusz A-nak olvasunk. Az ABC derékszog hdromszog-
ben az A és B hegyesszogekre azt kapjuk, hogy:
sinAzB—C, sin B=4¢,
AB AB

A 181. abran 1év6 derékszogd haromszog esetén a

képlet igy médosul: sin o = %, sin = g

181. abra
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Vizsgaljuk meg az ABC egyenlé szaru c
derékszogl haromszoget (C£ = 90°), melyben
AC =AB =a (182. abra). a a

Ebbdél kovetkezik, hogy:
AB=+a®+a® =aV2. Ak 45N\ p

A meghatarozas alapjan sin A = %, innen

S __a _L_ﬁ . ;
pedlgsmA——a\/E—\/E— P . Lathato, hogy az

182. abra

egyenld szard derékszogl haromszog hegyesszogének szinusza nem flgg
a haromszog oldalanak hosszatdl, mivel a szinusz értéke a tetszbleges

1 2

értékénél ugyanaz a szam lesz. Mivel A/ = 45° ezért sin 45°= T =
2
Ezt a felirast nem egy konkrét egyenld szara derékszogl haromszogre

vonatkoztatjak.

Altalénositva, ha az egyik derékszogil haromszog hegyesszoge meg-
egyezik egy mdsik derékszogli haromszog hegyesszogével, akkor ezeknek
a szogeknek a szinusza egyenld.

Valdban, ezek a haromszogek hasonlék a haromszogek hasonldsaga-
nak els6 ismertetGjele alapjan. Ezért az egyik haromszog befogdjanak és
atfogdjanak az aranya megegyezik a masik haromszog megfeleld befogdja
és az atfogd aranyaval.

Példaul a sin17° értéke minden 17°-0s szogre megegyezik. Ezt a szi-
nusz értéket elegend( egyszer kiszamitani, egy tetszbleges derékszogl
haromszog esetére, melynek hegyesszoge 17°.

Tehat a hegyesszog szinusza csak a sz6g fokmértékétol fiigg.

Meghatarozas. A derékszogli haromszog hegyesszogének
koszinusza egyenl6 a sz6g melletti befogo és az atfogé hanya-
dosaval.

Az A sz6g koszinuszat igy jeloljik: cos A és igy olvassuk: koszinusz A.

Az ABC derékszogi héromszégben (180. abra) az A és B hegyesszo-

; , AC BC
gekre felirhato: cos A= B s B= 1B

Megallapithatjuk, hogy a derékszogi haromszogekben a befogé mindig
kisebb az atfogdnal, ezért a hegyesszog szinusza és koszinusza kisebb 1-nél.

Meghatarozas. A derékszogli haromszog hegyesszogének
tangense egyenld a szoggel szembeni befog6 és a szo6g melletti
befog6 hanyadosaval.

Az A sz6g tangensét tg A-val jeldljik, és tangens A-nak olvassuk.

Az ABC haromszogben (180. ébra) az A és B hegyesszogekre felirhato:

_AC
tgA=—, tgB =%
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Meghatarozas. A derékszogli haromszog hegyesszogének
kotangense egyenl6 a sz6g melletti befogo és a szoggel szem-
beni befog6é hanyadosaval.

Az A sz6g kotangensét igy jeloljik: ctg A, és igy olvassuk: kotangens A.

Az ABC haromszogben (180. ébra) azAés B hegyesszégekre felirhato:

ctg A= B0 ctgB= AC
A 181. 4bran lathaté derekszogu haromszogre felirhaté: cos o= %,

cosB— tga—— tg p=— ,ctgoc— ,ctgﬁ:%

Ahogy azt mar korabban megallapitottuk, a szog szinusza csak a szog
mértékétdl fiigg. Hasonléan gondolkodva a kiévetkezé megéllapitasra
juthatunk:

a hegyesszog koszinusza, tangense és kotangense csak a sz6g
mértékétol fiigg.

Minden a hegyesszognek egyetlen szam felel meg — ez a sz6g szinusza
(koszinusza, tangense, kotangense). Ezért a hegyesszog szinusza (koszi-
nusza, tangense, kotangense) és a szog mértéke kozott fuggvényszerd
kapcsolat van. Az ezt az Gsszefiiggést kifejezd fliggvényt trigonomet-
rikus fuggvénynek nevezzik. fgy azy=sin o,y =cos o, y = tg a,
y = ctg a olyan trigonometrikus fliggvények, melyeknek argumentuma
hegyesszog.

Régen az emberek tablazatokat allitottak 6ssze, melyek a trigono-
metrikus fliggvények kozelits értékeit tartalmazta, a tablazatban egy
bizonyos léptékkel szamitottak ki a konkrét argumentum trigonomet-
rikus figgvények értékeit. Késdbb ezeket a tablazatokat széleskoriien
alkalmaztak tébb tudomanyagban és a technikaban is.

Ma mar a trigonometrikus fliggvények értékeit célszerl zsebszamo-
logép segitségével meghatarozni.

A hegyesszog tangense és kotangense kifejezhet6 az adott szog szi-
nusza és koszinusza altal. Vizsgaljunk meg egy derékszogli haromszoget

a b

(181. 4bra). Felirjuk: S% -

£ _b_ ctga. Tehat a
cosa b a
c

kovetkezd képleteket kaptuk:

sina cosa
tga= , ctgo ==
cosa sina

Megjegyezziik, hogy az adott hegyesszog tangense és kotangense
kolesonosen forditott tortszamok, vagyis a kovetkez6 egyenlGség teljesul:

I tga-ctga=1 I
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A Pitagorasz-tétel alapjan a® + b? = c%. Az egyenl8ség mindkét oldalat
2 2
elosztva c*-tel, a kovetkezdt kapjuk: (%) + (%) =1. Figyelembe véve,

hogy sina = o cosa= Ic), megkapjuk:

(sina)? +(cosa)? =
A kovetkezd jeloléseket szokds alkalmazni: (sina)?=sin?a,
(cosa)® =cos? a. Innen kapjuk, hogy:

sin? a+cos?a=1

Ezt a képletet trigonometrikus alapazonossagnak nevezzik.
cos B=sin o= %, sin 3 =cos a = %, tgﬁzctgazs, ctgBp=tga=2

e
Mivel B = 90° — a, ezért a kovetkezb képleteket kapjuk:

cos (90°—-a) = sina
sin (90° - a) = cosa
tg (90°-a) =ctga
ctg (90°-a) = tga

V2

Mar tudjuk, hogy sin 45°:7. Meghatarozzuk cos 45° tg 45° és
ctg 45° értékeit:
cos 45° = sin (90° — 45°) = sin 45° =

V2

- -2
" cos45° \/_

V2,
27

o_ 1
=1, ctgd5°= =1,

Meghatarozzuk a 30°-0s és a 60°-0s szbogek B
szinusz, koszinusz, tangens és kotangens értékeit.

Vizsgaljuk meg az ABC derékszogd haromszo- 2a
get, melyben CZ = 90°, A/ = 30° (183. abra).

Legyen BC = a. Ekkor a 30°-0s széggel 4<- Jo
szembeni befogd tulajdonsaga alapjan AB = 2a. a3
A Pitagorasz-tételbdl kovetkezik, hogy AC? = ]
= AB? — BC% Vagyis: AC?= 4a? — a? = 3a? 183. abra
AC = a~/3. Innen meghatarozzuk:

1 a3 3

a

: 0_1:_ o _N3
sin 30° = 20"’ cos 30° = o ~ 2’
1 3 1
tg 30°=—2 =—=="5 ctg30°= —= =3
e T BB VB £V 1 30°
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Mivel 60° = 90° — 30°, ebbdl kapjuk, hogy:

sin 60°=cos 30° = @, c0s 60°=sin 30° = %,
tg 60° = ctg 30°= /3, ctg60°=tg30°=L=ﬁ.
J3 3

A 30°o0s, 45°-0s és 60°-0s szogek szinusz, koszinusz, tangens és ko-
tangens értékeit a kovetkezs tablazatba foglaltak ossze, amit érdemes
megjegyezni.

o 30° 45° 60°
. 1
cos o ﬁ @ 1
2 2 2
tg o g 1 J3
ctg a J3 1 @

1. Mit neveziink a derékszdgl haromszdg hegyesszdge szinusza-
nak?

2. Mit neveziink a derékszogl haromszog hegyesszodge koszinusza-
nak?

3. Mit neveziink a derékszdgl haromszdg hegyesszdge tangensé-
nek?
4. Mit nevezink a derékszogl haromszdg hegyesszdge kotangen-
sének?
. Mitél fligg a sz6g szinusza, koszinusza, tangense és kotangense?
. Hogyan fliggnek 6ssze a tg a, sin a és cos o értékei?
. Hogyan fliggnek 6ssze a ctg a, sin a €s cos o értékei?
. Hogyan fliggnek 0ssze a tg o és ctg o értékei?
. Hogyan fliggnek 6ssze sin a és cos a értékei?
10. Mivel egyenld a sin (90° — a)? cos (90° — a)? tg (90° — a)?
ctg (90° — )?
11. Mivel egyenld sin 45°? cos 45°? tg 45°7 ctg 45°7?
12. Mivel egyenld sin 30°? cos 30°? tg 30°? ctg 30°?
13. Mivel egyenld sin 60°? cos 60°? tg 60°7? ctg 60°?

‘s

© 00 N O Ol
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\» GYAKORLATI FELADATOK IS

Rajzolj olyan széget, amelynek:
1) tangense %; 2) szinusza %.!
Rajzolj olyan szbget, amelynek:

1) koszinusza i; 2) tangense %!

GYAKORLATOK I

A derékszogl haromszog befogdja és atfogéja megfelelen 8 cm és
10 cm. Hatarozd meg:

1) a kisebbik befogéval szemben 1év§ szog szinuszat;

2) a nagyobbik befogd mellett 1év6 szog koszinuszat;

3) a kisebbik befogbval szemben 1év6 szog tangensét;

4) a nagyobbik befogd mellett 1év6 szog kotangensét!

A derékszogl haromszog befogél 3 cm és 2 cm. Hatarozd meg:

1) a nagyobbik befogd melletti szog tangensét;

2) a kisebbik befogdoval szemkézti szég szinuszat;

3) a nagyobbik befogd melletti sz6g koszinuszat;

4) a nagyobbik befogéval szemkozti szog kotangensét!

Hatarozd meg a kifejezés értékét:

1) cos? 45° + tg? 60°; 2) 2 cos? 60° — sin? 30° + sin 60° ctg 60°!
Hatarozd meg a kifejezés értékét:

1) cos? 30° — sin? 45°; 2) 3 tg? 30° + 4 tg 45° + cos 30° ctg 30°!
Az ABC haromszogben adott: C£ =90°, BC=77 cm, AB=125 cm.
Hatarozd meg a haromszog hegyesszogeinek szinuszat!

Az ABC haromszogben adott: C£ =90°, BC =41 cm, AC = 20 cm.
Hatarozd meg a haromszog hegyessziogeinek koszinuszait!

Hatarozd meg a sin «, tg a és ctg o értékeit, ha cosa :%!
Hatarozd meg a cos B, tg B és ctg B értékeit, ha sin = %!

A derékszogl haromszog hegyesszogének sinusa g Hatéarozd

meg a haromszog masik hegyesszogének szinuszat, koszinuszat,
tangensét és kotangensét!

Az egyenld szara haromszog alapja 24 cm, a szara pedig 13 cm.
Hatarozd meg a haromszog szara és az alapjara bocsatott ma-
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gassaga kozotti szogének szinuszat, koszinuszat, tangensét és
kotangensét!

591.° Az egyenl§ szard haromszog szara 17 cm, az alapra bocsatott
magassaga pedig 8 cm. Hatarozd meg az alapjanal 1évé szogének
szinuszat, koszinuszat, tangensét és kotangensét!

592.° Hatarozd meg a rombusz szégeit, ha atléinak hossza 4 cm
és 4+/3 cm!

593." Hatarozd meg a téglalap atloja és az oldalai kozotti szogeket, ha
az oldalai /3 c¢m és 3 cm!

594." Az ABCD trapézban ismert, hogy AB= CD =9 c¢m, BC = 10 cm,
AD =14 cm. Hatarozd meg a trapéz A szogének szinuszat, koszi-
nuszat, tangensét és kotangensét!

595.° Az ABCD derékszog( trapézban adott, hogy BC || AD, A< = 90°,
AB=4cm, BC=8cm, AD =12 cm. Hatarozd meg a trapéz szogeit!

596." Bizonyitsd be, hogy a derékszogl haromszog hegyesszogeinek
tangense kolesonosen forditott (reciprok) szamok!

O—11 597.° Bizonyitsd be az azonossagot:

D 1+tgo=—p—; 2) 1+ctg’a=——!
COosS o sin o
598.° Hatarozd meg a kifejezés értékét:
1) sin? 18° + sin? 72°; 2) cos® 36° — sin® 54°!

599.” A derékszogld haromszog befogdinak hossza 30 cm és 40 cm. Ha-
tarozd meg a sulyvonal és az atfogora bocsatott magassag kozotti
sz0g szinuszat, koszinuszat, tangensét és kotangensét!

600.” Az ABC haromszogben adott, hogy AB = BC,
BD és AM a haromszogek magassagai, vala- é
mint BD : AM=3:1. Hatarozd meg a cos C-t! E B /ﬂ

601.” Az ABC haromszogben adott, hogy AB = BC, !
BD és CK a haromszégek magassagai, A

cos A = % Hatéarozd meg a CK : BD arany 7 D
értékét!

602." Bizonyitsd be, hogy a 184. 4bran 1évé ABC és 184. abra
DEF szogek egyenlGk!

ISMETLO GYAKORLATOK I

603. Az ABCD paralelogramma A és B szogeinek szogfelez6i az M pont-
ban metszik egymast, AB = 6 cm. Hatarozd meg a kor sugarat,
amelyhez az A, B és M pontok illeszkednek!

604. Az AB és BChurok mer6legesek, és a felezépontjai k6zotti tavolsag
12 cm. Hatarozd meg a kor sugarat!
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605. Az ABC haromszéghen BK — magassag, AM — szogfelezd,
BC=26cm, AB: AC=6:"7. Az M pontbdl MD merGlegest bocsa-
tottak az AC oldalara. Hatarozd meg az MD szakasz hosszat!

C' FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
® SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

606. Adott két korlap, melyeknek nincs kozos pontja. Létezik-e olyan,
egyik korlaphoz sem illeszked§ pont, hogy barmilyen egyenes,
amely ezen a ponton atmegy, metszi legalabb az egyik korlapot?

18. A derékszogii haromszogek megoldasa
A 185. abran egy derékszogld haromszog lathatd, melynek hegyesszo-
gel a és B, a szemkozti befogdi megfelelGen a és b, az atfogdja pedig c.

A derékszogd haromszég hegyesszogének szinusza sinoa=2,
c
sinfB= % Ezekbdl azt kapjuk, hogy a = ¢ sin a, b = ¢ sin f.

Tehat a derékszogii haromszog befogéja az datfo- /]
80 és ezzel a befogéval szemkozti szog szinuszanak
szorzataval egyenlé. c

A derékszogl haromszog hegyesszogének koszinusza

cos o :%, cosP= %. Ezekbdl azt kapjuk, hogy b=ccosa, A

a = c cos . a

Tehat a derékszogii haromszog befogéja az dt- 185. abra
fogo és az adott befogon fekvé szég koszinuszanak
szorzatdval egyenlé.

A derékszogld haromszog hegyessziégének tangense: tg a:%,
tg B= %. Ezekbdl azt kapjuk, hogy a =b tg o, b = a tg .
Tehat a derékszogii haromszég befogéja a mdsik befogo

és az elsé befogoval szemkozti sz6g tangensének szorzatdval
egyenld.

A derékszogl haromszog hegyesszogének kotangense: ctg azﬁ,
a
ctg B= %. Ezekbdl azt kapjuk, hogy b = a ctg a, a = b ctg p.

Tehat a derékszogii haromszog befogoja a masik befogo és az
elsé befogon fekvd szog kotangensének szorzataval egyenld.



130 3. 8. Aderékszdgli haromszdgek megoldasa

A sinazg és cosa:% egyenlGségekbdl a kovetkezdket kapjuk:

, b
- ésc= .
sino Ccosa

Tehat a derékszogii haromszog datfogoja a befogo és a szemkozti
sz0g szinuszanak hanyadosaval egyenlo;

a derékszogii haromszog datfogoja a befogo és a rajta lévd szog
koszinuszanak hanyadosdval egyenlé.

A derékszogi haromszoget megoldani annyit jelent, mint meg-
hatarozni ismeretlen oldalait és szogeit az ismert oldalai és szogei altal.

A fenti szabalyok lehetdséget adnak arra, hogy megoldjuk a derék-
sz6gU haromszoget, ha ismert egy oldala és az egyik hegyesszoge.

A derékszogl haromszogek megoldasarél szélé feladatokban, ha
masképp nem jelzik, akkor a kévetkezd jelolést alkalmazzak (185. abra):
¢ az atfogo, a és b befogdk, a és B — megfelelGen az a és b befogbkkal
szemkozti szogei.

1. felad at. Hatarozd meg a derékszogl haromszog ismeretlen olda-
lait és szogeit befogdja és a hegyesszoge alapjan: a =14 cm, oo = 38°! (A tri-
gonometrikus fuggvények értékeit zsebszamoldgéppel szamitjuk ki, és két
tizedesjegyre kerekitjuk. Az oldalak hosszat egy tizedesjegyre kerekitjik).

Megoldas.

B =90°—a=90°—38° =52

b=atgp=14tg52°~14-1,28 ~ 17,9 (cm);

a 14 14
~Sino  smase 0,62 226 (em).

Felelet: c~22,6cm, b~ 17,9 cm, p=52°. @

Ezt a feladatot masképp is meg lehetett volna oldani: példaul a
Pitagorasz-tétel alkalmazasaval meghatarozni az atfogot.

2. feladat. A derékszogl haromszog befogdja a =26 cm, atfogoja
pedig ¢ = 34 cm. Hatarozd meg a derékszogl haromszog ismeretlen
oldalat és szogeit!

Megoldas. Jelenleg: sina :% =£=0,7647... .

Szamolégéppel meghatarozzuk az o szog mértékét: o ~ 50°.
Ekkor B ~ 40°.
A b=csinf~ 34 sin 40° = 340,643 ~
~ 21,862 ~ 21,9 (cm).
Felelet: b~21,9 cm, o= 50°, B~ 40°. @
3. feladat. Az ABC haromszég AD magassa-
C B ga a BC alapjat BD és CD szakaszokra osztja
D (186. abra), 243 cm, CD = 8 cm. Hatdrozd meg a
186. abra haromszog AB és AC oldalat, ha BZ = 60°!

C=
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Megoldds. Az ADB haromszoghdl (ADBZ = 90°) azt kapjuk, hogy:
AD=BD tg B=231tg 60° = 2/3 /3= 6 (cm);

_BD _ 23 =1
" cosB  cos60° =243: 2 =443 (cm).

Az ADC haromszoghdl (ADCZ = 90°) azt kapjuk, hogy:

AC =V AD?+DC? =62 +8% =10 (cm).
Felelet: 443 cm, 10 cm. @

4. feladat. Az egyenl§ szard haromszog szara b, az alapnél 1év8
szoge pedig a. Hatarozd meg a haromszogbe irt kor sugarat!
Megoldas. Az ABC haromszogben (187. abra) B
AB=BC=b, BACZ = a. Meghuzzuk a BD magassagot.
Az ADB haromszogh6l (ADBZ = 90°) azt kapjuk,
hogy: AD = AB cos Z/BAD = b cos a.
Az O pont az ABC haromszogbe irt kérvonal ko-
zéppontja. Tehat az O pont a BD magassagra ésa BAC A D C
szog AO szogfelezdjére illeszkedik. Mivel OD 1L AC,
ezért a beirt kor a D pontban érinti az AC oldalt. Tehat 187. abra
az OD szakasz a beirt kor sugara. Az AO szakasz a

BAD sz06g szogfelezdje, ezért ZLOAD = %LBAD = %.

Az ADO haromszogh6l (ADOZ = 90°) azt kapjuk, hogy:
OD =AD tg OADZ = b cos a tg %.

Felelet: b cos o tg %. o

‘I) 1. Hogyan lehet meghatarozni a derékszogl haromszdg befogojat az
atfogoja és a befogodval szemkdzti sz6g alapjan?

2. Hogyan lehet meghatarozni a derékszogli haromszog befogoéjat az
atfogoja és a befogd melletti szdg alapjan?

3. Hogyan lehet meghatarozni a derékszdgi haromszdg befogéjat a
befogdja és a keresett befogdval szemkozti sz6g alapjan?

4. Hogyan lehet meghatarozni a derékszdgi haromszdg befogdjat a
befogdja és a keresett befogd melletti sz6g alapjan?

5. Hogyan lehet meghatarozni a derékszogli haromszog atfogojat a
befogdja és az adott befogdval szemkozti szdg alapjan?

6. Hogyan lehet meghatarozni a derékszo6gl haromszog atfogojat a
befogdja és az adott befogdn fekvé szdg alapjan?
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WGYAKORLATOK [

607.°

608.°

609.°

610.°

611.°

612.°

613.°

614.°

Az ABC haromszogben C/ = 90°. Hatarozd meg:
1) BC oldalat, ha AB=12 cm, sinA = %;

2) AC oldalat, ha AB =21 cm, cos A =0,4;
3) AC oldalat, ha BC =4 cm, tg A =1,6;

4) AB oldalat, ha BC = 14 cm, cosB= %;

5) AB oldalat, ha AC = 3,2 cm, sin B =0,16;

6) BC oldalat, ha AC=2,3 cm, tg B = %z

Az DEF haromszogben EZ = 90°. Hatarozd meg:
1) DE oldalat, ha DF = 18 cm, cos D = %;

2) DF oldalat, ha EF = 3,5 cm, cos F'= 0,7,

3) EF oldalat, ha DE = 2,4 cm, tg D = %

A derékszogl haromszog atfogdja 17 cm, az egyik hegyesszogének
szinusza % Hatarozd meg a derékszogd haromszog befogdit!

A derékszogl haromszog atfogéja 10 cm, ez egyik hegyesszogének
koszinusza 0,8. Hatdarozd meg a derékszogl haromszog befogoit!
A derékszogl haromszog befogdja 48 cm, a szemkozti szogének
tangense 3% Hatarozd meg a haromszog masik befogéjat és at-
fogébjat!

A derékszogl haromszog befogéja 12 ecm, a befogd melletti szogé-
nek tangense 0,75. Hatarozd meg a haromszog masik befogdjat és
atfogdjat!

Oldd meg a derékszogl haromszoget:

1) ha adott az atfogdja és hegyesszoge: ¢ = 28 cm, o = 48°;

2) ha adott a befogéja és hegyesszoge: a = 56 cm, B = 74%

3) ha adott a befogdja és atfogdja: a =5 cm, ¢ = 9 cm;

4) ha adott a két befogdja: a =3 cm, b =7 cm!

Oldd meg a derékszogd haromszoget, ha ismertek a megfeleld
elemei::

1) a=34cm, a =55 3)b=12cm, ¢ =13 cm;

2)c=16cm, =18 4)a=4cm, b=14cm!
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615.° A rajz adatait alkalmazva, hatarozd
meg a feny6fa magassagat!

616.° Egy tlizoltolétraval egy 9 m magas épiu-
letre kell felmaszni. Milyen hosszu kell
hogy legyen a létra, ha a talajtdl szamit-
va 70°-o0s szog alatt kell kitamasztani?

617.° Miutan a kerékparos megtett 300 mé-
tert egy egyenes lejtén, 11 méterrel
volt magasabban anndl a pontnal, mint 188. abra
ahonnan megkezdte utjat. Hatarozd
meg az Ut emelkedési szogének tangensét!

618.° Milyen sz6g alatt esik a foldre a napsugar, ha a fiiggd-
leges oszlop arnyéka olyan hosszi, mint amilyen az oszlop
magassaga?

619." Az egyenl§ szaru haromszog szarszoge 120° az alapjara
bocsatott magassig hossza 3+/3 cm. Hatdrozd meg a hdromszog
oldalait!

620." Az egyenl§ szaru trapéz alapjai 8 cm és 12 cm, az alapon fekvs
szoge pedig 45°. Hatarozd meg a trapéz magassagat és szarat!

621." A paralelogramma a hosszusagu atléja merGleges a szarara.
Hatarozd meg a paralelogramma oldalait, ha az egyik szége 30°!

622.° A rombusz oldala a, az egyik szoge pedig 60°. Hatarozd meg a
rombusz atlo6it!

623.° Az arok keresztmetszete egyenld szaru trapéz alaka (189. abra).
Hatéarozd meg az arok oldala és az alja kozotti szoget!

624.° A toltés magassiaga 5 m, aljanak szélessége 80 m (190. abra), az
oldala pedig 20°-o0s széget zar be az alapjaval. Hatarozd meg a
toltés tetejének szélességét!

10m | ? |
[ |
? 6m 200 5111 200
7 80 m
4m
189. abra 190. abra

625." Az ABC haromszog BD magassaga az AC oldalt AD és CD szaka-
szokra osztja ugy, hogy AD = 12 cm, CD = 4 cm. Hatdrozd meg a
BC szakasz hosszat, ha az A2 = 30°!
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626.°

627.°

628.°

629.°

630.

631.°

632.°

633.°

634.”

635.”

636.”

Az ABC haromszog AF magassaga a BC oldalt BF és CF szaka-
szokra osztja igy, hogy CF =13 cm, BZ = 60°, az AB oldal pedig
18 cm!

Az n egyeneshez nem illeszkedd D pontbél az egyeneshez DK és
DB ferdéket htztak, melyek megfelelGen 45°-0s és 60°-0s sziget
zarnak be vele. Hatarozd meg a DK ferde n egyenesre vald vetii-
letének hosszat, ha DB=10 V3 cm!

Az [ egyeneshez nem illeszkedd M pontbél az egyeneshez MN
és MK ferdéket huztak, melyek megfelelGen 30°-0s és 45°-0s
szoget zarnak be vele. Hatarozd meg az MK ferde hosszat, ha
az MN ferde [ egyenesre valé vetilete 4 V3 cm!

Az egyenl$ szart haromszog szarszoge B, a szarahoz tartozd
magassaga pedig h. Hatarozd meg a haromszog alapjat!

A derékszogl haromszog derékszogének csucsabdl bocsatott
magassaga h, hegyesszoge a. Hatdrozd meg a haromszog
oldalait!

A derékszogl haromszog egyik befogédja a. A derékszog
csucsabdl bocsatott magassag és a masik befogd kozotti szog
pedig ¢. Hatarozd meg a haromszog ismeretlen oldalat és a
magassagot!

A rombusz nagyobbik atldja d, hegyesszoge pedig a.. Hatarozd meg
a rombusz oldalat és a kisebbik atlojat!

A rombusz hegyesszoge a, a beirt korvonal sugara pedig r. Hata-
rozd meg a rombusz oldalat és atléit!

Az egyenl§ szard trapéz atloja merdleges a szarara, és a trapéz
alapjaval 30°-os szoget zar be. Hatarozd meg a trapéz magassagat,
ha a trapéz koré irt korvonal sugara R!

A haromszog egyik oldala a, ez oldal melletti szégei 45°
és 60°. Hatarozd meg a haromszoégnek adott oldalra bocsatott
magassagat!

A trapéz alapjai 7 cm és 15 cm, a nagyobbik alapnal 1évd
szogel pedig 30° és 60°. Hatdarozd meg a trapéz magassagat
és atloit!
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ISMETLO GYAKORLATOK I

637. A paralelogramma kertilete 48 cm. A tompaszogének szogfelezdje
az oldalat 2 : 1 aranyba osztja a hegyesszog cstcsatdl szamitva.
Lehet-e a paralelogramma kisebbik oldalanak hossza 7 cm?

638. Az ABCD négyszog korbe van irva, vagyis hirnégyszog.
BAC/ =52°, DBCZ = 34°, ADB/ = 17°. Hatarozd meg a négyszog
szogeit!

639. Adott, hogy az ABCD trapéz (BC || AD), az AC és BD 4tléinak
metszéspontja pedig az O pont. Hatarozd meg a BO és OD szaka-
szok hosszat, ha AO: OC=7:6 és BD =39 cm!

C" FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
® SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

640. Egy rombuszt vag) szét négy négyszogre ugy, hogy mindegyik
korbe irt és kor koré irt is legyen egyszerre!
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3. SZ. FELADATSOR. ONELLENORZES TESZT FORMAJABAN

1. Az Okézéppontu kérvonal AB atmér6ji merdleges C

a CD hurra (191. abra). A kévetkezs egyenl6ségek ‘@
ko6ziil melyik nem igaz? AlLD B
A) AC?=AM- AB; C) AD?=MB- AB; ‘

B) CM?=AM- MB; D) DM? =AM - MB. w

2. Melyik abran lesz a szakasz x hossza 2a?

A) 0))
1\ / x
1 1
2a a
B) D
1\ / x
1 1
4a a

a

191. abra

9a

6a

3. A Pitagorasz-tételbdl kovetkezik, hogy az atfogo:
A) a befogdk Osszegével egyenld;
B) a befogdk négyzetének 6sszegével egyenls;
C) nagyobb, mint a befogo;
D) egyenld a befogdk 6sszegének négyzetével.
4. A 192. abran a szakasz x hossza egyenld:
A) 4; B) 3; 0) 5; D) 3+2. x 4
5. Az a hosszusagu egyenl6 oldali haromszog szogfele-
z0je egyenld:
a2 N oV 12| f18
3 35 D

avz.
2 b

A) B) ) <
6. Az a hosszusagu négyzet koré irt korvonal sugara

egyenld:

A B) a~/2; C) %, D) 2a. 192. bra

2 %

7. Az egyenld szaru derékszogl haromszog atfogéra bocsatott magas-

saga a-val egyenld. Akkor a befogdja:

a2,

2 2

B) a/2; C) 2a; D) %
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8. Legyen a és B a nem egyenld szaru derékszégl haromszog he-
gyesszogel. Melyik igaz a kovetkezo egyenlGségek koziil?

A) sin a - tg o = cos o C) sin a-tg B =sin B;
sin o . R o
B) v =tg B; D) cos a - tg B =sin B.

9. Legyen a a derékszogl haromszog hegyesszoge. A kovetkezbk koziil
melyik egyenldség nem all fenn?

A) sinoc:l; C) sinoc:ﬁ; >

% s
B) sinoc:—z; D) sing =2,

4 V3 45°

10. A 193. dbran az x hossztusagu szakasz egyenld: q
A) %asina; C) a;/gcosa;
193. abra

B)a 2 tg a; D) a2 tg a.

A 3. PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASA

A derékszogi haromszogre vonatkozo aranyossagi tételek
A derékszogl haromszog atfogdjara bocsatott magassaganak négy-
zete a befogdk atfogéra esl vetilileteinek szorzataval egyenld (ma-
gassagtétel).
A befogd négyzete az atfogéd és ennek a befogéonak az atfogéra esd
vetlletének a szorzataval lesz egyenld (befogotétel).

A Pitagorasz-tétel
A derékszogl haromszog atfogéjanak négyzete a befogdk négyzetének
Osszegével egyenld.

A derékszogi haromszog hegyesszogének szinusza
A derékszogl haromszog hegyesszogének szinusza egyenl( a szoggel
szemkozti befogd és az atfogd hanyadosaval.

A derékszogi haromszog hegyesszogének koszinusza
A derékszogl haromszog hegyesszogének koszinusza egyenl( a szog
melletti befogd és az atfogd hanyadosaval.

A derékszogi haromszog hegyesszogének tangense

A derékszogl haromszog hegyesszogének tangense egyenls a szoggel
szembeni befogd és a szog melletti befogd hanyadosaval.
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A derékszogi haromszog hegyesszogének kotangense

A derékszogl haromszog hegyesszogének kotangense egyenls a szog
melletti befogé és a szoggel szembeni befogé hanyadosaval.

Trigonometrikus képletek

tga= % ctgoa= %
tgoctga=1

sin? o+ cos® a.=1 — a trigonometria alapazonossiga
cos (90° —a) = sin o tg (90° — a) = ctg a

sin (90° — o)) = cos a ctg (90° — ) =tg a

A derékszogi haromszog oldalai és szégeinek trigonometrikus
fliggvényei kozotti osszefiiggések
e A derékszogl haromszog befogdja az atfogd és ezzel a befogdval
szemkoztl sz0g szinuszanak szorzataval egyenld.
o A derékszogl haromszog befogdja az atfogd és az adott befogd
melletti sz6g koszinuszanak szorzataval egyenld.
o A derékszogl haromszog befogéja a masik befogo és az elsd befo-
gbval szemkozti szoge tangensének szorzataval egyenld.
e A derékszogl haromszog befogbja a masik befogd és az elsd befogd
melletti szoge kotangensének szorzataval egyenld.
e A derékszogld haromszog atfogdja a befogd és a szemkozti szog
szinuszanak hanyadosaval egyenld.
e A derékszogl haromszog atfogdja a befogd és a rajta 1évl szog
koszinuszanak hanyadosaval egyenld.
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A SOKSZOG TERULETE

Ebben a paragrafusban megismeritek a domboru sokszog atléinak szamat
megado képletet.

Részletesebben megismerkedtek egy olyan ismert mennyiséggel, mint a
terlet.

Megtanuljatok meghatarozni a paralelogramma, a haromszdg, a trapéz
teruleteit.
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19. Sokszogek

Vizsgaljuk meg azt az alakzatot, amelyaz A, A, A,, ..., A pontokbdl
ésaz A A, AA, ..., A A A A olyan szakaszokbdl all, melyek koziil
egyetlen két szomszédos szakasz sem fekszik egy egyenesen és egyetlen
nem szomszédos szakasznak sincs k6zos pontja (194. abra).

A A A A,

2 3 2

n-1 n—1
194. abra 195. abra

Ezekbdl a szakaszokbol alkotott alakzat a sik egy részét hatarolja,
melyet a 195. dbran zold szinnel jeléljik. A siknak ezt a részét az A A,,
AA,, ..., A A A A szakaszokkal egyiitt sokszognek nevezziik. Az A,
A, A, ..., A pontokat a sokszdg csticsainak, a fenti szakaszokat pedig
a sokszog oldalainak mondjuk.

A szomszédos szakaszokat a sokszog szomszédos oldalainak ne-
vezzlk. Azokat a csticsokat, melyek egy adott oldal végpontjai, a sokszog
szomszédos csucsainak nevezziik.

A sokszog két szomszédos oldala a sokszog szoégét alkotja. Példaul
a 196. abran o, B, y, 6 a sokszog szogei lesznek, a ¢ viszont nem szoge
a sokszognek.

A sokszoget a szogei szamaval nevezik meg: haromszog, négyszog,
Otszog sth.

A sokszoget a csucsaival jelolik. Példaul a 197. dbran az ABCDE
Otszog lathaté. A sokszog jelolésében a szomszédos betlik szomszédos
csucsoknak felelnek meg. Példaul a 197. abran 1évé 6tszoget a kovetke-
z6képpen is jeldlhetjik: CDEAB, EABCD, EDCBA stb.

B

E
196. abra 197. abra
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F
198. abra 199. abra

Az oldalak hosszusaganak oOsszegét a sokszog keriiletének ne-
vezzUuk.

A sokszog nem szomszédos csucsait 6sszekotd szakaszt atlonak
nevezzik. Példaul a 198. abran az AE szakasz az ABCDEF hatszog
atléja.

A 199. dbran egy sokszog lathatd, melynek minden szoge kisebb
az egyenesszognél. Az ilyen sokszoget domboruanak nevezzik.
A fentiekbdl koévetkezik, hogy barmilyen haromszég domboru
sokszog. Megjegyezzik, hogy a 196-198. abrakon lathat6 sokszogek
nem domboruiak.

A domborua sokszog a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkezik:

1) a domboru sokszog bdrmely, az egyik oldaldt tartalmazé
egyeneshez viszonyitva ugyanazon félsikban fekszik (200. abra);

2) a hdromszogtél kiilonbozé domboru sokszég barmelyik dtlojat
tartalmazza (201. abra).

Ha a sokszog nem dombort, akkor ezekkel a tulajdonsagokkal nem
rendelkezik (198., 202. abra).

19.1. tétel. A dombori n-szog szégeinek ésszege 180° (n — 2).

Bizonyitds. © Az n =3 esetét a 7. osztalyban mar bizonyitottuk
(16.1. tétel).

200. abra 201. abra 202. abra
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Legyen n > 3. A 203. dbran az A|A,A,...A, A domboru sokszég
lathaté. Bebizonyitjuk, hogy szogeinek 6sszege 180° (n — 2).

Meghuzzuk az A, cstcsbdl induld 6sszes atlojat. Ezek az atlok az
adott sokszoget (n — 2) haromszogre osztja. Ezeknek a haromszoégek-
nek a szogei Osszege adja meg a sokszog szogeinek Osszegét. Mivel
minden haromszog szogeinek osszege 180° ezért a keresett Osszeg
180° (n — 2) lesz. A

Megjegyezzik, hogy a fenti tétel olyan sokszogekre is igaz, melyek
nem domboruak.

Meghatarozas. Asoksz6g koré irt korvonalnak azt
a korvonalat nevezziik, amelyhez a soksz6g minden cstcsa
illeszkedik.

A 204. abran egy korvonal lathatd, amely egy sokszog koré van irva.
Ebben az esetben azt mondjuk, hogy a sokszog a kérbe van irva.

A sokszog koré irt korvonal kozéppontja egyenld tavolsagra van a
sokszog minden csucsatdl. Tehat ez a kozéppont a korbe irt sokszog
minden oldalfelezé merGlegeséhez illeszkedik.

A sokszog koré kort lehet irni, ha létezik egy olyan pont, amely
egyenl( tavolsagra lesz a sokszog minden csticsatol. Tehat, ha a sokszog
oldalainak felez6merdlegesei egy pontban metszik egymast, akkor a
sokszog koré kor irhatd.

Meghatarozas. Azt a korvonalat, amely a sokszog minden
oldalat érinti, a sokszoghe irt korvonalnak nevezzik.

A 205. abran egy olyan koérvonal lathatd, amely a sokszogbe
van irva. Ebben az esetben is mondjak, hogy a sokszog a kor koré
van irva.

A sokszogbe irt korvonal kozéppontja egyenld tavolsagra van a sok-
szog oldalaitél. Tehat a kozéppontnak illeszkednie kell a kor koré irt
sokszog mindegyik szogfelezdjéhez.
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. Magyarazd meg, milyen alakzatot neveziink sokszégnek!

Mit neveziink a sokszog kerlletének?

. Mit nevezilink a sokszdg atléjanak?

. Milyen sokszdget neveziink domborunak?

. Hogyan helyezkedik el a domboru sokszdg az oldalat tartalmazoé
egyeneshez viszonyitva?

. Mivel egyenlé a domboru n-sz6g szégeinek 6sszege?

. Milyen kérvonalat neveziink a sokszdg koré irt korének?

. Melyik pont lesz a sokszog koré irt korének kdzéppontja?

. Milyen korvonalat nevezink a sokszdgbe irt kbérnek?

10. Melyik pont lesz a sokszdgbe irt kor kdzéppontja?

‘Y
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Ji=2\, GYAKORLATI FELADATOK I

641.° Rajzolj, és jelolj meg egy tetszlleges domboru hétszoget, nevezd
meg minden cstcsat és oldalat! Huzd meg az egyik cstcsabdl az
Osszes atl6jat, majd nevezd meg azokat! Hany haromszogre osztjak
fel ezek az atldok a hétszoget?

642.° Rajzolj egy olyan hatszoget, melynek minden szdge 120°, és
minden oldala 4 cm! Irj a hatszog koré is és a hatszogbe is egy
koérvonalat!

643.° Rajzol] egy otszoget, melynek minden szége 108°, és minden oldala
3 cm! Irj az 6tszog koré is és az 6tszogbe is egy korvonalat!

644.° Rajzolj egy tetszbleges sugaru kort, oszd fel 8 egyenld ivre!
Az osztépontokat felhasznalva szerkessz egy korbe irt nyole-
szoget!

645.° Rajzolj egy tetszlleges sugaru kort, oszd fel 12 egyenld ivre!
Az osztépontokat felhasznélva szerkessz egy korbe irt tizenkét-
szoget!

@GYAKORLATOK [

646.° Hatarozd meg az ABCDE 6tszog oldalait, ha a BC oldala 1 cm-rel
nagyobb, mint az AB, a CD 2 cm-rel nagyobb, mint az AB, a DE
3 cm-rel nagyobb, mint az AB, az AE 4 cm-rel nagyobb, mint az
AB, és az 6tszog keriilete 100 cm!
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647.° Hatarozd meg a dombort: 1) 6tszog; 2) nyolcszog; 3) huszonnégy-
sz0g szogeinek Osszegét!

648.° Hatarozd meg a domboru: 1) kilencszog; 2) tizenhatszog szogeinek
Osszegét!

649.° Létezik-e olyan domboru sokszog, elyam szoégeinek Osszege
1) 1800°% 2) 720° 3) 1600°?

650.° Létezik-e olyan domboru sokszog, melynek minden szoge: 1) 150°;
2) 100°?

651." Az 6tszog alaku foldrészleg kijelolése
soran (206. abra) a kovetkezd szo-
geket kaptak: AZ = 116°, BZ = 98°,
Csz =124°, D/ =102°, E£ = 130°. He-
lyesen végezték-e el a mérést?

652." Hatarozd meg a dombora hatszog szo-
geit, ha ezek Ggy aranylanak egymas-
hoz, mint3:3:4:4:5:5!

653." Hatarozd meg a dombort hétszog
szogeit, ha ezek ugy aranylanak egymashoz, mint 6 : 7: 8 : 9 :
:9 :10: 11!

654." Hany atldja van a: 1) kilencszognek; 2) htiszszognek; 3) n-szégnek?

655." A dombort sokszognek 54 atlgja van. Hatarozd meg az oldalainak
szamat, és a szogeinek Osszegét!

O—rr 656.° Bizonyitsd be, hogyha a korbe irt sokszog oldalai egyenldk,
akkor a szogei is egyenldk!

O=r7 657.° Bizonyitsd be, hogyha a kor koré irt sokszog szogei egyenldk,
akkor az oldalai is egyenldk!

658. A domboru 6tszég minden oldala egyenld, és az egyik oldalan
fekvl szogek derékszogek. Hatarozd meg az 6tszog tobbi szogét!

659.” A domboru sokszég harom szége 100°, a tébbi pedig 120°.
Allapitsd meg a sokszog tipusat!

660.” Bizonyitsd be, hogyha a dombord hatszog szogei egyenldk, akkor
az oldalai harom par parhuzamos szakaszt képeznek!

661.” Bizonyitsd be, hogyha a domboru 6tszog szogei egyenldk, akkor
nincsenek parhuzamos oldalai!

206. abra

ISMETLO GYAKORLATOK I

662. Az egyenld szara trapéz atldja a tompaszogének a szogfelezdje is
egyben, és a trapéz kozépvonalat 7 cm-es és 11 cm-es szakaszokra
osztja. Hatarozd meg a trapéz kertiletét!
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663. A derékszogl haromszog atfogdjara huzott oldalfelez6 és magassag
megfelel6en 13 cm és 12 cm. Hatarozd meg a trapéz keriiletét!

664. Az ABCharomszog (CZ =90° A szogének szogfelezGje a BC befogot
6 cm-es és 10 cm-es szakaszokra osztja. Hatarozd meg annak a
kornek a sugarat, amely atmegy az A, C pontokon, az adott szog-
felezd és a BC szakasz metszéspontjan!

FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

665. Az 1 sugard korvonalon 1000 pontot jeloltek. Bizonyitsd be,
hogy taldalunk olyan pontot, amely a korvonalhoz illeszkedik, és
a pont valamint a jelolt pontok k6zotti tavolsagok ésszege nagyobb,
mint 1000!

20. A sokszog teriiletének fogalma. A téglalap teriilete

A tertulet fogalmaval méar tobbszor taldlkoztatok a mindennapi élet-
ben: a lakas tertlete, a nyaralé tertlete, a mezd teriilete stb.

A tapasztalat azt sugallja, hogy az egyenl§ foldrészlegeknek a tertile-
teik 1s egyenlGk; a lakas terulete egyenld a helyiségek (szobak, konyha,
kozlekedd stb.) tertileteinek Osszegével.

Mar tudjatok, hogy a foldrészleg teriiletét arban (szotekben) és
hektarban, a régidk és az orszagok tertiletét négyzetkilométerekben, a
lakas tertletét pedig négyzetméterekben mérik.

A terulet meghatarozasa ezekre a gyakorlati ismeretekre éptl.

Meghatarozas: A sokszog teriiletének azt a pozitiv
mennyiséget nevezzilk, amely a kovetkez6 tulajdonsagokkal
rendelkezik:

1) az egyenld sokszogek teriiletei is egyenlok;

2) ha egy sokszoget részsokszogekre vagunk szét, akkor a
részek teriiletének osszege a sokszog teriiletével egyenlé;

3) a teriilet egységének az egységnyi oldalu négyzet teri-
letét tekintjiik, vagyis annak a négyzetnek a teriiletét,
amelynek az oldala egyenl6 a hosszegységgel.

Meghatarozni a sokszog tertiiletét annyit jelent, mint 6sszehasonlitani
azt az egységnyi négyzet teriiletével. Ennek eredményeként a sokszog
tertuletének a szambeli értékét (mérbészam) kapjuk. Ez a szam azt
jelenti, hogy az adott sokszég hanyszor nagyobb az egységnyi oldalhosz-
szusagu négyzet tertleténél.
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Példaul, ha a négyzetracsos fuzet egy négyzetét tekintjiik tertletegy-
ségnek, akkor a 207. abran lathatd sokszog teriilete 11 teriiletegység
lesz (roviden 11 egys.?).

A terulet meghatarozasara képleteket alkalmaznak, vagyis a sokszog
tertletét ismert elemei (oldalai, 4tl61, magassaga stb.) alapjan szamitjak
ki. Ezek kozul néhanyat mar ismertek. Példaul mar t6bbszoér hasznal-
tatok az S = ab képletet, ahol S a téglalap tertilete, a és b a szomszédos
oldalainak hossza.

Ennek a képletnek a bizonyitasara a kovetkezd lemma sziikséges.

Lemma. Az 1 oldalu négyzet (n — természetes szam) teriilete
n
1 . ,
oz teriiletegység lesz.

Bizonyitds: © Vizsgaljuk meg az egységnyi oldali négyzetet, me-
lyet n? egyenld teriiletli négyzetre osztunk, melynek az oldala %

(208. abra).

A sokszog teruletének meghatarozasabdl (1. tulajdonsag) kovetkezik,
hogy e négyzetek teriiletei egyenlSk. A 2. tulajdonsag alapjan e négy-
zetek teruleteinek 0Osszege egyenld az egységnyi négyzet tertiletével,
vagyis 1 egys.2. A

20.1. tétel. A téglalap teriilete a két szomszédos oldalanak
szorzataval egyenld.

Bizonyitds: © A 209. dbran lathaté ABCD téglalap szomszé-
dos oldalainak hossza a és b: AB = a, BC = b. Bebizonyitjuk, hogy a
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téglalap S teriiletét az S = ab képlettel hatarozhatjuk meg abban az
esetben, ha az a és b racionalis szamok.

Az a és b szamokat k6zos nevezdjd tortként adjuk meg:

a=2,p=4,
n n

ahol p, ¢, n természetes szamok.

Az AB szakaszt p, a BC szakaszt pedig q egyenld részre osztjuk. Az
osztopontokon keresztiil a téglalap oldalaival parhuzamos egyeneseket

huzunk. Ekkor a téglalap pg darab 1 oldalu egyenld négyzetre lesz
n
felosztva.

A lemma alapjan mindegyik négyzet teriilete Lz -tel egyenlé. A te-
n

riillet meghatarozasa alapjan (2. tulajdonsag) a téglalap teriilete egyen-
16 a téglalapot alkotd négyzetek teriileteinek Gsszegével, vagyis

1 1 1 1 »p

S=—+—4..+—=pg-—=L-L_gp,
n2 n2 n2 pq n2 n n

pq 6sszeadandd
Ha az a vagy b kozil az egyik irracionalis szam, ez az eset mar nem
tartozik az iskolai geometria tantargy kereteibe. A

Meghatarozas. Azokat a sokszogeket, melyeknek egyenld
a teriilete, egyenld nagysaga sokszogeknek nevezziik.

A tertuilet meghatarozasabdl (1. tulajdonsag) kovetkezik, hogy az
egybevago alakzatok egyenl6 nagysagaak. Példaula _
210. abran két sokszog lathatd, melyek mindegyike | |
hét egységnyi teriiletd négyzetbdl all. Ezek a sokszo-
gek egyenld nagysaguak, de nem egybevagok.

210. abra

p 1. Mit nevezlink a sokszdg teruletének?
e Mit értink azon, hogy megmeérjuk a sokszdg teruletét?
Mit mutat a terllet mérészama?

N

Mivel egyenlé annak a négyzetnek a terulete, melynek oldala %

egység, ha n természetes szam?

Mivel egyenl6 a téglalap tertlete?

Milyen sokszogeket neveziink egyenlé nagysaguaknak?

7. Kilehet-e jelenteni, hogyha két alakzat egybevagd, akkor egyen-
16 nagysagu is?

8. Ki lehet-e jelenteni, hogyha két alakzat egyenlé nagysagu, akkor
egybevago is?

o v
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666.° Hatarozd meg téglalap oldalait, ha az egyik oldala 5 cm-rel na-
gyobb, mint a masik, és a téglalap tertilete 36 cm?!

667.° Atéglalap tertlete 270 cm?, oldalainak aranya pedig5: 6. Meny-
nyivel egyenl6k a téglalap oldalai?

668.° A 211. abran 1évé téglalapok kozil, melyek egyenlé nagysaguak?

211. abra

669.° A 12 cm oldala négyzet és az a téglalap, melynek az egyik
oldala 8 cm, egyenld nagysdaguak. Hatdrozd meg a téglalap
keruletét!

670.° Hatarozd meg annak a négyzetnek a keriiletét, amely egyenld
nagysagu a 2 cm és 32 cm oldalu téglalappal!

671.° Elegendd-e 5 tonna borsd, hogy elvessék egy olyan mezén, amely
téglalap alaku és oldalai 500 m és 400 m, ha 1 ha-nyi tertilet be-
vetéséhez 260 kg vetémag sziikséges?

672.° A fal hossza 6 m, magassaga 3 m. Elegendd-e a fal burkoldsdhoz
5lada 15 cm oldalhosszisagu négyzet alakt csempe, ha egy lada-
ban 160 csempe van?

673.° Egyszeri felhordas esetén a festékbdl 180 g sziikséges 1 m?
falfeltletre. Elegendé-e 3 kg festék egy 6 m széles és 3 m magas
fal lefestéséhez?

674.° Egy edény falara gyakorolt gaznyomas 0,0015 N/m?2. Mekkora
erével nyomja a gaz annak a téglalap alaku edénynek a falat,
melynek mérete 35 x 24 cm?
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675.° Az acél szakitdszilardsaga 60 N/mm?2. Milyen terhelés alatt szakad

676.

677.°

678.

679.

680.

681.

682.°

683.

684.

685.°

el az az acélrid, amelynek keresztmetszete egy 20 mm és 10 mm

oldalu téglalap?

A téglalap d atléja az egyik oldalaval a szoget alkot. Hatarozd meg

a téglalap tertiletét!

A téglalap 15 cm-es oldala az atlgjaval 30°-os szoget zar be. Hata-

rozd meg a téglalap teriiletét!

Hatarozd meg két négyzet teriiletének aranyat, ha oldalaik ugy

aranylanak egyméashoz, mint: 1) 3:4; 2) 2: /5!

Hogyan ardanylanak egyméashoz a négyzet oldalai, ha a tertileteinek

aranya: 1) 25 : 36; 2) 3:49?

A téglalap egyik oldala 28 cm. Hogyan valtozik meg a téglalap

tertlete, ha szomszédos oldalat 5 cm-rel csokkentjik?

Hogyan valtozik meg a téglalap teriilete, ha:

1) két szemkozti oldalat 3-szorosara noveljik;

2) minden oldalat 3-szorosara noveljik;

3) két szemkozti oldalat 6-szorosara noveljik, a masik két oldalat
pedig 3-szorosara csokkentjik?

Hogyan valtozik meg a téglalap tertlete, ha:

1) két szemkozti oldalat 4-szeresére csokkentjik, a masik kettdt
pedig 2-szeresére;

2) két szemkozti oldalat 4-szeresére noveljuk, a masik kettét pedig
4-szeresére csokkentjik?

Az ABCD paralelogramma AD oldalanak D-én tdali meghosszab-

bitasan felveszink egy M pontot gy, hogy AD = MD. Bizonyitsd

be, hogy az ABCD paralelogramma és az ABM haromszog egyenld

nagysaguak!

Az ABCD négyzet teriilete 10 cm? (212. abra). Mivel egyenld

a BMKD téglalap tertlete?

Bizonyitsd be, hogyha az E pont az AK szakasz felez6pontja

(213. 4bra), akkor az AKD haromszog és az ABCD téglalap egyenld

nagysagu!

M K

A D A D
212. abra 213. abra
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686.° Hanyszor nagyobb a kérvonal koré irt négyzet terilete a kérbe irt
négyzet teriuleténél?

687.° A téglalap alaku papirlap oldalai egész szamu centiméterekben
van megadva, teriilete 12 cm?. Hany 4 cm?-es négyzetet lehet egy
ilyen lapbdl kivagni?

688.° A téglalap alakl papirlap oldalai egész szamu centiméterekben van
megadva, teriilete 18 cm? Hany 3 cm oldalhosszisagu négyzetet
lehet egy ilyen lapbdl kivagni?

689.° A téglalap szogfelezdje az atléjat 2 : 7 aranyban osztja. Hatarozd
meg a téglalap teruletét, ha keriilete 108 cm!

690.° A téglalap szogfelezbje az atldjat 1 : 4 aranyban osztja. Hatarozd
meg a téglalap keruletét, ha tertlete 36 cm?!

691." Szerkessz olyan négyzetet, melynek terilete két adott négyzet
tertletének 6sszegével egyenld!

692. A téglalap oldalai a és b. Szerkessz olyan négyzetet, melynek
tertlete megegyezik az adott téglalap teriiletével!

ISMETLO GYAKORLATOK I

693. Az ABCD paralelogramma BD atléjanak felez6merGlegese az
AB és CD oldalait metszi. Az AD és BC oldalak meghosszabbitasat
a BD 4tl6 megfelelGen az M és K pontokban metszi. Allapitsd meg
az MBKD négyszog fajtajat!

694. Az ABCD trapéz AB és CD szarainak meghosszabbitasai az
M pontban metszik egymast. Hatarozd meg az AM szakasz hosszat,
ha AB=6cmés BC:AD=3: 4!

695. Hatarozd meg a rombusz atléinak metszéspontja és az oldala
kozotti tavolsagot, ha a rombusz hegyesszoge 30°-0s, az oldala
pedig 8 cm!

FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

696. Két hasonlé haromszog mindegyikét két haromszogre vagtak szét
agy, hogy az egyik része hasonlé legyen a masik haromszog vala-
mely részével. Lehet-e azt allitani, hogy a méasik két rész szintén
hasonl6 egyméshoz?
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21. A paralelogramma teriilete

21.1. tétel. A paralelogramma teriilete az oldala és erre az
oldalra bocsatott magassiaganak szorzatdval egyenlé.

Bizonyitds.© A 214. 4bran az ABCD paralelogramma lathaté, mely-
nek tertilete S, a magassaga pedig BM. Bebizonyitjuk, hogy S=BC - BM.

Meghtizzuk a CN magassagot. Kénnyen bebizonyithaté (végezzétek
el 6néalléan), hogy az MBCN négyszog téglalap. Bebizonyitjuk, hogy az
igy kapott téglalap egyenlé nagysagu az adott paralelogrammaéval.

A paralelogramma tertlete egyenlé az ABM haromszog és az MBCD
trapéz teruletének Osszegével. A téglalap tertlete egyenld az emlitett
trapéz és a DCN haromszog teriiletének dsszegével. Azonban az ABM és
DCN haromszogek egybevagdk az atfogdjuk és a hegyesszoglik alapjan
(az AB és CD szakaszok egyenldk, mint a paralelogramma szemkozti
oldalai, az 1-es és 2-es szogek egyenlék, mint az AB és DC parhuzamos
és az AD metsz6 egyenes altal alkotott megfelel§ szogek). Tehat ezek
a haromszogek egyenld nagysaguak. Ebbdl kovetkezik, hogy az ABCD
paralelogramma és az MBCN téglalap egyenl6 nagysaguaak.

A 20.1. tétel alapjan a téglalap tertilete egyenlé a BC és BM oldalai-
nak szorzataval. Tehat S=BC - BM, ahol S az ABCD paralelogramma
tertiilete.

A bizonyitas befejezéséhez még azt az esetet is meg kell vizsgalni,
amikor az M pont nem illeszkedik az AD szakaszhoz (215. dbra) vagy a
D csticshoz (216. abra). Ebben az esetben is az ABCD paralelogramma és
az MBCN téglalap egyenld nagysagua. Bizonyitsatok be ezt 6nalléan. A

B o B C B C
1N 2
A N /b O = =
M D A DM N A D(M) N
214. abra 215. abra 216. abra

Ha a paralelogramma oldalat és hozza tartozdé magassagat a-val és
h-val jeloljik, akkor a paralelogramma S tertiletét a kovetkez6 képlettel
szamithatjuk ki:

S=ah

p 1. Mivel egyenld a paralelogramma terilete?
2. Milyen képlettel szamithaté ki a paralelogramma terulete?
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GYAKORLAT I

697.° Hatarozd meg a paralelogramma teriiletét, ha oldala 14 cm, a
hozz4a tartozé magassag pedig 6 cm!

698.° Hatarozd meg a 217. abran lathat6 paralelogrammak teruleteit
(a méretek centiméterekben vannak megadva)!

5,2

3,6

217. dbra

699.° A 218. abran 1év{d paralelogrammak kézil melyek lesznek egyenld

nagysaguak?
amyd /T
/ /
a b
d
N N
A A p;
’ \.
N
N\
N\
N\
AN
f g h i

218. abra

700.° Az ABCD paralelogramma (219. abra) teriilete S. Mivel egyenld
a szinezett rész teriilete?

701.° A paralelogramma teriilete 17 cm?, az egyik oldala pedig 3,4 cm.
Hatarozd meg a paralelogrammanak erre az oldalra bocsatott
magassagat!

702.° A paralelogramma teriilete 40 cm? magassagai 5 cm és 4 cm.
Hatarozd meg a paralelogramma oldalait!
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T
@C%//%%
L L LS,

703.°

704.

705.°

706.°

219. abra

Toltsd ki a tablazatot, ha a a paralelogramma oldala, A erre
az oldalra bocsatott magassdga, S pedig a paralelogramma
terilete!

6,2cm | 16 dm
7 cm 0,9 m
64 dm? | 5,4 m?

Q

>

A paralelogramma oldalai 10 ¢cm és 15 cm, az egyik magassa-
ga pedig: 1) 6 cm; 2) 12 cm. Hatarozd meg a paralelogramma
masik magassagat! Minden esetben hany megoldasa van a
feladatnak?

Hatarozd meg a paralelogramma tertletét, ha oldalai 15 cm és
25 cm, és az egyik atléja merdleges a kisebbik oldalra?
Hatarozd meg a paralelogramma tertletét, ha atléi 26 cm és
24 cm, és az egyik meréleges a paralelogramma oldalara!

707.° A paralelogramma 18 cm hosszisagu atldja merGleges az egyik

oldalara, a masik oldalaval pedig 30°-0s szoget zar be. Hatarozd
meg a paralelogramma tertiletét!

708.° A paralelogramma oldalai a és b, hegyesszoge a. Hatarozd meg

a paralelogramma teruletét!
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709.° A paralelogramma tompaszogének csucsabol bocsatott magassagok
60°-0s szoget zarnak be egymassal. Hatarozd meg a paralelogram-
ma teruletét, ha a magassagai 8 cm és 12 cm!

710.° A paralelogramma oldalai 14 cm és 20 cm, a tompaszog cstcsabdl
bocsatott magassagok 45°-os szoget zarnak be egymassal. Hatarozd
meg a paralelogramma teruletét!

711.° Hatarozd meg a rombusz teruletét, ha a magassiaga 6 cm, a na-
gyobbik atldja pedig 10 cm!

712.° A rombusz kisebbik atldja a, az egyik szoge pedig 60°. Hatarozd
meg a rombusz teruletét!.

713.° Bizonyitsd be, hogy a paralelogramma magassaga forditottan
aranyos azzal az alappal, amelyre a magassagot huztuk!

714.° A paralelogramma oldalai 9 cm és 12 cm, két nem egyenld ma-
gassaganak Osszege pedig 14 cm. Hatarozd meg a parale-
logramma teruletét!

715.° A paralelogramma két oldalanak kulénbsége 12 cm, az ezekre az
oldalakra bocsatott magassagai pedig 15 cm és 10 cm. Hatarozd
meg a paralelogramma teruletét!

716.* Bizonyitsd be, hogy minden a és b oldali paralelogramma kozul
a téglalapnak legnagyobb a tertlete.

ISMETLO GYAKORLATOK I

717. Az ABC haromszoégben adott, hogy C«£ = 90°, AC = 7 cm,
BC = 24 cm, AM a szogfelez6. Hatarozd meg a BAC és az
AMC szogek szinuszat, koszinuszat, tangensét és kotangensét!

718. Az ABC egyenlé szaru haromszog alapja AC, az AM és CK
sulyvonalai az O pontban metszik egymast. Bizonyitsd be, hogy
az AOC haromszog egyenl$ szara, és hatarozd meg az oldalait,
ha AM = 21 cm!

719. Az ABCharomszog AM stlyvonalan ugy jel6ltek meg egy D pontot,
hogy AD : DM =1: 3. A Dponton keresztiil egy egyenest fektettek,
amely parhuzamos az AC oldallal. A C cstcstdl szamitva milyen
aranyban osztja fel ez az egyenes a BC oldalt?

FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

720. Bizonyitsd be, hogy a domborua kilencszégben taldlhaté két olyan
atlé, melyek kozotti szog kisebb, mint 7°!
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22. A haromszog teriilete

22.1. tétel. A haromszoég teriilete egyenlé az oldala és az ol-
dalhoz tartozé magassag szorzatanak felével.

Bizonyitds. © A 220. abran az ABC harom- B
szog lathatd, melynek teriilete S, a magassaga N
pedig BM. Bebizonyitjuk, hogy S = %AC - BM. y
A B és C csticson keresztil az AC és ABolda- A C
lakkal parhuzamos egyeneseket fektetiink
(220. 4bra). Ezek az egyenesek az N pontban 220. abra

metszik egymdst. A paralelogramma meghataro-

zasa értelmében az ABNC négyszog paralelogramma. Az ABC és
NCB haromszogek egybevagbak (bizonyitsatok ezt be 6nalléan).
Tehat a tertleteik egyenldk. Ezért az ABC haromszog tertilete az ABNC
paralelogramma teriiletének felével egyenld. Az ABC haromszog BM
magassaga egyuttal az ABNC paralelogramma magassaga is. Ebbdl

kovetkezik, hogy S = %AC -BM. A

Ha alkalmazzuk a haromszog oldalainak és szogeinek a jel6lését,
akkor a bizonyitott tételekbdl kapjuk, hogy:

O Y
S= 2aha —zbhb 2chc,

ahol S a haromszog tertlete.

Kovetkezmény. A derékszogii haromszog teriilete egyenld
a befogok szorzatdanak felével.

Bizonyitsatok be ezt a tételt énalléan!

O=rr Feladat. Bizonyitsd be, hogy a rombusz teriilete egyenls az
atlék szorzatanak felével.

Megoldds. A 221. abran az ABCD rombusz
lathat6, melynek tertlete S. Az AC és BD atléi
az O pontban metszik egymast. Bebizonyitjuk, hogy

S= %AC - BD.
A 0 C Mivel a rombusz atléi merdlegesek egymasra,

ezért az AO és CO szakaszok a BAD és BCD harom-
szogek magassagai. Ezért felirhaté:

S = Suup + Spep = 3BD+AO + 1BD-CO =

B

D

_1 -1pp.
221, 4bra = 5BD (A0 +CO) = -BD -AC.®
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'l) 1. Hogyan kell meghatarozni a haromszdg terlletét, ha ismert az
oldala és a hozza tartozé magassaga?

2. Hogyan kell meghatarozni a derékszdgili haromszog terlletét, ha
ismertek a befogoi?

GYAKORLATOK I

721.° A haromszog oldala 12 cm, erre az oldalra bocsatott magasséaga
2,5 cm. Hatdrozd meg a haromszog teruletét!

722.° Hatarozd meg a derékszogl haromszog teruletét, ha befogdi
10 cm és 18 cm!

723.° A 222. 4bran lathat6 haromszogek kozil, melyek egyenld nagy-

saguak?

///
/!

a b c
— \\
\\\\ \\ I
d e f
222. dbra

724.° Hatarozd meg a 223. abran 1évé haromszogek tertleteit, ha a
négyzetracs oldala egy hosszegységnyi!

[\ N\ d
VA N _
7
a b c d

223. abra
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725.° A haromszog terulete 48 cm? Hatarozd meg a haromszog oldalat,
ha erre az oldalra bocsatott magassaga 8 cm!

726.° Ismert, hogy a haromszog oldalai 24 cm és 9 cm, ezek koziil a na-
gyobbik oldalhoz tartoz6 magassag 6 cm. Hatarozd meg a kisebb
ismert oldalra bocsatott magassagat!

727.° Toltsd ki a tablazatot, ha a a haromszog oldala, A az ehhez az
oldalhoz tartozé magassaga, S pedig a haromszog teriilete!

a 24cm | 9dm
h 4 cm 5m
S 81 dm? | 65 m?

728.° Hatarozd meg az egyenld szarui haromszog teruletét, ha alapja
24 cm, a széra pedig 13 cm!

729.° Az egyenld szaru haromszog szara 61 cm, az alapra bocsatott
magassaga 60 cm. Hatarozd meg a haromszog tertiletét!

730.° A derékszogl haromszog egyik befogdja 12 cm, az atfogdhoz tartozd
sulyvonal 18,5 cm. Hatarozd meg a haromszog teriiletét!

731.° Hatarozd meg a derékszogl haromszog teriiletét, ha az atfogéjara
bocsatott magassaga az atfogdét 3 és 27 cm-es részekre osztja!

732, A derékszogl haromszog atfogdhoz tartozdé magassaga 8 cm, az
egyik befogéjanak atfogdra bocsatott vetiilete pedig 6 cm! Hatarozd
meg a haromszog teriletét!

733.° Az ABC haromszog BD magassaga a haromszog AC oldalat AD
és CD szakaszokra osztja. Hatarozd meg az ABC haromszog
tertiletét, ha BC = 37 cm, AZ =30°, CD =5 cm!

734.° Az ABC haromszog AM magassaga a haromszog BC oldalat BM
és MC szakaszokra osztja. Hatarozd meg az ABC haromszog te-
riuletét, ha AB = 102 cm, AC = 26 cm, BZ = 45°!

735.° Hatdarozd meg annak az egyenld szard haromszognek a teriiletét,

s

melynek szara b, az alapnal 1év4 szoge pedig o!

736.° Az egyenld szaru haromszog alapjahoz tartozé magassaga h, a
szarszoge pedig B. Hatarozd meg a haromszog tertiletét!

O—rr 737." Hatarozd meg az egyenld oldali haromszog tertiletét, ha
oldala a!

738.° Hatarozd meg az egyenld szaru derékszogd haromszog teriiletét,
ha az atfogdja c!
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739.° Hatarozd meg a derékszogl haromszog atfogéra bocsatott ma-
gassagat, ha a befogdi 10 cm és 24 cm!

740.° A derékszogl haromszogbe irt kor érintési pontja az atfogot
8 és 12 cm-es szakaszokra osztja. Hatarozd meg a haromszog
tertiletét!

741.° Hatarozd meg az egyenld szart haromszog tertiletét, ha a kertilete
54 cm, az alapra bocsatott magassiaga pedig 9 cm!

742.° Az egyenld szard haromszog alapja és az alaphoz tartozé magassag
ugy aranylanak egymashoz, mint 8 : 3. A haromszog szara 40 cm.
Hatarozd meg a haromszog tertletét!

O—11 743.° Bizonyitsd be, hogy a dombort négyszog teriilete egyenld az
atlok szorzatanak felével, ha 4tl6i merGlegesek egymédsra!

744.° A rombusz teriilete 120 cm?, az atléi gy aranylanak egymaéashoz,
mint 5 : 12. Hatarozd meg a rombusz keruletét!

745.° Hatarozd meg a rombusz teriiletét, ha oldala 25 c¢m, atléinak
Osszege pedig 62 cm!

746.° Hatarozd meg a rombusz teriiletét, ha oldala 39 cm, atléinak
kiilonbsége pedig 42 cm!

O—rr 747.: Adott az [ egyenes, és a vele parhuzamos AB szakasz. Bi-
zonyitsd be, hogy az osszes AXB haromszog, ahol X az [ egyenes
tetszGleges pontja, egyenld nagysagu!

748.° Bizonyitsd be, hogyha az egyik haromszég magassaga megegye-
zik a masik haromszog magassagaval, akkor a teriileteik aranya
egyenlé azon oldalaiknak aranyaval, melyekhez az adott magas-
sagok tartoznak!

O=11 749.* Bizonyitsd be, hogy a silyvonal a haromszoget két egyenld
nagysagu haromszogre osztja!

O=11 750.° Az ABC haromszog AC oldalan felvettek egy M pontot tgy,

m,

AM _m o , Sasn _
hogy uC - Bizonyitsd be, hogy T

CBM

751. A haromszogben meghtztak a harom stlyvonalat. Bizonyitsd be,
hogy ezek hat egyenld nagysagi haromszogre osztjak az adott
haromszoget!

752.° Az ABC haromszog B cstucsan at két egyenest huzzal gy, hogy
ezek harom egyenld nagysaga haromszogre osszak az eredeti
haromszoget!

753.° A paralelogramma csicsan at ugy fektess egyeneseket, hogy ezek
az adott paralelogrammat: 1) négy egyenlé nagysagu sokszogre;
2) 6t egyenld nagysagu sokszogre osszak fel

754.° A rombusz csticsan at fektess két olyan egyenest, melyek az adott
rombuszt harom egyenld nagysagu sokszogre osszak!



@; 22. Aharomszdg terilete 159

755.° Szerkessz olyan haromszoget, amely egyenl6 nagysagu az adott
paralelogrammaval!

O=rr 756.° A haromszogben meg van hiizva mind a hdrom magassag.
Bizonyitsd be, hogy a legnagyobb oldalhoz a legkisebb magassag
tartozik!

O=1r 757.* Az ABC haromszog AC oldalén tgy jelsltek egy M pontot,

hogy % = % Legyen X pont a BM szakasz egy tetszdleges pont-

=m,

ja. Bizonyitsd be, hogy 'ZAJ
n

CBX

758.” A derékszogl haromszogbe irt korvonal érintési pontja az atfogét
olyan szakaszokra osztja, melyek kozil az egyik 14 cm-rel nagyobb
a masiknal. Hatarozd meg a haromszog tertiletét, ha a beirt kor
sugara 4 cm!

759.** Az ABC derékszogl haromszogben az AB atfogéhoz a CM magassag
tartozik. Az ACM haromszog terulete 6 cm?, a BCM haromszogé
pedig 54 cm?. Hatarozd meg az ABC haromszog oldalait!

760. Hatarozd meg a derékszogl haromszog teriiletét, ha a hegyesszog
szogfelezdje a szemkozti befogdt 21 és 35 cm-es szakaszokra osztja!

761. Hatarozd meg a derékszogl haromszog tertiletét, ha a derékszog
szogfelezbje az atfogdt 2 és 6 cm-es szakaszokra osztja!

762.” Az egyenld szart haromszogbe irt korvonal kézéppontja az alapra
bocsatott magassagat 34 és 16 cm-es szakaszokra osztja. Hatarozd
meg az adott haromszog tertletét!

763.* Az egyenl( szart haromszogbe korvonal van irva. Az érintési pont
a haromszog szarat a csucsatdl szamitva 9 : 8 aranyban osztja.
Hatarozd meg a haromszog tertletét, ha a beirt kor sugara 16 cm!

764." Az ABC egyenl§ oldali haromszog AB, BC, AC oldalainak B, C
és A pontokon tuli meghosszabbitasara megfeleléen a D, E és F
pontokat jelolték tgy, hogy BD = CE = AF = 2AB. Hatarozd meg
a DEF haromszog tertletét, ha az ABC haromszog teriilete 1 cm?!

765." Az ABC haromszogben jeldltek egy M pontot gy, hogy az AMB,
BMC és AMC haromszogek tertiletel egyenlGk. Bizonyitsd be, hogy
az M pont az ABC haromszog sulyvonalainak metszéspontja!

766." Az ABC haromszog AC oldalan jeloltek egy D pontot. Ezen a pon-
ton at huzz egy egyenest ugy, hogy az adott haromszoget egyenld
nagysagu sokszogekre ossza fel!

767." Bizonyitsd be, hogy az egyenl§ oldali hdromszog barmely pontja és
az oldalai kozotti tavolsagok Gsszege az adott haromszogre nézve
egy allandé mennyiség!
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ISMETLO GYAKORLATOK IS

768. Az ABC egyenl§ szard haromszogben (AC = BC) az A szog szogfe-
lezGje a BC oldalt egy M pontban metszi. Hatarozd meg az ABC
haromszog szogeit, ha AMB/ = 117°!

769. Az egyenls szaru trapéz alapjai 18 cm és 12 cm. Szara az alappal
30°-o0s szbget zar be. Hatarozd meg a trapéz atléjat!

770. Az egyenlf szaru trapézba irt kor kozéppontja a trapéz szaranak
végpontjaitdl 12 cm és 16 cm tavolsagra van. Hatdrozd meg a
trapéz kertiletét!

FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

771. A sikon adott n pont(n > 3), kéziilik barmely harom nem egy egye-
neshez illeszkedik. Bizonyitsd be, hogy létezik olyan haromszog,
melynek cstcsai az adott pontok lesznek, amelyhez egyetlen egy
pont sem fog tartozni az (n — 3) pont kozul!

23. A trapéz teriilete

23.1. tétel. Atrapézteriilete az alapok szamtani kozepének és
magassdganak szorzatdval egyenlé.

Bizonyitds: © A 224. abran lathaté 54 g

C
ABCD trapéz (AD || BC) teriilete S. A CN
szakasz a trapéz magassaga. Bebizonyitjuk, hogy Zx
S=3 (BC+AD)-CN. 4

N D

Meghuzzuk az AC atlojat és a trapéz AM ma-
gassagat. Az AM és CN szakaszok az ABC és ACD 224. abra
haromszogek magassagai.

S=Susc+Sucp=3BCAM + AD- CN =

:%BC-CN+ %AD-CN: % (BC + AD)- CN. A

Ha a trapéz alapjait és a magassagat megfelelen a, b és h
betlikkel jeloljik, akkor a trapéz S tertletét a kovetkezd képlettel sza-
mithatjuk ki:

Sza;b.h
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Kovetkezmény. A trapéz magassaga kozépuvonalanak és
magassdaganak szorzatdval egyenlé.

p 1. Fogalmazd meg a trapéz teriletérél szol6 tételt!
2. Milyen képlettel lehet kiszamitani a trapéz tertletét?

|
WGYAKORLATOK [ .

772.°

773.°

774.°

775.°

776.°

771.°

778.°

779.°

780.°

Hatarozd meg a trapéz teriiletét, ha az alapjai 7 cm és 12 cm, a
magassaga pedig 6 cm!

Hatarozd meg a trapéz tertletét, ha kézépvonala 18 cm, a magas-
saga pedig 9 cm!

A trapéz teriilete 96 cm? magassaga 3 cm. Hatdrozd meg a trapéz
alapjait, ha ezek ugy aranylanak egyméshoz, mint 3 : 5!

A trapéz teriilete 45 cm?, az egyik alapja 8 cm, magassaga pedig
6 cm. Hatarozd meg a trapéz masik alapjat!

Hatarozd meg az egyenld szaru trapéz teriletét, ha alapjai 14 cm
és 16 cm, atldja pedig 17 cm!

Mivel egyenl6 annak a derékszogd tra- ____ -
péznak a terililete, melynek alapjai o

14 cm és 16 cm, a nagyobbik szara pedig -

J65 cm? -

Hatarozd meg az egyenld szard trapéz 0,8
tertiletét, ha alapjai 14 cm és 32 cm,

a szdra pedig 15 cm! 225. abra

A 225. dbran egy trapéz alakt arok keresztmetszete lathat6. Hata-

rozd meg az arok keresztmetszetének teriiletét (méretei méterben
vannak megadva)!

Hatarozd meg a 226. abran 1év( trapézok teruleteit (méreteik
centiméterben vannak megadva)!

40 32
% ~
45° 45° 60°
60 48
a b

226. abra
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781.° Hatarozd meg a 227. dbran 1évé trapéz te- 24
riiletét (méretei centiméterekben vannak 1500 20
megadva)!

782.° Azegyenl( szaru trapéz atldja a hegyesszog 36
szogfelezdje, és a kozépvonalat 6 és 12 cm-
es részekre osztja. Hatarozd meg a trapéz 227. abra
teriiletét!

783.° A derékszogl trapéz egyik atloja egyuttal a tompaszogének
szogfelezgje. Hatarozd meg a trapéz tertiiletét, ha alapjai 9 cm és
17 cm!

784.° A trapéz alapnal 1évls hegyesszogeinek szogfelezdi a masik
alaphoz illeszked6 pontban metszik egymast. Hatarozd meg
a trapéz teruletét, ha szarai 17 cm és 25 cm, magassaga pedig
15 cm!

785.° A trapéz alapnal 1év6 tompaszogeinek szogfelez6l a masik alap-
hoz illeszkedd pontban metszik egymast. Hatarozd meg a trapéz
teruletét, ha szarai 10 cm és 17 cm, magassaga pedig 8 cm!

786.° Az egyenl( szard trapéz szara 20 V3 cmés az alappal 60°-0s szoget
alkot. Mekkora a trapéz teriilete, ha kor irhat6 bele?

787.° Az egyenld szaru trapéz alapjai 32 cm és 50 cm. Mekkora a trapéz
teriilete, ha kor irhaté bele?

788.° A derékszogl trapéz kisebbik alapja 8 cm, hegyesszoge pedig 45°.
Hatarozd meg a trapéz tertletét, ha kor irhat6 bele!

789.° A derékszogl trapéz nagyobbik alapja 28 cm, hegyesszoge 30°.
Hatarozd meg a trapéz teriiletét, ha kor irhaté bele!

790.° Bizonyitsd be, hogy az az egyenes, amelyhez a trapéz koézépvo-
nalanak felez6pontja illeszkedik és metszi az alapjait, az adott
trapézt két egyenld nagysagu sokszogre osztja!

791.° Szerkessz az adott trapézzal egyenld nagysagu:
1) paralelogrammat, amely nem téglalap;
2) téglalapot!

792.° Szerkessz az adott trapézzal egyenld nagysdgi haromszoget!

793. Hatarozd meg az egyenld szaru trapéz tertletét, ha alapjai 24 cm
és 40 cm, az atldja pedig meréleges a szarara!

794.>* Az egyenld szaru trapéz atléja merdleges a 15 cm hosszisagu szar-
ra. Hatarozd meg a trapéz teriiletét, ha a koréirt kérének sugara
12,5 cm!

795.> A trapéz merdleges atlo1 koziil az egyik 48 cm, a k6zépvonala pedig

25 cm. Hatarozd meg a trapéz teriletét!
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796. Az egyenld szaru trapéz atldja egyuttal hegyesszogének szogfele-
zGje, és merdleges a szarara. Hatarozd meg a trapéz teriletét, ha
a kisebbik alapja a!

797. Az egyenl( szara trapézba kor van irva. Az érintési pont az egyik
szarat 4 és 9 cm-es szakaszokra osztja. Hatarozd meg a trapéz
teriletét!

798.>* A derékszogl trapézba egyl2 cm sugara kor van irva. A nagyob-
bik szarat az érintési pont két szakaszra osztja, melyek kozil a
nagyobb 16 cm. Hatarozd meg a trapéz tertletét!

799. Az egyenl( szaru trapéz atléja a tompaszog cstcsabol bocsatott
magassagat 15 és 12 cm-es szakaszokra osztja, a trapéz szara pedig
egyenld a kisebbik alapjaval. Hatdrozd meg a trapéz teruletét!

800.** A derékszogl trapéz nagyobbik atldja a tompaszog csticsabdl bo-
csatott magassagat 15 és 9 cm-es szakaszokra osztja. A nagyobbik
szara a trapéz kisebbik alapjaval egyenld. Hatarozd meg a trapéz
teriletét!

801." Az ABCD trapézban adott, hogy BC || AD, az M pont az AB sza-
kasz felezGpontja. Hatarozd meg a CMD haromszog teruletét, ha
az adott trapéz terilete S!

ISMETLO GYAKORLATOK I

802. Az ABCD paralelogramma keriilete 50 ¢cm, az ABD haromszog
kertlete pedig 40 cm. Hatarozd meg a paralelogramma oldalait,
ha AD = BD!

803. Az ABCD rombusz AC atléja annak a korvonalnak az atmérdje,
amely atmegy az AB szakasz felezépontjan. Hatarozd meg a rom-
busz szogeit!

804. Az ABC haromszog AB, BC és AC oldalain megfeleléen
felvették az M, K és D pontokat gy, hogy MK || AC, DK || AB,
BK : KC = 3 : 2. Hatarozd meg az AMKD négyszog kertletét, ha
AC=15cm, AB=25cm!

FIGYELD MEG, RAJZOLD LE,
SZERKESZD MEG, KEPZELD EL!

805. Az 1,5 cm oldalhosszisagu négyzetet le lehet-e takarni harom
1 cm oldalhosszisaga négyzettel?
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w4 AZ EGYMASBA ATDARABOLHATO NS
- ES EGYENLO NAGYSAGU SOKSZOGEK

Ha egy sokszoget szét lehet darabolni olyan részekre, melyekbdl egy
masik sokszoget lehet 6sszerakni, akkor ezeket egymasba atdarabol-
hato sokszogeknek nevezzik.

Ha egy téglalapot az atléja mentén kettévagjuk (228. abra), akkor
két olyan egybevagd derékszogl haromszoget kapunk, melyekbdl 6ssze-
rakhaté egy egyenld szart haromszog (229. dbra). A 228. és 229. abran
1évs alakzatok egymasba atdarabolhatéak lesznek.

.

228. abra 229. abra

Szemmel lathatd, hogy az egymésba atdarabolhaté alakzatok egyenld
nagysaguak is. Ezt a tényt alkalmazzak a tételek bizonyitasakor, és a
feladatok megoldasa soran is. Példaul a 21.1. tétel bizonyitasa soran a
paralelogrammat az ABM haromszogre és az MBCD trapézra vagtuk
szét, melyekbdl kialakitottuk az MBCN téglalapot (lasd a 215. 4brat).

Ha a haromszoget a kozépvonala mentén kettévagjuk, akkor egy
haromszoget és egy trapézt kapunk, melyekbél 6ssze lehet rakni egy
paralelogrammat (230. abra).

Ay AN

230. abra 231. abra

Konnyen megéallapithat6 (6nalléan végezzétek el), hogy a haromszog
feldarabolasaval a haromszog teriiletének képletét egy masik modszer-
rel is megkaphatjuk (22.1. tétel). Ugyanezt a célt szolgalja a haromszog
feldaraboldsa, melynek segitségével téglalapot kapunk (231. 4bra).

Eukleidész az Elemek cim konyvében a kévetkezbképpen fogalmazza
meg a Pitagorasz-tételt:

»A derékszogli haromszogekben a derékszoggel szemkozti oldalra
emelt négyzet teriilete egyenld a derékszoget kozrefogé oldalakra emelt
négyzetek 6sszegével.”
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Vagyis: az atfogora szerkesztett négyzet tertlete egyenld a befogdkra
szerkesztett négyzetek teriileteinek 6sszegével.

Ha bebizonyitjuk, hogy a befogékra emelt négyzeteket szét lehet
darabolni olyan részekre, amelyekbdl egy olyan négyzetet lehet 6ssze-
rakni, melynek az oldala megegyezik az atfogd hosszaval, akkor ezzel a
Pitagorasz-tételt is bebizonyitottuk.

A 232. dbran a szétdarabolds egy lehetséges modjat mutatjuk be.
A befogdkra emelt négyzeteket S,, S,, S,, S, teriiletd részekre vagjuk
szét. Ezekbdl a részekbdl egy, az atfogora emelt négyzetet rakunk 6ssze.

B
C
N\ Ss S,
- A
S, A S H D
232. abra 233. abra

A sokszog teriiletének meghatarozasabdl kovetkezik, hogy az egymas-
ba atdarabolhatd sokszogek teriiletei egyenlGk egyméssal. A kovetkezd
tétel azonban nem ilyen egyértelm.

Tétel. Két azonos teriiletii sokszog atdarabolhato egymasba.

Ezt a tételt elGszor 1832-ben bizonyitotta be Bolyai Farkas magyar
matematikus. Nem sokkal kés6bb Paul Gerwien német matematikus
egy masik bizonyitdsat adta meg. Ezért ezt a tételt Bolyai-Ger-
wien-tételnek nevezzik.

GYAKORLATOK I

1. Bizonyitsd be, hogy a trapéz atdarabolhat6 egy olyan paralelogram-
mava, melynek alapja a trapéz kézépvonalaval egyenlG, magassaga
pedig a trapéz magassagaval!

2. Bizonyitsd be, hogy a trapéz teriilete egyenld a trapéz szaranak és a tra-
péz masik szara felez6pontjabdl bocsatott merdleges szakasz hossza-
nak szorzataval, melyet az adott oldalt tartalmazé egyenesre htizunk!

3. Az ABCD négyszogben az ABC és ADC szégek derékszogek, az AB
és BC oldalak egyenlSk (233. abra). Adott, hogy BH 1. AD és BH = 1.
Hatarozd meg az ABCD négyszog teriletét!
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=2 CEVA-TETEL mu—

Az ABC haromszog BC, CA és AB oldalain jeldljiink tetszéleges A,
B,, C, pontokat (234. abra). Ezeket az AA,, BB,, CC, szakaszokat az ABC
haromszog Ceva-szakaszainak nevezziik, amit Giovanni Benedetto
Ceva (1648-1734) olasz mérnokrsl és matematikusrél neveztek el, aki
egy csodalatos tételt fedezett fel.

234. abra 235. abra

Ha az A,, B,, C, pontokat ugy jeldljiikk, hogy a Ceva-szakaszok
szogfelezbi vagy oldalfelez6i vagy magassagai egy hegyesszogld harom-
szognek, akkor a Ceva-szakaszok egy pontban metszik egymast.

Ha harom egyenes egy pontban metszi egymast, akkor ezeket
osszefuto egyeneseknek nevezziik.

A Ceva-tétel fogalmazza meg azt a feltételt, mikor tekintheté harom
tetszdleges Ceva-szakasz Osszefutd egyenesnek.

Tétel. Ahhoz, hogy az ABC haromszog AA,, BB, CC, Ceva-sza-
kaszai egy pontban metsszék egymadst, sziikséges és elégséges, hogy
a kovetkezd egyenléség teljesiiljon:

AC, BA, CB, .
CB AC BA )

Bizonyitds. El6szor bebizonyitjuk az egyenesek osszefutasanak
sziikséges feltételét: ha az AA , BB,, CC, Ceva-szakaszok egy pontban
metszik egymast, akkor teljesiilnie kell a (*) egyenldségnek.

Alkalmazva a 757. kulcsos feladat eredményét, felirhaté a kévetkezd
egyenlGség (235. abra):

AC, Sy BA_Siy  CE Sy
CIB SBDC ’ AIC SADC ’ BIA SABD

Egymassal 0sszeszorozva ezeket az egyenl8ségeket, megkapjuk

a (*) egyenlGséget.




@; Ceva-tétel 167

Most bebizonyitjuk az egyenesek 6sszefutasanak elégséges feltételét:
ha tejesiil a (*) egyenlGség, akkor az AA,, BB,, CC, Ceva-szakaszok egy
pontban metszik egymast.

Legyen az AA, és BB, Ceva-szakaszok metszéspontja D, és a C csucs-
ra valamint a D pontra illeszkedd Ceva-szakasz az AB szakaszt egy C,
pontban metszi. A fenti bebizonyitas alapjan felirhaté, hogy:

AC, . BA, . CB

C,B AC BA
Ennek az egyenldségnek a bal oldalat egyenlGvé téve a (*) egyenlGség
AC, AC,
CB C,B
az AB szakaszt ugyanolyan aranyban osztjak fel, azaz egybeesnek.
Tehat a CD egyenes az AB oldalt a C, pontban metszi. A

bal oldalaval, a kévetkez6t kapjuk:

, vagyis a C, és C, pontok

GYAKORLATOK I

1. Bizonyitsd be, hogy:
1) a haromszog sulyvonalai 6sszefutd egyenesek;
2) a haromszog szogfelezbi 6sszefutd egyenesek;
3) a haromszog magassagai osszefutd egyenesek!

2. Legyen A,, B,, C, pontok az ABC haromszogbe irt kérvonalanak
a BC, AC, AB oldalaihoz tartoz6 érintési pontjai. Bizonyitsd be,
hogy az AA,, BB,, CC, Ceva-szakaszok 0sszefuté egyenesek
lesznek!

3. Az AP, BP és CP egyenesek az ABC haromszog oldalait megfeleléen
az A, B, és C, pontokban metszik. Bizonyitsd be, hogy a BC, CA és
AB szakaszok felezGpontjain athaladé egyenesek, melyek megfelelGen
parhuzamosak az AP, BP és CP egyenesekkel, 6sszefut6 egyenesek
lesznek!

Utmutatdas: Alkalmazd a Ceva-tételt arra a haromszogre, melynek
csucsai az ABC haromszog oldalainak felez6pontjai!
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4. SZ. FELADATSOR. ONELLENORZES TESZT FORMAJABAN

1. Hany oldalt a domboru n-szog, ha szégeinek 6sszege 1260°?
A) T, B) 9; C) 11; D) 13.

2. A domborta n-szognek 14 atlgja van. Mennyivel egyenld a szogeinek
Osszege?
A) 1000°; B) 800¢; C) 900°; D) 720°.

3. Hogyan valtozik meg a téglalap teriilete, ha minden oldalat tizedére
csokkentjik?
A) 100-adara csokken;
B) 20-adéara csokken;
C) 10-edére csokken;
D) 1000-redére csokken.

4. A paralelogramma terulete 80 cm?, az egyik oldala pedig 16 cm.
Milyen lehet a paralelogramma szomszédos oldalanak hossza?
A) 2 cm; B) 3 cm; C) 4 cm; D) 6 cm.

5. Az ABCD paralelogramma BC oldalan jeloltiink egy M pontot ugy,
hogy BM : MC =1 : 3. Mivel egyenld az ABM haromszog terulete, ha
a paralelogramma tertilete S?
S S S S
S, 2, o, D) 2.
n5; B 5 ©) ) S
6. A 236. abran mindegyik kis négyzet teriilete 4 cm?. Mennyi a nagy
négyzet teriilete?

A) 16 cm?; B) 20 cm?; C) 32 cm?; D) 40 cm?.
B
Aé ' | ‘
Ol 02

236. abra 237. abra
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7. Az 1 cm-es sugaru korbe egy négyzetet és egy egyenld oldali harom-
szoget irtak. Mivel egyenld az adott haromszog és a négyzet teriile-
teinek aranya?

A)i B) 343; c>i D) i

8. Az O, és O, pontok két egyenl6 nagysagu kor kézeppontjau, melyeknek
egy kozos pontjuk van (237. dbra), BO, L O,0,, AB = 10 cm. Mivel
egyenlé az ABO, haromszog teriilete?

A) 10 cm?; B) 15 cm?; C) 18 cm? D) 20 cm?2.

9. Adott két A és B pont. Az olyan X pontok mértani helye, melyekre
az AXB haromszogek teriletel az adott S szammal egyenldk:
A) egy AB atmérdji kor;

B) az AB szakasz felez6meroélegese;
C) az AB egyenessel parhuzamos egyenes;
D) két egyenes, melyek parhuzamosak az AB-vel.

10. Az egyenl(§ szaru trapéz atloi merdlegesek egymadsra, és a trapéz
koézépvonalat harom egyenld részre osztjak. Mivel egyenld a trapéz
tertlete, ha a nagyobbik alapja 12 cm?

A) 50 cm?; B) 64 cm?; C) 81 cm? D) 144 cm?.

A 4. PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASA

A domboru n-sz6g szégeinek O0sszege
A dombord n-szog szogeinek 6sszege 180°(n — 2).

A sokszog koré irt korvonal

A sokszog koré irt korvonalnak azt a kérvonalat nevezziik, amelyhez
a sokszog minden cstcsa illeszkedik.

A sokszogbe irt korvonal

Azt a kérvonalat, amely a sokszog minden oldalat érinti, a sokszogbe
irt kérvonalnak nevezziik.

A sokszog teriilete

A sokszog teriiletének azt a pozitiv mennyiséget nevezzik, amely a

kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkezik:

1) az egybevago sokszogek teriiletei egyenldk;

2) ha egy sokszoget egymasba atdarabolhaté sokszogekre vagunk
szét, akkor a részek teriiletének Osszege a sokszog tertletével
egyenld;
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3) a terulet egységének az egységnyi oldali négyzet tertiletét te-
kintjik, vagyis annak a négyzetnek a teriiletét, amelynek oldala
egységnyl hosszisagu.

A téglalap teriilete
A téglalap teriilete a két szomszédos oldalanak szorzataval egyenld.

Egyenl6 nagysagu sokszogek
Azokat a sokszogeket, melyeknek egyenld a tertlete, egyenld nagy-
sagu sokszogeknek nevezzik.

A paralelogramma teriilete
A paralelogramma tertilete az oldala és erre az oldalra bocsatott
magassaganak szorzataval egyenld.

A haromszog teriilete
A haromszog teriilete egyenld az oldala és az oldalhoz tartozé ma-
gassag szorzatanak felével.

Derékszogi haromszog teriilete
A derékszogd haromszog terilete egyenld a befogdk szorzatanak
felével.

A trapéz tertilete

e A trapéz terulete az alapok szamtani kézepének és a magassaga-
nak szorzataval egyenld.

e A trapéz terilete a kozépvonalanak és a magassaganak szorza-
taval egyenld.
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806.

807.

808.

809.

810.

811.

812.

A 8. OSZTALYOS TANANYAG ISMETLO GYAKORLATAI

1. Négyszdgek

Hatarozd meg a paralelogramma keriiletét, ha az egyik szégének
szogfelezbl a paralelogramma oldalat 9 és 14 cm-es szakaszokra
osztja!

Az ABCD paralelogramma BAD szogének szogfelezdje a BC oldalt

az M pontban metszi Ggy, hogy BM : MC =5 : 4. Hatarozd meg a

paralelogramma oldalait, ha a BOC haromszog keriilete 8 cm-rel

hosszabb, mint a COD haromszogé, ahol az O pont a paralelogram-
ma atléinak a felezépontja!

Az ABCD paralelogrammaéban adott, hogy 2ADB/ = A/ + BDC~.

Hatarozd meg az ADB szoget!

Az ABCD paralelogrammaban AB = a, BC=b, a > b. Az ABD és

CBD haromszogekbe irt kérvonalak a BD atlét megfelel6en az M

és K pontokban metszik. Hatarozd meg az MK szakaszt!

Hany kilénb6z6 paralelogrammaét lehet 6sszerakni két egybevago

haromszogbdl, ha ezek: 1) egyenld oldaluak; 2) egyenld szaruak;

3) kiilonbo6z6 oldaldak?

Igaz-e az allitas:

1) ha a négyszog atloi egyenldk, akkor ez a négyszog paralelogram-
ma;

2) ha a négyszog két oldala parhuzamos egymassal és az atléinak
metszéspontja egyenld tavolsagra van ezektll az oldalaktol,
akkor ez a négyszog paralelogramma;

3) ha a négyszog két oldala parhuzamos, a masik kettd pedig
egyenlG, akkor ez a négyszog paralelogramma;

4) ha a négyszog két szemkozti szogének szogfelezdje merdleges a
harmadik szogének szogfelezGjére, akkor ez a négyszog para-
lelogramma,;

5) ha a négyszioget az atldja két egybevagd haromszogre osztja,
akkor ez a négyszog paralelogramma;

6) ha anégyszoget minden atldja két egybevagd haromszogre osztja,
akkor ez a négyszog paralelogramma;

7) ha a négyszog minkét szemkozti csticsa egyenld tavolsagra van
attol az atlotol, amely a masik két csucsat koti 6ssze, akkor ez
a négyszog paralelogramma?

Igaz-e az allitas:

1) ha a négyszog két szemkozti oldala parhuzamos egymassal, és
az egyik atléja két egybevagd haromszogre osztja a négyszoget,
akkor ez a négyszog paralelogramma;
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813.

814.

815.

816.

817.

818.

819.

820.

821.

2) ha a négyszog két oldala parhuzamos egymadssal, és az atlok
felez6pontja az egyik atlét felezi, akkor ez a négyszog parale-
logramma;

3) ha anégyszog két szemkozti oldala egyenls és az atldi is egyenldk,
akkor ez a négyszog paralelogramma?

A rombusz kertlete 8 cm, a magassaga pedig 1 cm. Hatarozd meg

a rombusz szogeit!

Az ABCD rombusz B szoge 40°-0s, az M és K pontok az A csucsbél

bocsatott BC és CD merdélegesek megfelel6 talppontjai. Hatarozd

meg az AMK haromszog szogeit!

Az ABCD téglalap A csticsabdl az AC atléra bocsatott merGleges az

ABC szoget olyan részekre osztja, melyek aranya 1 : 3. Hatarozd

meg az adott merdleges és a BD atlé kozotti szoget!

A téglalap atldjanak felezGmerdlegese a nagyobbik oldallal 60°-os

szoget alkot. Ennek az egyenesnek a téglalap belsejébe es6 szakasza

12 cm. Hatarozd meg a téglalap nagyobbik oldalat!

Az ABCD rombusz AC atldjan tgy jelolték az M és K pontokat, hogy

AM = CK. Bizonyitsd be, hogy ABM/ = CBK/!

A rombusz kertilete 42 cm-rel hosszabb a rombusz oldalanél. Ha-

tarozd meg a rombusz kertletét!

Igaz-e az allitas:

1) ha a négyszog atloi egyenldk, akkor ez a négyszog téglalap;

2) ha a négyszog atléi egyenlGk és merdGlegesek, akkor ez a négyszog
négyzet;

3) ha a négyszog atléi merdlegesek és a metszéspontjukban felezik
egymast, akkor ez a négyszog négyzet;

4) ha a négyszog atloi egyenldk, merdlegesek és a metszéspontjuk-
ban felezik egymast, akkor ez a négyszog négyzet;

5) ha a négyszog harom oldala egyenld, az atlé pedig az egyik szo-
gének szogfelezdje, akkor ez a négyszog rombusz?

Ha egyetértesz az allitassal, akkor indokold meg azt, ha nem ér-

tesz egyet, akkor rajzolj egy olyan négyszoget, amellyel cafolod az

allitast!

Az ABC haromszog AB, BC, AC oldalain megfelelGen jelolték a D,

F és E pontokat gy, hogy BD = BF = DE = EF. Bizonyitsd be, hogy

az F pont a BDE szog szogfelezGjéhez illeszkedik!

A kor AC hurjanak felezpontja és az AB atmérdje kozotti tavolsag
4 cm. Hatarozd meg a BC hur hosszat, ha BACZ = 30°!
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822.

823.

824.

825.

826.

827.

828.

829.

830.

831.

832.

833.

834.

Szerkessz paralelogrammat adott csticsa és ezt a csticsot nem tar-
talmaz6 oldalainak felez6pontjai altal!

Az ABCD trapéz AB szara és a BC alapja megfelelen 16 cm és 15
cm. Melyik szakasz metszi a BAD szog szogfelezdjét: a BC alapja
vagy a CD szara?

Az egyenld szara trapéz atlojanak hossza egyenld a hosszabbik
alapjaval, és 40°-os szoget zar be vele. Hatarozd meg a trapéz szo-
geit!

A korvonalon kiviil 1évd ponton athaladé metszd egyenesek kozotti
szog 35°. E szog a szarai kozott keletkezd ivek kozil a nagyobb,
100°%-o0s. Hatarozd meg az adott szog szarai kozé esd kisebbik iv
fokmértékét!

Bizonyitsd be, hogyha a szog csticsa a koron kivil fekszik, és a szog
az atmérdre tamaszkodik, akkor ez hegyesszog!

Bizonyitsd be, hogyha a szog csticsa a korben helyezkedik el, és
a sz6g az atmérdre tamaszkodik, akkor ez tompaszég vagy
egyenesszog!

Az ABCD Kkorbe irt négyszog atloi merélegesek, ACBZ = 10°,
BDCZ =170° Hatarozd meg az adott négyszog szogeit!

2. A haromszogek hasonlésaga

Két parhuzamos egyenes az A és C pontokban metszi az M
csucsu szog egyik szarat, a masik szarat pedig megfeleléen a B
és D pontokban. Hatarozd meg az MA és MC szakaszokat, ha
MB=BD=2:3és MA+ MC =14 cm!

Hatarozd meg a trapéz alapjainak aranyat, ha az atléi a trapéz
kozépvonalat harom egyenl( részre osztja!

Az ABC haromszog BD sulyvonalan felvettek egy M pontot ugy,
hogy BM : MD = 3 : 2. Az AM egyenes a BC oldalt egy E pontban
metszi. Milyen aranyban osztja fel az E pont a BC oldalt a B cstcstdl
szamitva!

Az ABCD paralelogramma A szégének szogfelezGje a BD atlot
és a BC oldalt megfelelGen az E és F pontokban metszi, BE : ED =
= 2:7. Hatarozd meg a BF : FC arany értékét!

Az ABC haromszoég AD és BM oldalfelezbi az O pontban metszik
egymast. Az O ponton 4t az AC oldallal parhuzamosan egy egyenest
fektettek, amely a BC oldalt a K pontban metszi. Hatarozd meg a
BK, DK és KC szakaszok hosszat, ha BC =18 cm!

Az ABC haromszoég BD szogfelezGje az AC oldalt AD és DC szaka-
szokra osztja. Ezek a szakaszok Ugy aranylanak egymashoz, mint
3 : 5. Hatarozd meg az AB és BC oldalait, ha 6sszegiik 56 cm!
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835.

836.

837.

838.

839.

840.

841.

842.

843.

844.

845.

846.

s a1 2 .. ’ . 2 , .
Az egyenlé szarui haromszogbe irt kor sugara §-ed része a harom-

szog alapjara bocsatott magassaganak. Hatarozd meg a haromszog
oldalait, ha a kertlete 72 cm!

A haromszog oldalai 2,5 cm, 4,5 cm és 6 cm. Hatarozd meg annak
a hasonl6é haromszoégnek az oldalait, amelynek legnagyobb oldala
24 cm!

Az ABC haromszigbe ADEF rombuszt irtak ugy, hogy az A szoguk
koz6s, az E csucsa a BC oldalra illeszkedik. Hatarozd meg a rombusz
oldalait, ha AB=a, AC = b!

A paralelogramma kertilete 72 cm, magassigainak ardanya pedig
5:7. Hatarozd meg a paralelogramma oldalait!

Adott harom pont, melyek nem illeszkednek egy egyeneshez. Fek-
tess egy egyenest, amely egyenld tavolsagra lesz ezekt6l a pontoktol!
Héany megoldasa van a feladatnak?

Az MB egyenes a kort az A és B pontokban metszi (az A pont az M és
B kozott helyezkedik el), az MD egyenes pedig a C és D pontokban
(a Cpont az M és D pontok kozott helyezkedik el). Hatarozd meg
az AB szakaszt, ha AB=MC, MA =20 cm, CD =11 cm!

Az AB egyenes a B pontban érinti az adott kort, az AC
egyenes a C és D pontokban metszi azt (a D pont az A és C pontok
kozott helyezkedik el). Hatarozd meg a CD szakasz hosszat, ha
AB=6cm, AC=9 cm!

Az AB és CD hurok az M pontban metszik egymast, CM = 4 cm,
DM = 6 cm, az AM szakasz 2 cm-rel hosszabb a BM szakasznal.
Hatarozd meg az AB hurt!

Az A csucsu szog egyik szaran B és C pontokat jeloltek, a
masik szaran pedig a D és E pontokat, mikézben AB = 10 cm,
AC=18cm, AD : AE=5:9. Hatarozd meg a CE szakasz hosszat,
ha BD = 20 cm!

3. A derékszogii haromszogek megoldasa

A derékszogl haromszog atfogdjara htuzott stilyvonal hossza 10 cm.
Az atfogd felezdpontja és az atfogéra bocsatott magassag talppontja
kozotti tavolsag 6 cm. Hatdrozd meg a haromszog keruletét!

Az egyenl( szart haromszog szara 15 cm, az alapra bocsatott ma-
gassaga 6 cm-rel kisebb, mint az alapja. Hatarozd meg a haromszog
alapjat!

Az a egyeneshez nem illeszkedd K pontbdl KA és KB ferdéket huz-
tak, amelyek megfelelGen 45° és 30°-0s szoget zarnak be vele. Ha-
tarozd meg a KB ferde vetiiletét az a egyenesre, ha KA = 86 cm!
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847.

848.

849.

850.

851.

852.

853.
854.

855.

856.

857.

A rombusz atléinak metszéspontjabol az oldalara bocsatott merd-
leges az adott oldalt 4 és 25 cm-es részekre osztja. Hatarozd meg
a rombusz atloit!

A derékszogl haromszog atfogéjara illeszkedd kor kozéppontja
érinti a nagyobbik befogét, és ezzel a befogéval szemkozti szog
csucsa illeszkedik a korvonalhoz. Hatarozd meg a kor sugarat, ha
befogdéi 5 cm és 12 cm!

A derékszogl haromszog atfogoi 6 cm és 8 cm. Hatarozd meg a
kisebbik hegyesszogének csticsa és a beirt kor kozéppontja kézotti
tavolsagot!

A korvonal egyik pontjabdl az atmérGjére bocsatott merGleges az
atmérét két olyan részre osztja, melyek kozil az egyik 27 cm-rel
nagyobb, mint a masik. Hatarozd meg a korvonal atmérgjét, ha a
meréleges hossza 18 cm!

4. Sokszogek. A sokszog teriilete

Az ABCD paralelogramma tertlete S. Hatarozd meg a festett rész
tertiletét (238. abra).

B c
B : ; C
A D
A D
b

a

238. abra

Hatarozd meg az ABCD paralelogramma tertiletét, ha BD | AD,
BD =16 cm, AZ = 45°!

Hatarozd meg a négyzet tertletét, ha atlgja d!

Hatarozd meg az egyenls oldali haromszog tertletét, ha a koré irt
korvonalanak sugara R!

A derékszogl haromszog befogéja b, ezzel a befogdval szemkozti
szoge pedig B. Hatarozd meg a haromszog tertiletét!

A derékszogl haromszog hegyesszoge a, atfogdja pedig c. Hatarozd
meg a haromszog teriletét!

Az egyenld szara trapéz kisebbik alapja 15 cm, a magassaga

pedig 33 cm. Hatérozd meg a trapézt teriiletét, ha egyik szoge
150°!
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858. Az egyenld szara trapéz atlol a hegyesszogeinek szogfelezdi, és a
metszéspontjuk 5 : 13 aranyban osztja 6ket. Hatarozd meg a trapéz
teruletét, ha a magassaga 90 cm!

859. Az egyenl( szaru trapéz teriilete 362 cm?, hegyesszoge pedig 45°.
Hatarozd meg a trapéz magassagat, ha belé korvonal irhaté!

860. Oldd meg a keresztrejtvényt!

o O o
T T |
T T P TTTT]
dm 0 O e
BT[]
® 1 o W]
ST [[1] B[ TIT[[[[T]
. T mLET
s [T T11] [ u
BT [FL]

IIo ropusourasni: 5. laBuborpenbkuii yuenuii. 7. OguH 13 BUIIB
mapaJienorpama. 8. Ky, Bepiimaoro sxoro e iieHTp Kosa. 9. YoTupuKyTHHEK,
y SIKOTO TUJIBKH OJTHA TIapa ImapaJsiebHuX cropi. 11. BigHomenss karera,
MIPOTHJIEIKHOTO TOCTPOMY KYTY IIPSIMOKYTHOIO TPUKYTHHUKA, JI0 TIITOTeHY3H.
14. 'eomerpuyna dirypa. 16. TpuKyTHUKY, KyTH SIKUX PIBHI, 8 CTOPOHHU
mporopiritiai. 18. BigHomeHHsT KaTteTa, MPHUJIETJIOro JI0 TOCTPOrO KyTa
MIPAMOKYTHOTO TPUKYTHHKA, 10 TiITOTeHy3u. 19. MHOTOKYyTHHEKH, SK1
MatoTh piHi mwornt. 20. JlaBuporperbkmii matemaTtuk. 22. [IpamokyTHUEK,
y sikoro Bcl ctoponu piBHi. 23. Cyma cropin muOorokyTHuKA. 24. OnHA 13
YACTHUH KO0JIA, HA AK1 JLIATE M0T0 JABl TOUKH.

ITo BepTukaai: 1. BigHomenna karera, IPOTUJIEMKHOIO I'OCTPOMY
KyTy TIPSIMOKYTHOTO TPUKYTHHEKA, JO HpUJeryoro karera. 2. Bug
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yorupukryTHuKa. 3. CTopoHa mpsaMoryTHOTo TpukyTHuKa. 4. KyT,
BEPIMMHA STKOTO0 HAJIEKUTH KOJIY, & CTOPOHU MEePEeTUHAITH Iie KOJIO.
6. [lpssma, saxa POXOAUTH Yepe3 TOUYKY KOJa Ta MepHeHIHKYJISIpHA
JIo pajiyca, mpoBeseHoro B 1110 TouKy. 10. CTopoHA TPSIMOKYTHOTO
TPUKYTHHKA, KBaJApaT SAKOI JOPIBHIOE CYMl KBaJapaTiB JBOX I1HIIHX
cropiu. 12. ITapamnenorpam, y sskoro Bci croponu pisHi. 13. TeepmxenHs,
MPAaBUIBHICTD SKOTO BCTAHOBJIIITH 34 JOMMOMOTOI0 JOBEIEHHS.
15. Besmmuuna. 17. Xopga KoJsia, sika IPOXOAUTH Yepe3 HOoro IeHTp.
21. HomomizxHa Teopema.
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BARATKOZUNK A SZAMITOGEPPEL

A 7. osztalyban mar alkalmaztunk szamitégépet a mértan elsaja-
titdsa soran. A 8. osztalyban mar bonyolultabb mértani alakzatokkal
ismerkedhetiink meg, tehat tokéletesithetjiik a tuddsunkat, elsajatitva
a grafikai csomagok bonyolultabb eszkozeit.

Figyelmetekbe ajanljuk azt is, hogy ebben a részben 1évd feladato-
kon kiviil, kiillonb6z8 més programokat is alkalmazhatunk. Olyanokat,
amelyek kifejezetten az iskolai geometria elsajatitasat segitik els. Ezeket
a programokat és mas sziikséges inform4ciét a vilaghélén, az interneten
is kereshetitek.

Ebben a fejezetben szamitégépen megoldhaté feladatokat talaltok.
A tobbséguk geometriai szerkesztési feladat. Megoldasukhoz az adott
grafikus szerkeszt§ programot kell alkalmazni. Ezeken kivil még va-
laszthattok a Gyakorlati feladatokbdl is olyan szerkesztési feladatokat,
amelyeket nemcsak flizetben, de szamitégépen is meg tudtok oldani. A
7. osztalyban megtanultdatok, hogy a mértani szerkesztéseket vonalzé
és korzb segitségével kell elkésziteni. Ezért a grafikus szerkesztd prog-
ram eszkozei kozott azokat kell keresni, melyek a vonalzé és a korzd
funkeciéit latjak el.

1. A négyszog és elemei igy cime elemei

1. Szerkesszetek az adott paragrafus tananyagat illusztralé négyszo-
geket!

2. Paralelogramma. A paralelogramma tulajdonsagai

2. Allapitsétok meg, a paralelogramma mely tulajdonsagait kell
alkalmazni, hogy helyesen szerkessziik meg az adott alakzatot! A
grafikus szerkeszt§ program eszkozei koziil melyeket kell ehhez al-
kalmazni? Rajzoljatok egy paralelogrammat, és szerkesszétek meg
két, egy csuesbdl indulé magassagat! A szerkeszt§ program melyik
eszkozét kell hasznalni, hogy az adott oldalra merdlegest bocsassunk?

3. A paralelogramma ismertetéjelei

3. Képzeljetek magatok elé egy négyszoget! Milyen mddszerrel tudjatok
leellendrizni, hogy paralelogramma-e a négyszog? A grafikus szer-
keszt6 program melyik eszkozét kell ehhez alkalmazni?

4. Téglalap

4. Hatarozzatok meg azt a médszert, amely lehetdséget ad arra, hogy a
grafikus szerkeszt§ program alkalmazasaval gyorsan szerkessziink
téglalapot!
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10.

11.

12.

13.

5. Rombusz

A rombusz mely tulajdonsaga segit abban, hogy gyorsan és helyesen
szerkessziink egy rombuszt?

Szerkesszetek két egymdst metsz6 egymasra merdleges szakaszt!
Tekintsétek a szakaszokat egy négyszog atléinak, és rajzoljatok
meg ezt a négyszoget! Biztos, hogy rombuszt fogunk kapni? Milyen
feltétellel kell kiegésziteni a feladatot, hogy a kapott négyszog biztos,
hogy rombusz legyen?

6. Négyzet

Hatarozzatok meg azt a mdodszert, amely lehetSséget ad arra, hogy a
grafikus szerkeszt6 program alkalmazasaval gyorsan megszerkesz-
sziik a négyzetet!

7. A haromszog kozépvonala

A grafikus szerkeszt6 program melyik eszko6zét kell alkalmazni ahhoz,
hogy megszerkessziik a szakasz felezGpontjat?

Rajzoljatok egy tetszlleges négyszoget! Végezzétek el azt a szerkesz-
tést, amely illusztralja a 7. pont kulcsos feladatanak a megoldasat!
Hogyan ellendriznétek le, hogy az adott négyszog oldalainak felezd-
pontjait 0sszekotd szakaszok paralelogrammat alkotnak?

8. A trapéz

Szerkesszetek egy trapézt! A grafikus szerkesztd program melyik
eszkozét kell alkalmazni ahhoz, hogy a trapéz parhuzamos oldalait
megszerkessziik? Hogy egyenld szaru trapézt szerkesszink? Hogy
derékszogl trapézt szerkessziink?

9. Kozépponti és keriileti szogek

Rajzoljatok egy korvonalat és szerkesszetek néhany olyan kertileti
szoget, amelyek egyazon ivre tamaszkodnak. A grafikus szerkeszt§
eszkozeit alkalmazva hatarozzatok meg fokmértékeiket!
Rajzoljatok egy korvonalat és szerkesszetek kozépponti és kertleti
szogeket, amelyek egyazon ivre tdmaszkodnak! Ellendrizétek, ho-
gyan fuggnek egymastdl ezeknek a szogeknek a mértékei!

10. A négyszog beirt és koriilirt kérvonalai

Hatarozzatok meg olyan rajzok elkészitésére szolgal6 optimalis szer-
kesztési mddszert, melynek segitségével szerkeszthet6 kérvonal, a kor-
be irt és a kor koré irt négyszog! A kérvonalhoz hizott érintd mely tulaj-
donsaga teszi lehet6vé, hogy dbrazoljunk egy kor koré irt négyszoget?
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

11. Thalész-tétel. Az aranyos szakaszok tétele

Szerkesszetek olyan rajzokat, amelyek illusztraljak a Thalész-tétel
és az aranyos szakaszok tételét! Mérjétek meg a sziikséges szaka-
szok méretét, és ellendrizzétek, hogy teljesiilnek-e a tételek allitasai!
Milyen pontossaggal lehet megmérni a szakaszok hosszait annak a
grafikus szerkeszt6 programnak a segitségével, melyet hasznaltok?
Képzeljétek el, hogy az altalatok hasznalt grafikus szerkesztd
programban nincs lehetGség parhuzamos egyenesek szerkesztésé-
re. Hogyan tudnatok a Thalész-tétel alkalmazasaval parhuzamos
egyeneseket szerkeszteni?

12. Hasonl6é haromszogek

Keressétek meg a grafikus szerkesztd programnak azokat az eszko-
zeit, melyek lehetGséget biztositanak arra, hogy olyan alakzatokat
rajzoljatok, melyeknek az alakja megegyezik, de méreteik kiilon-
bozbek! Ezeknek az eszkozoknek az alkalmazasaval szerkesszetek
hasonl6 haromszogeket!

Szerkesszetek grafikus illusztraciét a hasonlé haromszogekrdl sz6l6
lemmahoz! Alkalmazva a megfelel§ eszkozoket bizonyitsatok be,
hogy az abrazolt haromszogek tényleg hasonléak!

13. A haromszogek hasonlésaganak elsé ismertetéjele

Szerkesszetek két kiillonboz6 hossztusagu szakaszt! Képzeljétek el,
hogy ezek a szakaszok a hasonlé haromszogek megfelel§ oldalai
lesznek! Az egyik szakaszt véve a haromszog oldalanak, rajzoljatok
egy tetszéleges haromszoget! Szerkesszétek meg azt a haromszoget,
melynek egyik oldala a masik szakasz, és a megrajzolt haromszog-
hoz hasonlé lesz; alkalmazzatok a haromszoégek hasonlésaganak
elsd ismertetGjelét!

14. A haromszogek hasonlésaganak 2. és 3. ismertetdjele

Gondoljatok ki 6nalléan és oldjatok meg azt a feladatot, amely
illusztralja a haromszoégek hasonlésaganak masodik és harmadik
ismertetdjelét!

15. Osszefiiggések a derékszogli haromszdgben

Szerkesszetek egy derékszogld haromszoget, és rajzoljatok meg az
atfogora bocsatott magassagot! Teljestl-e a 15. pontbeli lemma?

P

Gydzbdjetek meg roéla!
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

16. Pitagorasz-tétel

A Pitagorasz-tételt gy szoktak illusztralni, hogy a derékszogl ha-
romszog oldalaira négyzeteket rajzolnak. Tébb emberoltén keresztiil
ezt a rajzot ,Pitagoraszi nadragnak” nevezték az iskolasok, és a
tételt zsargonnyelven igy fogalmaztak meg: ,,A pitagoraszi nadrag
minden oldalan egyenld.” Készitsétek el ezt a rajzot!

Tartalmaz-e a grafikus szerkesztd az alakzat feldarabolasara szol-
gald olyan eszkozt, amellyel a darabokkal késébb kiilon is tudunk
miveletet végezni?

A befogékra emelt négyzeteket feldarabolva a részekbdl el6 lehet
allitani az atfogéra emelt négyzetet. Barmilyen haromszogre ezt
elkésziteni, nem egy egyszerd feladat. De az egyenld szard ha-
romszogre talalni egy ilyen szétdarabolast elég konnyd. Milyenek
lesznek ezek a részek? Szerkesszetek egy egyenld szaru derékszogl
haromszoget! Készitsetek alakzatok készletét, melybdl kirakhat6
az atfogéra szerkesztett négyzet és a befogdkra szerkesztett két
négyzet is!

17. A derékszogil haromszog hegyesszogének
trigonometrikus fliggvényei

Ismerkedjetek meg azokkal a szamolégépekkel, melyekkel vissza
lehet keresni a szogfiiggvények értékeit!

Hatarozzatok meg a szogfliggvények értékeit a szamotokra ismert
programozasi nyelven!

18. A derékszogii haromszogek megoldasa

Az ehhez a ponthoz tartoz6 feladatok megoldasa soran alkalmaz-
zatok szamoldgépet!

19. Sokszogek

Fogalmazzatok meg a sokszogek néhany tulajdonsagat (oldalainak
szama, domborusag, a korbe irt, kor koré irt stb.)! Szerkesszetek
olyan sokszoget, amely rendelkezik ezekkel a tulajdonsagokkal!
A grafikus szerkeszt§ program mely eszkozeinek alkalmazaséval
érhetd el az adott tulajdonsagok teljestilése?

20. A sokszog teriiletének fogalma. A téglalap teriilete

Szerkesszetek egy egységnyi teriiletd négyzetet! Masoljatok le né-
hanyszor ezt! Az egységnégyzet segitségével rakjatok ki néhany,
egyenld nagysagu téglalapot!
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21. A paralelogramma teriilete

29. Készitsetek néhany alakzatot, melyek segitségével illusztralni
lehet a paralelogramma tertiletérdl szold tételt! A tertilet milyen
tulajdonsagat alkalmaztuk ek6zben?

30. A 21.1. tétel igaz lesz, fliggetleniil attdl, hogy a paralelogramma
melyik oldalara bocsatjuk a magassagot. Készitsetek néhany olyan
alakzatot, amelyekkel illusztralni lehet ezt az allitast!

22. A haromszdg teriilete
31. Készitsetek néhany alakzatot, melyek segitségével illusztralni
lehet a paragrafus tételeinek bizonyitasat!
23. A trapéz teriilete

32. Szerkesszetek egy tetszdleges trapézt! Vagjatok olyan darabokra,
hogy igazolni lehessen ezekkel a trapéz tertiletének képletét!
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A7.0SZTALYOS MERTAN OSSZEFOGLALASA

Legegyszeriibb geometriai alakzatok és tulajdonsagaik

1. Pont és az egyenes
v Az egyenes alaptulajdonsdga. Barmilyen két ponton keresztiil egy
és csakis egy egyenes huzhato.

v" Két egyenes, melyeknek van kozos pontja, egymast metszs egye-
neseknek nevezzik.

v" Barmilyen két egymdst metszb egyenesnek csak egy kozos pontja
van.

2. Szakasz és a szakasz hossza

v" Az a egyenes A és B pontjai (248. 4bra) kozotti részét az A és B
pontokkal egyltt szakasznak nevezziik, az A és B pontokat pedig
a szakasz végpontjainak.

a A B A 0 B

248. abra 249. abra

v' Két szakasz egyenl$, ha egymésra helyezve fedik egymaést.

v" Egyenld szakaszoknak a hosszuk egyenl§, és forditva, ha a sza-
kaszok hossza egyenld, akkor a szakaszok is egyenlGk.

v A szakasz hosszdnak alaptulajdonsdga. Ha a C pont az AB szakasz
belsd pontja, akkor az AB szakasz egyenl§ az AC és CB szakaszok
Osszegével, vagyis AB=AC + CB.

v" Az A és B pontok kozotti tdvolsdgot az AB szakasz hosszdnak
nevezzik. Ha az A és B pontok egybeesnek, akkor a koztik 1évé
tavolsag nullaval egyenld.

3. Félegyenes. Szog

v Az O pont az AB egyenest két részre osztja (249. 4dbra), ezek
mindegyikét az O ponttal egylitt félegyenesnek nevezziik. Az O
pont a félegyenes kezddpontja.

v' Két félegyenest, melyeknek a kezddpontja kozos és egy egyenesen
fekszenek, kiegészits félegyeneseknek nevezzik.
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v" Az OA és OB félegyeneseknek k6zos kezddpontjuk van (250. dbra),
a sikot két részre osztjak, mindkét részt az OA és OB félegyene-
sekkel egyutt szognek nevezzik. Az OA és OB félegyeneseket a
szbg szarainak nevezzik, az O pontot pedig a szog csicsanak.

A

A

250. abra 251. abra

v Azt a szoget, melynek szdrai kiegészit8 félegyenesek, egy-
enesszognek nevezzik.

v Két szoget egyenlSknek nevezziik, ha egymésra fektetve fedésbe
hozhatok.

v A szog szogfelez8jének azt a félegyenest nevezzik, melynek kezdd-
pontja a sz0g csticsa lesz, és az adott szoget két egyenld részre osztja.

4. Szogmérés

v" Minden szégnek meghatarozott mértéke (fokmértéke) van.

v' Azt a szoget, melynek fokmértéke 90°, derékszognek nevezziik.
Azt a szoget, melynek fokmértéke kisebb, mint 90°, hegyesszognek
nevezzik.

Azt a szoget, melynek fokmértéke nagyobb, mint 90°, de kisebb,
mint 180° tompasziégnek nevezziik.

v" Egyenl§ szogeknek a fokmértéke is egyenld, és forditva, ha a
szogek fokmértékei egyenldk, akkor ezek a szogek is egyenlGk.

v A szog mértékének alaptulajdonsdga. Ha az OC félegyenes az
AOB szoget AOC és COB szogekre osztja (251. abra), akkor
AOBz =A0C« + COBZ.

5. Mellékszogek és csucsszogek

v Két szoget mellékszogeknek nevezziik, ha az egyik szaruk kozos,
a méasik két szar pedig kiegészits félegyenes.

v" A mellékszogek 6sszege 180°.
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v

v

Két szoget csucsszogeknek nevezzik, ha az egyik szog szarai a
masik szog szdrainak kiegészits félegyenesei.

A csucsszogek egyenldk.

Meroleges egyenesek. Felez6meroleges

v

v

Két egyenes merdleges egymasra, ha metszéspontjuknal derékszog
keletkezett.

A nem merdleges egyeneseknél a metszéspontjuknal egy par he-
gyessz0g és egy par tompaszog keletkezik. A hegyesszog mértékét
nevezzik a nem merdleges egyenesek kozotti szognek.

Ha az egyenesek meréGlegesek egymasra, akkor a koztiik 1évd
szoget 90°-nak tekintjuk.

Két szakaszt merGlegesnek nevezziik, ha merGleges egyeneseken
fekszenek.

A 252. abran az a egyenes és a r4 merdleges AB szakasz lathato,
melynek B pontja az a egyeneshez illeszkedik. Ebben az esetben
azt mondjak, hogy az A pontbdl AB merdlegest bocsatanak az a
egyenesre. A B pontot az AB mer6leges talppontjanak nevezzuk.

A A

B B X

252. abra 253. abra

Az AB merdéleges hosszat az A pont és az a egyenes ko6zotti
tavolsagnak nevezziikk. Ha az A pont illeszkedik az a egye-
neshez, akkor az A pont és az a egyenes kozotti tavolsag nullaval
egyenld.

Az A pontbé6l az a egyenesre AB mer6legest allitunk
(253. abra). Legyen X az a egyenes B-t4l kiilonb6zd pontja.
Az AX szakaszt ferdének nevezzik, amely az A pontbdl van
huzva az a egyeneshez.

Az adott ponton at az adott egyeneshez csak egy meréGleges huz-
haté.
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v" Azt egyenest, amely merdleges a szakaszra, és a szakasz felezd-
pontjahoz illeszkedik, a szakasz felez6merdlegesének nevezziik.

v' Afelez6merGleges minden pontja egyenld tavolsdgra van a szakasz
végpontjaitol.

v" Ha a pont egyenld tdvolsagra van a szakasz végpontjaitdl, akkor
az adott szakasz felez6merdlegeséhez illeszkedik.

Haromszogek
7. Haromszog és elemei. Egybevago haromszogek

v Az A, Bés Charom, nem egy egyenesen fekvs pontot szakaszokkal
kotottek Ossze (254. abra). A kapott alakzat hatarolja a sik egy
részét, és ezt arészt az AB, BC és CA szaka- B

szokkal egyltt haromszognek nevezziik. Az
A, B, C pontokat a haromszog csicsainak,
az AB, BC, CA szakaszokat a haromszog A C

oldalainak nevezziik. A haromszoget a csa-
csaival jel6ljiik és ezekkel is nevezziik meg. 254. abra

v" Az ABC haromszogben a B szoget az AC oldallal szemkozti szog-
nek, az A és C szogeket pedig az AC oldal melletti szogeknek
nevezzik.

v" A haromszog kertiletének az oldalhosszak sszegét nevezziik.

v A haromszoget hegyesszoglinek mondjuk, ha minden szoge
hegyesszog; derékszoglinek akkor mondjuk, ha egyik szoége de-
rékszog; tompaszogliinek pedig akkor, ha egyik szoge tompaszog.

v A derékszogl hdromszog derékszogével szemkozi oldalat 4tfogd-
nak, a derékszog melletti oldalait pedig befogéknak nevezziik.

v' Hdromszog-egyenlbtlenség. A hidromszog mindegyik oldala kisebb,
mint a masik két oldalanak 6sszege.

v" Két haromszoget egybevagdénak neveziink, ha mozgéssal fedésbe
hozhatok. Azokat az oldalparokat és szogparokat, amelyek a
mozgatas utan fedik egymast, megfelel§ oldalaknak és szogeknek
nevezzik.

v" A haromszogben egyenld oldalakkal szemben egyenl§ szogek
vannak.

v" A haromszégben egyenld szogekkel szemben egyenld oldalak
vannak.

v" A hiaromszogben nagyobb oldallal szemben nagyobb szog fekszik,
és forditva, nagyobb szoggel szemben nagyobb oldal van.
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8.

10.

A haromszog magassaga, sulyvonala és szogfelezbje

v" A hdromszog cstcsabdl a szemkozti oldal egyenesére bocsatott
merdlegest a haromszog magassaganak nevezzik.

v' Azt a szakaszt, amely a hdromszog cstcsit és a szemkozti oldal
felez6pontjat koti 6ssze, silyvonalnak nevezzik.

v" A haromszog szogfelezGjének azt a szakaszt nevezzik, amely az
adott szog szogfelezl egyenesének a haromszogben 1éve része.

A haromszogek egybevagosaganak ismertetdjelei

v A hdromsziogek egybevagésdganak elsé ismertetdjele: két oldala
és kozbezdart szogiik alapjan. Ha az egyik haromszog két oldala
és a kozbezart szoge megfelelGen egyenld a masik haromszog
két oldalaval és kbzbezart szogével, akkor az ilyen haromszogek
egybevagok lesznek.

v A hdromszogek egybevdgdsdgdnak mdsodik ismertetdjele: egy
oldala és rajta fekvd két szoge alapjan. Ha az egyik haromszog
oldala és a rajta fekvd két szoge megfelelGen egyenld a masik
haromszog oldalaval és a rajta fekve két szogével, akkor az ilyen
haromszogek egybevagok lesznek.

v A haromszogek egybevdgdsdgdanak harmadik ismertetdjele: harom
oldala alapjdn. Ha az egyik haromszog harom oldala megfelelGen
egyenld a masik haromszog harom oldalaval, akkor az ilyen ha-
romszogek egybevagdk lesznek.

Egyenl6 szari haromszog és tulajdonsagai. Egyenl6 oldala
haromszog

v" Azt a hdromszoget, melynek két oldala egyenld, egyenld szaru
haromszoégnek nevezzik.

v' Az egyenld szard hdromszog egyenld oldalait a hAromszog szérai-
nak, a harmadik oldalat pedig a haromszog alapjanak nevezziik.

v Az egyenld szard hdromszog csticsanak a szarainak kozos pontjat
nevezzik.

v' Az egyenld szart haromszogben:
1) az alapon 1évé szogek egyenldk;
2) az alapra huzott szogfelez8 egyuttal a haromszog sulyvonala

és magassaga 1s.

v Azt a haromszoget, melynek mind a hdrom oldala egyenld, egyenld

oldald haromszognek nevezziik.
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v" Az egyenld oldalt hdromszdgben:
1) minden sz6g egyenls;
2) az egy csucsbdl huzott szogfelezl, magassag és sulyvonal
egybeesik.

11. Az egyenl6 szart haromszog ismertetdjelei

v Ha a haromszogben két szog egyenld, akkor ez a haromszog
egyenld szaru.

v" Ha a hiaromszog sdlyvonala egyuttal magassaga is, akkor ez a
haromszog egyenld szaru.

v" Ha a haromszog szogfelezbje egyittal a magassaga is, akkor ez a
haromszog egyenld szaru.

v" Ha a haromszog stlyvonala egytttal a szogfelezdje is, akkor ez a
haromszog egyenld szaru.

Parhuzamos egyenesek. A haromszog szogeinek 6sszege

12. Parhuzamos egyenesek
v" Két egyenest parhuzamosnak neveziink, ha nem metszik egymast.

v Az egyenesek parhuzamossagdnak alaptulajdonsdaga (az egyene-
sek pdrhuzamossagdanak axiomdja). Az adott egyeneshez nem
illeszkedd ponton at csak egy olyan egyenes fektethetd, amely
parhuzamos az adott egyenessel.

v" Két egyenes, melyek merdlegesek egy harmadik egyenesre, par-
huzamosak egymassal.

v" Ha két egyenes parhuzamos egy harmadikkal, akkor egyméssal
is parhuzamosak.

v" Két parhuzamos egyenes kozottl tavolsagnak az egyik egyenes
barmely pontja és a masik egyenes kozotti tavolsagot nevezzik.

13. Két egyenes parhuzamossaganak ismertetéjelei

Ha két, a és b egyenes metsz egy harmadik,
¢ egyenest, akkor nyolc szog keletkezik c
(255. abra). A ¢ egyenest az a és b egyene- 9
sek metsz6 egyenesének nevezziik.

A 3-as és 6-0s, 4-es és 5-0s szogeket egyoldali
szogeknek nevezziik. b /5
A 3-as és b5-0s, 4-es és 6-0s szogeket kiillénb6zb 7/8
oldali szégeknek nevezzik.

A 6-0s és 2-es, 5-0s és 1-es, 3-as és 7-es, 4-es és
8-as szogeket megfeleld szogeknek nevezzik.

255. abra
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14.

15.

16.

v" Ha két egyenesnek a metsz§ egyenessel valé metszésekor kelet-
kezett kiillonbo6z6 oldali szogei egyenldk, akkor ezek az egyenesek
parhuzamosak.

v" Ha két egyenesnek a metszs§ egyenessel valé metszésekor kelet-
kezett egyoldali szogeinek 6sszege 180° akkor ezek az egyenesek
parhuzamosak.

v" Ha két egyenesnek a metszd egyenessel valé metszésekor ke-
letkezett megfeleld szogei egyenlSk, akkor ezek az egyenesek
parhuzamosak.

A parhuzamos egyenesek tulajdonsagai

v" Ha két parhuzamos egyenest egy metszd egyenes metsz:
e a kiilonbo6z6 oldalon fekvé szogparak egyenldk;
e a megfeleld szogparak egyenldk;
e az egyoldali szogparak 6sszege 180°.

v" Ha az egyenes merdleges két pArhuzamos egyenes koziil az egyik-
re, akkor a masikra is merdleges.

A haromszog szogeinek 0sszege. A haromszog kiils6 szoge
v" A hiromszog szogeinek 6sszege 180°.
v" A hdromszog szogei kozott legalabb két hegyesszog van.

v" A haromszog kiils§ szogének a hiaromszog belsd szoge mellék-
sz0gét nevezzik.

v" A hdromszog kiils§ szoge egyenld a vele mellékszoget nem alkotd
belsé szogek Gsszegével.

v" A hiaromszog kiils§ szoge nagyobb barmelyik vele mellékszoget
nem alkot6 belsé szogénél.

A derékszogii haromszog egybevagosaganak ismertetéjelei

v A derékszogli hdromszogek egybevdgdésdagdnak ismertetdjele az
dtfogdja és az egyik befogdja alapjdan. Ha az egyik derékszogl
haromszog atfogdja és a befogdja megfelelGen egyenlé a masik
haromszog atfogdjaval és befogdjaval, akkor ezek a haromszogek
egybevagoak.

v A derékszogli hdromszogek egybevdgésagdnak ismertetdjele két
befogéja alapjan. Ha az egyik derékszogl haromszog két befogoja
megfelelen egyenl a masik haromszog két befogdjaval, akkor
ezek a haromszogek egybevagoak.
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17.

18.

19.

v A derékszégii hdromszogek egybevdgdsdgdnak ismertetdjele be-
fogéja és ezen befogd melletti hegyesszoge alapjan. Ha az egyik
derékszogl haromszog befogdja és rajta fekvl szoge megfelelGen
egyenld a masik haromszog befogdjaval és rajta fekvs szogével,
akkor ezek a haromszogek egybevagoak.

v A derékszogil hdromszogek egybevdgsosagdanak ismertetdjele befo-
gdja és szemkozti hegyes szoge alapjan. Ha az egyik derékszogl
haromszog befogdja és a szemkozti hegyesszoge megfelelGen egyen-
16 a masik haromszog befogéjaval és szemkozti hegyesszogével,
akkor ezek a haromszogek egybevagoak.

v A derékszogtli hdromszogek egybevdgdésdgdnak ismertetdjele
atfogéja és hegyesszoge alapjan. Ha az egyik derékszogl harom-
szog befogdja és rajta fekvd szoge megfelelGen egyenlé a masik
derékszogl haromszog befogdjaval és rajta fekvd szogével, akkor
ezek a haromszogek egybevagbak.

A derékszogi haromszog tulajdonsagai

v A derékszogli haromszog atfogdja nagyobb, mint a befogdja.

v A derékszogl hiaromszog 30°-0s szoggel szemkozti befogdja az
atfogo felével egyenld;

v" Ha a derékszogli haromszog befogdja az atfogd felével egyenld,
akkor az adott befogéval szemkozti szoge 30°-0s.

Korvonal és korlap

A pontok mértani helye

v" A pontok mértani helyének (PMH) nevezziik az adott tulajdon-
saggal rendelkezd 6sszes pontok halmazat.

v' A szakasz felezdmerdlegesének azon pontok mértani helyét nevez-
zik, melyek egyenl§ tavolsdgra vannak a szakasz végpontjaitol.
v A szog szogfelez8jének azon pontok mértani helyét nevezziik,

melyek a szoghoz tartoznak, és egyenld tavolsagra vannak a szog
szaraitol.

Korvonal és korlap, és ezek elemei

v" Kérvonalnak nevezziik azoknak a pontoknak a mértani helyét,
melyek egyenld tavolsagra vannak egy adott ponttél. Az adott
pontot a koér kézéppontjanak nevezziik.
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20.

21.

Barmilyen szakaszt, amely a kérvonal egy pontjat a kozépponttal
koti 6ssze, a kor sugaranak nevezzik.

Azt a szakaszt, amely a korvonal két pontjat koti 6ssze, a kor
hurjanak nevezzik. Azt a hurt, amely keresztilmegy, a kérvonal
kozéppontjan, atmérének nevezzik.

A kor atméréje kétszer nagyobb a sugaranal.

Korlapnak nevezziik azon pontok mértani helyét, melyek egy adott
ponttdl adott pozitiv szamnal nem nagyobb tavolsagra vannak.
Az adott pontot a kérlap kézéppontjanak nevezziik. Annak a kor-
nek a sugarat, amely a korlapot hatarolja, a korlap sugaranak
nevezzlik. Ha az X az O kézéppontu és R sugaru korlap barmely
pontja, akkor OX < R.

A korlapot hatarol6 kérvonal része a kérlapnak.

A korlap hurja és atmérdje az 6t hatarolé kérvonal harja és at-
mérdje lesz.

A korvonal tulajdonsagai

v
v

A korvonal atmérdje, amely merdleges a hirra, felezi azt.

Ha a kor atméréje felezi az atmérétdl kilonbozs hurt, akkor me-
réleges erre a harra.

Az egyenes és a korvonal kolesonos helyzete. A kor érintdje

v

v

Az egyenesnek és a kérnek lehet két k6zos pontja, lehet egy k6zos
pontja és lehet olyan is, hogy nincs k6zos pontjuk.

Azt az egyenest, melynek a korrel csak egy kozos pontja van, a
kor érintdjének nevezziik.
A kor érintGje merdleges az érintési ponthoz huzott sugarra.

Ha az egyenes, amely a kérvonal egy pontjan halad at meréleges
a sugarra, akkor ez az adott kor érintdje lesz.

Ha a kor kozéppontja és az adott egyenes kozotti tavolsag a kor
sugaraval egyenld, akkor ez az egyenes a kor érintdje lesz.

Ha egy adott pontbdl a korhoz két érint6t hiznak, akkor az adott
pontot az érintési pontokkal 6sszekotd szakaszok egymassal
egyenldk.
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22. A haromszog koré és a haromszogbe irt korvonalak

v Azt a kort, amelyhez a haromszdg minden csdcsa illeszkedik, a
haromszog koré irt kornek nevezzik.
A 256. abran egy olyan korvonal lathaté, amely a haromszog koré
van irva. Ebben az esetben azt is mondhatjuk, hogy a haromszog
van a korbe irva.

B

256. abra 257. abra

v" A haromszog koré irt korvonal kozéppontja egyenld tavolsdgra
van mindegyik csicsatol.

v" Barmilyen haromszog koré irhat6 kér. A hdromszog koré irt kor
kozéppontja az oldalfelezé merdlegeseinek metszéspontja lesz.

v" A haromszog oldalfelezd merSlegesei egy pontban metszik egy-
mast.

v" A korvonalat a haromszogbe irtnak nevezzik, ha a haromszog
mindegyik oldalat érinti.
A 257. abran egy olyan koérvonal lathatd, amely a haromszogbe
van irva. Ilyenkor dgy is mondhatjuk, hogy a haromszoég van a
kor koré irva.

v" A haromszogbe irt kérvonal kozéppontja egyenld tavolsagra van
az oldalaitél.

v" Béarmilyen haromszogbe lehet kort irni. A hdromszogbe irt kor
kozéppontja a hdromszog szogfelezdinek a metszéspontja lesz.
v" A hdromszog szogfelezdi egy pontban metszik egymaést.

a+b-c

2
képlettel szamithato ki, ahol r a beirt kor sugara, a és b a harom-
szog befogdi, ¢ pedig az atfogoja.

A derékszogl haromszogbe irt kérvonal sugara az r=
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FELELETEK ES UTMUTATASOK

1. §. Négyszogek

1. A négyszog és elemei

14. 18 cm, 12 cm, 6 cm, 27 cm. 15. 10 cm, 8 cm, 16 cm, 30 cm. 20. 1) 72°,
130°, 78°, 80% 2) 22°, 230°, 28°, 80°. 22. 10 cm. 26. Utmutatds. Szerkessze-
tek haromszoget a négyszog két szomszédos oldala és az ismert koztik
1évG szoge alapjan. A haromszog harmadik oldala a keresett négyszog
atléja lesz. 29. Utmutatds. Szerkesszetek ABC haromsziget az AB és BC
oldalai, valamint a koztluk 1év6 B szog alapjan. Az ACD haromszégben
ismert az AC oldal, a CAD szog (CAD/ = BAD/ — BACX) és az AD és
CD oldalak 6sszege. Haromszog szerkesztését az oldala, az oldal mellet-
ti szoge és a masik két oldalanak 6sszege alapjan mar a 7. osztalyban
attekintettik. 34. 32°.

2. Paralelogramma. A paralelogramma tulajdonsagai

49. 90°. 53. 9 ¢cm, 14 cm. 57. AB=BC =CD = AD = 6 cm. 58. 32 cm.
59. 45° 135° 60. 6 cm, 12 cm. 64. 80 cm. 65. 9 cm, 24 cm. 66. 20 cm,
24 cm. 67. 6 cm. 68. 48° 132°. 71. 40 cm. 72. 5¢cm, 9 cm. 74. 25 cm. 77. 3.
78.2:1.79.72° 108°. 82. Utmutatds. A keresett pont az ABC haromszog
magassagainak metszéspontja lesz. 84. Utmutatds. Bizonyitsatok be,
hogy MADA = DKCA = MBKA. 85. Utmautatds. Szerkesszetek paralelo-
grammat, melynek egyik csticsa egybeesik az adott szog cstcsaval, a két
masik csics a szog szaraihoz illeszkedik, és a paralelogramma atléinak
metszéspontja egybeessen az adott ponttal. 86. 24 cm vagy 14 cm.

3. A paralelogramma ismertetdjelei

108. 32°. 109. 16 cm.

4. Téglalap

119. 6 cm, 12 cm. 120. 5 cm, 10 cm. 121. 15 cm, 25 cm. 122. 12 cm.
124. Utmutatds. Legyen CM az ABC derékszogl haromszog AB atfogo-
jara bocsatott stulyvonal (239. dbra). A CM szakasz M utani meghosz-
szabbitasara mérjétek fel az MD szakaszt, amely a CM-mel egyenld.
Allapitsétok meg az ACBD négyszog tipusat, és alkalmazzatok ezen
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239. abra 240. abra

tipusu négyszogek tulajdonsagait. 127. 30°, 60°. Utmutatds. Bizonyitsa-
tok be, hogy az ABM derékszogl haromszoghen az AM atfogd kétszer
nagyobb, mint a BM befogd. 128. 4,5 cm. 131. 1) Utmutatds. A feladat
megoldasa soran alkalmazzuk a derékszogld haromszog szerkesztésének
azt a médszerét, amely az atfogd és a befogdk kiillonbségével torténik. A
240. dabran az ACB haromszog lathaté, melyben ismert az AB atfogé és
a befogdk kilénbsége. A BC befogéon megjeloljik az M pontot ugy, hogy
CM = AC. Ekkor BM = BC — AC. Ebbé1 kiévetkezik, hogy AMB/ = 135°.
Tehat az AMB haromszoget meg lehet szerkeszteni az AB és MB vala-
mint az AMB szoge alapjan. 138. 48°. 133. 90°. 134. Az ACE haromszog
egyenld szaru.

5. Rombusz

157. 6 cm. 160. 1) Utmutatds. A feladatot derékszogd
haromszog szerkesztése a befogdinak Osszege és a he- A
gyesszoge alapjan kell megoldani. A 241. dbran az ABC
derékszogl haromszog lathatd, melyben ismert az A szog

és az AC és CB befogbinak 6sszege. Ekkor AM = AC +

CB, CMBZ/ = 45°. Az AMB haromszoget meg lehet szer-
keszteni az AM oldala és a rajta fekvd két szoge alapjan. C
161. Utmutatds. Az NK szakasz felezépontja az O pont,
amely a rombusz 4tléinak a felezépontja. Tehat az MO
egyenes a BC és AD oldalaival parhuzamos. Az MO sza-
kasz hossza a rombusz oldalanak a fele lesz. 163. 30°
72°, 78°% 18 cm.

241. abra

6. Négyzet

174.28 cm. 177. 48 cm. 180. Utmutatés. Bizonyitsatok be, hogy AC | MK.
181. Utmutatds. Szerkesszetek egyenld szaru derékszogl haromszoget,
melynek atfogéja MK. 182. Utmutatds. Szerkesszetek két derékszogi
haromszoget, melyeknek az egyik oldala a négyzet oldalaval egyenld, és
az atfogdi az adott szakaszok. Bizonyitsd be ezeknek a haromszogeknek
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az egybevagodsagat. 184. Utmutatds. Szerkesszetek egy BO,C egyenld
oldalt haromszoget, melyben az O, pont a négyzethez illeszkedik. Bizo-
nyitsatok be, hogy O,ADZ = O,DAZ = 15°. Ebbdl kovetkezik, hogy az O
és O, pontok egybeesnek. 185. Utmutatds. A CD szakasz D uténi meg-
hosszabbitdsan jelolj egy M, pontot ugy, hogy DM, = BM. Bizonyitsatok
be, hogy EAM,2 = EM AZ.

7. A haromszog kozépvonala

202. 28 cm. 206 MK = 4 cm. Utmutatds. Hazzatok meg az ABC haromszog
kozépvonalat. 207. 9 cm. Utmutatds. Vizsgald meg azt a haromszoget,
melynek az MK szakasz a kozépvonala. 210. Utmutatds. Legyenek az
M, K és F pontok az AB, AD és AC szakaszok megfelels felez6pontjai.
Allapitsd meg, milyen egyeneshez fog tartozni az MKF haromszog
magasséaga. 211. Utmutatds. Legyen az E, F és K pontok az AC, BC és
BD szakaszok megfelel6 felezépontjai. Bizonyitsatok be, hogy az EFK
haromszog egyenl( szara. 213. 37°. 214. 8 cm.

8. Trapéz

234. 16 cm, 34 cm. 236. 16 cm. 237. 50° 60° 239. 28 cm. 247. 7,2 cm,
10,8 cm. 249. 2Ah. 250. 8 cm, 20 cm, 20 cm, 20 cm. 251. 12 c¢m, 12 cm,
12 cm. 252. 60° 120° 253. 8 cm, 16 cm. 254. 60°, 120°. 255. Ha a trapéz

hegyesszoge 45°. 260. 7 cm. 261. 13 cm, 21 cm. 264. %Ta. 265. 72°, 108°.

266. 8 cm. Utmutatds. A C csticson keresztiil fektessetek egy egyenest,
amely parhuzamos a BD egyenessel. Legyen az E pont ennek az egye-
nesnek és az AD egyenesnek a metszéspontja. Vizsgaljatok meg az ACE
haromszoget. 267. Utmutatds. A szogfelez6k metszéspontja annak a
derékszogl haromszognek a cstcsa, melynek az atfogdja a trapéz szara.
Vizsgaljatok meg ennek a haromszognek a sulyvonalat, melyet az at-
fogéhoz huztak, és bebizonyitjuk, hogy az parhuzamos a trapéz alapjai-
val. 268. 1) Utmutatds. Fektessetek a kisebbik alap egyik csticsdhoz
illeszkedd egyenest, amely parhuzamos a trapéz szaraval. A feladat
olyan feladatra vezethet( vissza, amelyben haromszoget kell szerkesz-
teni hdrom oldala alapjan. 2) Utmutatds. Fektessetek a kisebbik alap
egyik csucsahoz illeszkedd egyenest, amely parhuzamos a trapéz atlé-
javal. A feladat olyan feladatra vezethet( vissza, amelyben haromszoget
kell szerkeszteni két oldala és a harmadik oldalhoz htzott magassag
alapjan. 271. a + b. Utmutatds. Legyen az O pont a paralelogramma
atléinak metszéspontja. Szerkesszetek AM, OK és CE merdlegeseket a

B pontra illeszkedé egyenesre, és bizonyitsatok be, hogy OK = a;b_

275. 1) 120°% 2) 120°.
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9. Ko6zépponti és keriileti szogek

297. Utmutatds. Htzzatok meg egy BC hurt, és hasznéljatok fel
azt, hogy az AMC szég a BMC haromszog kulsd szoge. 298. Utmutatds.
Huzzatok meg egy BC hurt, és hasznaljatok fel azt, hogy az ABC szog
a BMC haromszog kiilsb szoge. 299. 10°. 300. 40° 40° 100° 301. 120°,
20° 40°. 306. 56°, 56°, 68°. 308. Utmutatds. Az ABC haromszog A és
B csucsabdl htuzzatok meg a magassagait. 309. Utmutatds. A kérvona-
lak ko6zos pontjan at huzzatok meg a kozos érintdjét. Alkalmazva a
9. pont kulcsos feladatdnak eredményeit bizonyitsatok be, hogy
a vizsgalt hurok parhuzamosak a kozos érintével. 310. Utmutatds.
MBD/ = MBC/ + CBD/£ = MBAZ + BACZ = BMD/. 311. A keresett
pontok mértani helye két iv lesz, melyek a 242. abran lathatdk az A és
B pontok kivételével. Utmutatds. Hiuzzatok meg az AC és BC félegye-

neseket ugy, hogy BACZ = ABCZ =90° — %. Legyen a C pont ezeknek a

félegyeneseknek a metszéspontja. Az ACBZ = . irjatok az ABC harom-
sz0g koré egy korvonalat. Egy hasonlé szerkesztést elvégezve az AB
egyeneshez képest a masik félsikban ABC, haromszoget kapunk, amely
koré szintén irjatok korvonalat. A keresett ponthalmaz az ACB és az
AC,B v, az A és B pontok kivételével. 313. Utmutatds. Alkalmazzatok
a 311. feladat eredményeit. 314. Utmutatds. Legyen O az ABCD para-
lelogramma atléinak a metszéspontja, az M pont az AD szakasz felezs-

pontja (243. abra). Ekkor OM = %AB Az AOD haromszog megszerkeszt-

hetd (lasd a 313. feladatot). 316. Utmutatds. Alkalmazzatok az 1. pont
9. kulcsos feladatat. 317. A keresett pontok mértani helye a 244. dbran
kékkel van jeldlve.

B C
0
A B A B
A i D

242. abra 243. abra 244, abra
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A
B
0 M
C 2 B A C
AN v
D
245, abra 246. abra

318. Utmutatds. DCBZ = DABZ = 1/ (245. &bra). Ekkor
OCDs =14+ 2/, CODZ = 14 + ACOZ. Vagyis ACOZ = 2/. Tehat
OCD~ = CODZ. 319. Utmutatds. Legyen az AA, és a CC, szakaszok
metszéspontja M. Szamitsatok ki a C,MB, szoget alkalmazva a 297.
feladat eredményeit. 320. Utmutatds. Szerkesszetek kérvonalat, melynek
a kézéppontja O, és a sugara az adott kérok sugarainak a kilénbsége.
Az O, ponton keresztul a szerkesztett kornek huzzuk meg az érintGjét.
321. 1) Utmutatds. Legyen O az ABC haromszégbe irt korvonal kozép-
pontja, melyben ismert a B szog és az AC oldal. Bizonyitsatok be, hogy

AOCZ =90° + %BL Az AOC haromszogben ismert az AC oldal, az AOC

szog és az O csucsbdl bocsatott magassag (a beirt kor sugara). Lasd a
312. feladatot; 2) Utmutatds. A 246. dbran az ABC haromszog lathato,
melyben ismert az AC oldal, a B szog és a BC oldalra bocsatott sulyvonal.
Huzzatok meg az ABC haromszog MN koézépvonalat. Ekkor NMC/ =
B~/. Szerkesszétek meg a pontok mértani helyének méodszerével azokat
az X pontokat, melyekre NXC/Z = BZ. 322. 9 cm, 10 cm,

11 cm. 323. P, + P, + P,. 324. Derékszog( vagy egyenld szaru.

10. A négyszog beirt és koriilirt korvonalai

342. 90°. 343. 6 cm. 347. 88° 74°, 92° 106°. 348. 62°, 118°. 350. 196 cm.
351. 6 cm. 352. 60° 120°. 353. % Utmutatds. Bizonyitsatok be, hogy a

trapéz atloja és a nagyobbik alapja kozotti szog 60°. Ezutdn alkalmaz-
zatok a 8. pont kulcsos feladatat. 354. 6 cm. Utmutatds. Bizonyitsatok
be, hogy a trapéz koré irt kor kozéppontja a nagyobbik alap felezépont-
ja. 355. Utmutatds. A CMKB négyszog koré irjatok kort. 357. 30°.
Utmutatds. Bizonyitsatok be, hogy az AMOK négyszog koré lehet kor-
vonalat irni, és alkalmazzatok azt, hogy a haromszog szdogfelezi egy
pontban metszik egymast. 358. 60°. Utmutatds. Megjelolve az N/ = «,
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fejezzétek ki az a-an keresztil az AOB szoget. 359. Utmutatds.
Bizonyitsatok be, hogy az ACBO négyszog koré lehet kort irni.
360. Utmutatds. Bizonyitsatok be, hogy a CPB sz6g nem valtoztatja meg
az értékét. 361. Utmutatds. Alkalmazzatok azt, hogy az APK és
AMQE haromszogekben az APQ és AMQ hegyessziogek egyenldk.
362. Utmutatds. Az A, C, A, és C, pontok az AC a&tmérdji kérvonalhoz
illeszkednek. Azt hasznaljatok fel, hogy a hur felez6merdlegeséhez a
kor kozéppontja illeszkedik. 363. Utmutatds. Bizonyitsatok be, hogy az
adott trapéz kozépvonala egyenld a megszerkesztett korok sugarainak
az Osszegével. 366. 128°.

2. §. A haromszogek hasonlésaga

11. Thalész tétele. Az aranyos szakaszok tétele

386. 30 cm. 388. 12 cm. 389. 4 cm. 390. 6 cm, 45°. 392. 20 cm, 24 cm.
393. 5cm, 10 cm. 395. 8 cm, 12 cm. 397. 6 cm, 5 cm, 6 cm. 398. 15 cm,
12 cm, 21 cm. 399. 15 cm. 402. 45 cm. 404. 21 cm, 15 cm. 405. 45 cm,
18 cm. 406/. 30 cm, 50 cm. 407. 7 : 9. 408. 3 : 5. 409. 9 cm. 410. 50 cm.
411. 3: 5. Utmutatds. A K ponton keresztiil fektessetek egyenest, amely
parhuzamos az AM egyenessel. 412. 1) 3 : 7. Utmutatds. Az M ponton
keresztiil fektessetek egyenest, amely parhuzamos a BK egyenessel;
2) 2: 3. Utmutatds. A K ponton keresztiil fektessetek egyenest, amely
parhuzamos a CM egyenessel. 413. Utmutatds. Hasznaljatok fel azt, hogy
a trapéz kozépvonala az atlojat felezi. 415. 2) Utmutatds. Legyen adott
az ABC szog. Huzzatok egy OK egyenest a BC szarral parhuzamosan
(a K pont az AB szarhoz illeszkedik). A KA félegyenesen jeldljetek egy
M pontot Ggy, hogy MK : KB =2 : 3. 416. 3) Utmutatds. Szerkesszétek
meg a BDK derékszogl haromsziéget, melyben a BD befogé az adott
magassaggal egyenld, a BK atfogd pedig az adott sulyvonallal. Az adott
szog és a BKD sz0g segitségével hatarozzatok meg a hdromszog két
sulyvonala ko6zotti szog mértékét; 4) Utmutatds. Legyen ABC a kere-
sett haromszog, az AA,, BB, és CC, sulyvonalai az M pontban metszik
egymast. Az MB, félegyenesen jeléljetek egy I pontot ugy, hogy MB, =
= B,F. Az MCF haromszoget harom oldala alapjan meg lehet szerkeszte-
ni. 417. 2) Utmutatds. Legyen ABC a keresett hdromszig, az AA és CC,
sulyvonalai az M pontban metszik egymast. Az AMC haromszoget meg
lehet szerkeszteni két oldala és a harmadik oldalra bocsatott magassaga
alapjan. 419. Utmutatds. Fektessetek egyenest a C ponton keresztiil,
amely parhuzamos a BD egyenessel. Metssze az egyenes az AB oldalt
az E pontban. Bizonyitsatok be, hogy BC = BE, és alkalmazzatok az
aranyos szakaszok tételét. 420. a. 421. 11 cm.
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12. Hasonl6 haromszogek

432. 33 m. 439. 6 cm. 440. 9 cm. 441. 40 cm, 60 cm. 442. 36 cm.
443. 8 cm. 444. 4,8 cm. Utmutatds. Az A cstcson keresztiil fektessetek
a BD egyenessel parhuzamos egyenest. 445. 6 cm, 12 cm. 446. 36 cm.
447. 1) 30°, 30° 120°% 2) 30°, 60°, 90°.

13. A haromszogek hasonlésaganak els6 ismertetojele

463. 6 cm, 30 cm. 464. 10,5 cm, 13,5 cm. 467. 42 cm. 468. 10 cm, 14 cm.
469. 12,5 cm, 3,5 cm. 471. 12 m. 475. 24 cm. 476. 16 cm. 477. 16 cm.
478. Utmutatds. A P ponton keresztul htzzatok meg a kor atmérdjét, és
alkalmazzatok a 2. pont 13. kulcsos feladatat. 479. 10 cm. 480. 27 cm.

481.2) 36 cm. 482. 10 cm. 483. aa+hh' 484.27 cm, 15 cm. 485. 1) 20°, 160°%
2) 50°, 130°. 487. 18 cm.

14. A haromszogek hasonlésaganak
2. és 3. ismertetdjele

496. 18 cm, 30 cm. 497. 50 cm, 20 cm. 498. 6 cm. 500. a"f

Bizonyitsatok be, hogy KBMA ~ ABCA, a hasonlésiagi egytitthat6 pedig
ﬁ lesz. 501. 6 cm. Utmutatds. Bizonyitsatok be, hogy ABCA ~ BDCA.

b Utmutatds.

502. Utmutatds. Bizonyitsatok be, hogy AHCA ~ ABDA, a haromszogek
hasonlésaganak masodik ismertetdjele alapjan. 503. Utmutatds. Bizo-
nyitsatok be, hogy a BMC és CMK haromszogek hasonlésagabdl az ABM
és KAM haromszogek hasonlésdga kévetkezik. 505. Utmutatds. Legyen
a korok metszéspontjai E és F pontok. A két AB és EF, CD és EF hur-
parra alkalmazzatok a 2. pont 13. kulcsos feladatat. 506. 9 cm, 14 cm.
508. 10 cm.

3. §. A derékszdgii haromszdgek megoldasa

15. Osszefiiggések a derékszogii haromszégben

514. 15 cm, 20 cm. 515. 30 cm, 24 cm. 516. 2v5cm, 445 cm.
517. 14,5 cm. 518. 62 cm. 519. 12,5 cm. 520. 12,8 cm. 521. 2,5 cm.
522. 196 cm. Utmutatds. Bizonyitsatok be, hogy a trapéz szaranak vég-
pontjai és a beirt kor kozéppontja egy derékszogl haromszog cstcsal.
523. 18 cm. 525. 7 cm, 14 cm. 526. 14 cm. 527. 74°, 74°, 74°, 138°.
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16. Pitagorasz-tétel

a3 2h c

. 545. a/2. 546. N 547. N
548. a) J6 cm; b) J3 cm; ¢) 42 cm. 549. a) V2 cm; b) 1 cm.
550. 4/5 cm. 551. 4410 cm. 552. 413 cm. 553. 45 cm. 554. 10 cm,
10 cm, 12 cm. 555. 40 cm, 25 cm, 25 cm. 556. 20 cm. 557. 20 cm.
558. 24 cm. 559. 1,5 cm, 22,5 cm. 560. 8 cm, 6 cm, 10 cm. 561. 6 cm,
273 cm. 562. 168 cm. 563. 200 cm. 564. 20 kényoknyi. 565. 8+/10 cm.
Utmutatds. Bizonyitsatok be, hogy a trapéz szara egyenld a nagyobbik
alapjaval. 566. 1243 cm. 567. 2165 cm. 568. 125 cm. 569. 128. cm.
Utmutatds. Alkalmazzatok a haromszég szogfelezdjének tulajdon-
sagat, és hatarozzatok meg a szaranak és az alap felének az aranyat.
570.162 cm. 571. 54 cm. 572. 8+/10 cm. 573. 10 cm, 4+/13 cm, 2473 cm.

542. 13 cm. 543. 10 cm. 544.

574. 26 cm. 575. 3% 14b.

17. A derékszogi haromszog
hegyesszogének trigonometrikus fuggvényei

595. 45°, 135°. 598. 1) 1; 2) 0. 599. 0,28; 0,96: 274 274 600. 7. Utmutatds.
Az AMC és BDC haromszogek hasonlésagabdl kovetkemk, hogy —:

_AM _1 6 ; . KC _ BD
=D "3 601. 7 Utmutatds. Alkalmazzatok azt, hogy - AB
602. Utmutatds. Az F pontbél az ED szakaszra bocsdssatok egy merdle-
gest. Hatarozzatok meg az E és B szogek tangensét. 603. 3 cm.

604. 12 cm. 605. 14 cm.
18. A derékszogi haromszogek megoldasa

618. 45°. 621. 2a, a+/3. 622. a, a~/3. 625. 8 cm. 626. 16 cm. 627. 15 cm.

628. 42 cm. 629. 630. 1, " 631.qatgo,
cos 2 sinao cosa S1INn o cosa
2
, a sin ¢. 632. ,dtg 2. 633 2 2 _2r 634 M
cos¢ 2cos < 2 SO Gin % cos &
2 2 2

635. @ 636. 2/3 cm, v/93 cm, V181 cm. 638. A/ = 86°, B/ =111°,
C/ =94°, D/ = 69°. 639. 18 cm, 21 cm.
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4. §. Sokszogek. A sokszog terilete

19. Sokszogek

654. 3) . 655.12oldala, 1800°. 658. 150°,

60°, 150°. 659. Otszog. 660. Utmutatds. Legyen
ABCDEF egy olyan hatszog, melynek mindegyik
szoge 120°. Ha meghtuzzuk az MN metsz6
egyenest (247. abra), akkor az ABMNF 6tszog
szogeinek Osszege 540°. Akkor a BMN és
FNM haromszogek szogeinek 6sszege 180°.
247. 4bra 662. 80 cm. 663. (26 +10+/13) cm. 664. 3v/5 cm.

n(n-3)
2

A D

F |IN E

20. A sokszog teriiletének fogalma. A téglalap terilete

674. 0,000126 N. 675. 12 000 N. 676. d? sino cosa. 677. 7543 cm?.
686. Kétszer. 687. Egyetlen egy sem vagy kett6 vagy harom. 688. Egyet-
len egy sem, vagy kettd. 689. 504 cm2. 690. 30 cm. 691. Utmutatds.
Szerkesszetek olyan derékszogl haromszoget, melynek befogdi az adott

négyzetek oldalai. 692. Utmutatds. A keresett négyzet oldala x =+/ab.
694. 24 cm. 695. 2 cm.

21. A paralelogramma teriilete

704. 1) Két megoldasa van: 4 cm és 9 cm; 2) egy megoldasa van: 8 cm.
705. 300 cm?. 706. 120 cm?.  707. 108+/3 cm?.  708. ab sin a.
709. 64 /3 cm? 710. 140v2 cm2 711. 37,5 cm?. 712, & ‘/— . 714.72 cm?.
715. 360 cm?. 719.1:7.

22. A haromszog teriilete

732. 2% cm2 733. 1143 cm? 734. 170 cm2.  735. b? sin o cos o.

736. 1" tg £ B 737 *F . 738. <. 739, @ cm. 740. 96 cm?. 741. 108 cm?.

742. 768 cm2. 744. 52 cm. 745. 336 cmz. 746. 1080 cm?. 757. Utmutatds.
Vegyétek figyelembe, hogy az ABX és AXM haromszogeknek kozos a
magassaga. Ugyanilyen tulajdonsaggal rendelkeznek a CBX és CXM
haromszogek 1s. 758. 120 cm? 759. 20 cm, 6~/10 cm, 2410 cm.

760. 1176 cm?. 761. 9,6 cm?. 762. 40300

em?. Utmutatds. Alkalmazzéatok
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a haromszog szogfelezGjének a tulajdonsagat, hatarozzatok meg a
haromszog szaranak és az alap felének az aranyat. 763. @ cm?.
764. 19 cmz.Utmutatds. Hasznaljatok fel a 750. és a 757. feladat ered-
ményeit. 765. Utmutatds. Hazzatok meg az AM, BM és CM egyeneseket,
és alkalmazzatok a 757. feladat eredményeit. 766. Utmutatds. Hazzatok
meg az AM sulyvonalat. Legyen N a BC oldalon 1év6 pont olyan, hogy
AN || DM. Bizonyitsatok be, hogy a DN lesz a keresett egyenes.

768. 78°, 78°, 24°. 769. 2~/57 cm. 770. 80 cm.

23. A trapéz terulete

782. 108+/3 cm?.  783. 195 cm2.  784. 840 cm2.  785. 132 cm?.

786. 600~/3 cm?. 787. 1640 cm?. 788. (32+32+/2) cm?. 789. 294 cm?.
793. 512 cm?  794. 192 cm?®. 795. 336 cm?. Utmutatds. Az ABCD
trapézban (BC || AD) a C csticsan keresztiil fektessetek egy olyan CF
egyenest, amely parhuzamos a BD atléval (az F pont az AD-hez illesz-

2
kedik), és vizsgaljatok meg az ACF haromszoget. 796. %. Utmutatds.
Bizonyitsatok be, hogy a trapéz nagyobbik alapjanal 60°-os sz6g van.
797. 156 cm?. Utmutatds. Legyen az O pont az ABCD trapézba irt kor-
vonal kézéppontja (BC || AD). Bizonyitsatok be, hogy az AOB haromszog
derékszog, és hatarozzatok meg az O csticsabdl bocsatott magassagat.
798. 588 cm?. 799. 2187 cm?. Utmutatds. Bizonyitsatok be, hogy az adott
trapéz atldja az alapnal 1évl szogének a szogfelezdje. Ezutan alkalmaz-

zatok a haromszog szogfelezGjének tulajdonsagat. 800. 936 cm?. 801. %

Utmutatds. Hazzatok meg a trapéz MN kozépvonalat. Bizonyitsatok be,
hogy az MCN és MND haromszogek C és D csucesb6l bocsatott magas-
sigal a trapéz magassiaganak felével egyenldk. 802. 15 cm, 10 cm.
803. 60°, 120°. 804. 38 cm.

A 8. osztalyos tananyag ismétlé gyakorlatai

806. 64 cm vagy 74 cm. 807. 10 ¢cm, 18 cm. 808. 60°. 809. a — b.
811. 1) Nem; 2) igen; 3) nem; 4) igen; 5) nem; 6) igen; 7) igen. Utmutatds.
Bizonyitsatok be, hogy az atlok metszéspontjukban felezik egymast.
812. 1) Igen; 2) igen; 3) nem. 813. 30° 150°. 814. 40°, 70°, 70°. 815. 45°%

816. 18 cm. 818. 56 cm. 821. 163:/5 cm. 823. CD. 824. 70°, 110°. 825. 30°.

828. 80°, 100° 150° 30°. 829. 4 cm, 10 cm. 830. 1 : 2. 831. 3 : 4.
832. 2 :5. 833. 9 cm, 3 cm, 6 cm. 834. 21 cm, 35 cm. 835. 28 cm,
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28 cm, 16 cm. 837. aafb' 838. 21 cm, 15 cm. 840. 25 cm. 841. 5 cm.

842. 10 cm. 843. 36 cm. 844. (12\/g+20) cm. 845. 18 cm. 846. 24 cm.

847. 44/29 cm, 10429 cm. 848. % cm. 849. 2410 cm. 850. 45 cm.

2 2
851. a) 55 b) . 852. 256 cm”. 853. Sd”. 854. —334‘/5. 855. _2ng'

856. %cz sina cosa. 857. 72+/3 cm?. 858. 24 300 cm?. 859. 6 cm.

AZ ONELLENOGRZES TESZT FORMAJABAN FELADATAINAK
HELYES FELELETEI

Feladatlap Feladatok szama
sorszama 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10
1 B|DJ|A| A C C D | A C C
2 B C C C B C D B|D| A
3 C B C B | D C B C D B
4 B C|A|DJ|]A|D]|D B | D C
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