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. A szerzoktol

A TANULOKNAK

KEDVES NYOLCADIKOSOK!

Ebben a tanévben tovabb folytatjatok az algebra tanulasat. Reméljik,
hogy a 7. osztalyban megszerettétek ezt a fontos és szép tantargyat, és
ezért fokozott érdeklddéssel fogtok hozza az 0j ismeretek elsajatitasahoz.
Bizunk benne, hogy a kezetekben tartott tankényv segitségetekre lesz
ebben.

Ismerkedjetek meg a tankonyv felépitésével!

A tankonyv harom paragrafusbdl all, amelyek pontokra tagozédnak.
Itt ismerkedhettek meg a tananyag elméleti részével. Forditsatok kiilonts
figyelmet a félkovér betlikkel szedett szévegrészekre. Jol jegyezzétek
meg a d6lt betlikkel kiemelt szavakat is.

A hagyomanyoknak megfelelen az elméleti anyagot gyakorlopéldak
és feladatok kovetik. Ezeket a feladatmegoldas egyik lehetséges valtoza-
tanak tekinthetitek. Minden pontban 6nallé munkara kijelolt feladatok
vannak, amelyek megoldasahoz csak az elméleti rész elsajatitasa utan
fogjatok hozza. A gyakorlatok kozott vannak konnydek, kozepesek és
nehezek (kiilénosen a *-gal jeloltek). Tudasotokat az Ellendrizzétek
magatokat! cimli rubrikdaban talalhaté tesztfeladatok megoldasaval
ellenérizhetitek. Minden pont egy kiilonleges rubrikaval fejezddik be,
melynek a Nem hagyomdnyos modszerek haszndlata cimet adtuk. Ezek-
ben olyan feladatok szerepelnek, amelyek megoldasahoz legtébbszor
nem matematikai tudasra van sziikség, hanem csak a jézan eszeteket,
talalékonysagotokat, felfogoképességeteket kell hasznalni. E feladatokkal
problémamegold6 gondolkodas fejlesztését tlztiik ki célul, hogy ne csak
a matematikai feladatok elvégzésekor keriiljétek a szokvanyos megolda-
sokat, hanem az élet minden tertiletén.

Ha a hazi feladat megoldasa utan még marad szabad 1d6tok, és sze-
retnétek tébbet tudni, akkor ismerkedjetek meg a Tobbletfeladatok ciml
rubrikaban leirt feladatokkal. Az ebben k6zolt tananyag nem tartozik az
egyszerdek kozzé, de itt aztan igazan kiprébalhatjatok képességeiteket.

Sok sikert és kitartast kivanunk!



4 A szerzbktdl

A TANAROKNAK

TISZTELT KOLLEGAK!

Oszintén reméljik, hogy e tankényv megbizhat6 segitségil szolgal
egy nemes cél érdekében végzett aldozatos munk4ijukhoz. Szeretnénk,
ha a konyv elnyerné tetszéstiiket.

A tankonyv széles kord és valtozatos didaktikai anyagot tartalmaz.
Egy tanév alatt a tankényvben taldlhat6 valamennyi feladatot lehetetlen
megoldani, de erre nincs is sziikség. Sokkal kényelmesebb gy dolgozni,
hogy bdségesen valogathatunk a feladatokbdl. Ez az egyénre szabott
fejlesztési modszerek alkalmazasat teszi lehet6vé az oktatasban.

A Tobbletfeladatokban olyan példak talalhatdk, amelyeket matema-
tikai korokre, illetve fakultativ foglalkozasokra javaslunk.

Az alkoté munkéhoz er6t, kedvet és sok sikert kivAnunk!

. Egyezményes jelek:

o

n alacsony és kozepes felkészultségd tanuldk részére ajanlott
feladatok;

megfeleld felkésziltségl tanuldk részére ajanlott feladatok;
kival6 felkésziiltségl tanuldk részére ajanlott feladatok;

matematikai szakkorok részére és fakultativ foglalkozasokra
ajanlott feladatok;

vége a tétel bizonyitasanak;

szamitégéppel elvégezhetd feladatok;

@ IE > =>(~ =: =o
\

tobbletfeladatok.

A z06ld szdmozasu példakat hazi feladatra, a kék szamozastakat
pedig szdbeli feladatként ajanljuk.



RACIONALIS KIFEJEZESEK

o Ebben a paragrafusban olyan tortekkel ismerkediink meg, amelyek
nevezdiben és szamlaléiban valtozokat tartalmazo kifejezések
vannak; megtanuljuk 6ésszeadni, kivonni, megszorozni és elosz-
tani az ilyen torteket; megismerkediink az ilyen tértekbdl allé
egyenletekkel.

o Megismerkediink azokkal a szabalyokkal, amelyek segitségével
az adott egyenlet egyszeribb alakra hozhaté.

e BOdvitjiuk a hatvany fogalméat. Megtanuljuk a szdmokat negativ
egész kitevgja hatvanyra emelni.

e Megtanuljuk azon folyamatok matematikai modellezését, amelyek-
ben az egyik mennyiség néhanyszoros nodvelése (csdkkenése)
egy masik mennyiség néhanyszoros csdkkenését (ndvekedését)
vonja maga utan.

Racionalis tortek

Miel6tt hozzafognatok e pont tanulasahoz, ismételjétek at a
216. oldalon talalhato6 1-es, és a 218. oldalon 1év6 6-0s pontokat.

A 7. osztalyos tananyagban egész kifejezések atalakitdsaval foglal-
koztunk. Ez alatt olyan kifejezéseket értettiink, amelyekben szamok és
valtozok Osszeaddsa, kivondasa, szorzasa és nullatdl kiillonboz6 szammal
valé osztdsa szerepel.

Egész kifejezések példaul:
a+b 2 2 1 c  d .

X=y, == m +2m+n,§x 4, Z+?,x.5,y, 7.

A 8. osztalyban a tortkifejezésekkel fogunk megismerkedni.

A tortkifejezések abban kiilonboznek az egész kifejezésektdl, hogy
benniik vdltozot tartalmazo kifejezéssel valé osztds is eléfordul.

Tortkifejezések példaul:

’

2x+%, (=) (x+),

QUlo |

Az egész és tortkifejezéseket egylitt racionalis kifejezéseknek
nevezzik.

Ha a racionalis kifejezésekben a valtozdkat szamokkal helyettesitjiik,
akkor szamkifejezést kapunk. A helyettesitést csak akkor szabad elvégezni,
ha az nem vezet nulldval valé osztdshoz.
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Példaul a 2+ a—+i kifejezésnek nincs értelme, ha ¢ = 1, azaz a kifeje-
o

zésnek nincs helyettesitési értéke. Az a 6sszes tobbi értékére a kifejezés
értelmezve van.

Meghatarozas. A valtozok azon értékeit, amelyekkel a
racionalis kifejezés értelmezve van, a valtozOk megengedett
értékeinek nevezziik.

A fenti kifejezésben példaul az a valtozé megengedett értéke az 1
kivételével barmely szam.

Az egész kifejezésekben szerepl§ valtozok megengedett értékei bar-
mely szam.

A racionalis kifejezések részesete a racionalis tort, amelyekben a
szamlalé és a nevezd is tobbtagu kifejezést. Példaul:

x x%- 2xy 12 a+b
T x4+ y a’ 5

Megjegyezzik, hogy a racionalis tort lehet mind egész, mind tortki-
fejezés.

A raciondlis tort nevezdje nem lehet olyan tobbtagu kifejezés, amely
azonosan egyenl6 nullaval.

A racionalis tortekben a valtozok megengedett értékei azok, amelyek-
nél a nevezd helyettesitési értéke nem nulla.

Az 1. Abran lathat6 vazlatrajz ebben a pontban megtaldlhat6 fogalmak
kozotti kapesolatot szemlélteti.

Racionalis kifejezések

Tort-
kifejezések

Egész
kifejezések

Tébbtaga Racionalis
kifejezések tortek

1. 4bra

PELDA . Hatarozzatok meg az %+% kifejezésben a valtozé meg-

engedett értékeit!

! Emlékeztetink rd, hogy a szamok és az egytagu kifejezések a tobbtagu
kifejezések részesetei (lasd 218. oldal 6. pont).
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Megoldds. Az % tort nincs értelmezve, ha x = 0. Az 6sszes tobbi

, ., 3 . T P .
szam esetén értelmezve van. - tort az x = 5 értékén kivil az 0sszes

szamra értelmezve van.

Tehat az x megengedett értékei a 0 és 5 kivételével valamennyi szam.
Vagy masképpen fogalmazva: a kifejezés nincs értelmezve, ha x = 0 vagy
x=5. A

‘?

1. Miben kildnbéznek a tortkifejezések az egész kifejezésektél?

2. Hogyan nevezzik az egész és tortkifejezéseket egyutt?

3. A valtozok mely értékeit nevezziik megengedett értéknek?

4. Milyen térteket neveziink racionalisaknak?

5. Milyen kifejezések részesete a racionalis tért?

6. Milyen tobbtagu kifejezés nem lehet egy racionalis tért nevezdje?

I GYAKORLATOK

4%’ 4
m” —-3mn
18
1) egész kifejezések' 2) tortkifejezések; 3) raciondalis tortek?

2
8 [ M,x_z 1 0, (y_4)3+l,
Y

1.OA > ) - ’
6n+1 et 2t x+2’ 6

x
7

kifejezések kozul melyek:

2.° Mennyi a <—=¢ o0 € tort helyettesitési értéke, ha:

1) c=-3; 2)c=0?
2m—-n
3m+2
Dm=-1,n=1; 2) m=4,n=-5.
B 4r Hatérozzétok meg az alabbi kifejezések értékét:
1 5 =—4; 2) %ﬁ—ﬁ,haxz—&y:&
5. Hatarozzétok meg a kifejezésben szerepl§ valtozé megengedett ér-
tékeit:

= 3.° Hatarozzatok meg a klfe]ezes helyettesitési értékét, ha:

_5: 9 . 2+y,

1) 2x — 5; 3 —% DT,
18, x—5, 1
2) Z’ 4) 9 ’ 6) x2+4,
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5 2 3x x
7 ; 9) —5+——; T
)x2—4 )x—2 x+1 )|x|+1
5 x+4 x*
8) ——3 0 ; 2) ————.
)|x|—4 )x(x—6) )(x—3)(x+5)
6.° A valtozé mely értékére van értelmezve a
9 m-—1 4 1
D= ; —
)y 3 m?-9 5 x78+x71
2) x+7, 4) x ) 2x—-3
x+9’ | x|-3’ (x+2) (x-10)
kifejezés?
7.° Irjatok fel olyan x valtozét tartalmazo racionalis tortet, amely
)x="1, 2) x =-1; 3 x=0ésx=4

értékeinél nincs értelmezve!

8. frjatok fel olyan y valtozdt tartalmazé raciondlis tortet, amelynek
megengedett értékei:

1) 5 kivételével minden szam;

2) —2 és 0 kivételével minden szam;

3) 3, —3 és 6 kivételével minden szam,;
4) barmely szam!

9." Egy gépkocsi 75 km/h sebességgel a km-t tett meg mliiton, és 40 km/h
sebességgel b kilométert foldaton. Mennyi id6 alatt tette meg a teljes
utat a gépkocsi? Adjatok meg a feladat megoldasat kifejezéssel, majd
hatarozzatok meg az értéket, ha a = 150, b = 20!

10.° Egy tanulé m hrivnyaért 8 hrivnyas, n hrivnyaért pedig 14 hriv-
nyas fuzeteket vasarolt. Hany flizetet vasarolt a tanulé? Allitsatok
fel kifejezést, majd hatarozzatok meg az értékét, ha m = 24, n = 56!

11.° Bizonyitsatok be, hogy az x valamennyi megengedett értékénél a
tort értéke:

x%+1 (o

2) 6 9 o2 negativ!

12.° Bizonyitsatok be, hogy az x valamennyi megengedett értékénél a
tort értéke:

—x? " x% +4x+4

1) N nem pozitiv; 2 7 oy i1

1) iz pozitiv;
X

nem negativ!

13.° Ismeretes, hogy 5x — 15y = 1. Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések
értékét:

8 1
2 ; 4) ———.
) 2x — 6y ) x% —6xy +9y>

14." Tudjuk, hogy 4a + 8b = 10. Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:

5 a® + 4ab + 4b*
12 : 2) ———; a TRevTr
) 2b+a; ) oz VR
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15.” Hatarozzatok meg az alabbi fliggvények értelmezési tartomanyat:

1 1
Dy= —4; 2)y= 1
4-= w1
X X
16." A valtozo mely értékeinél van értelmezve az alabbi kifejezés?
x 10
D —5s 2 —%-
x—= 242
x x
l FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ
17. EgyszerUsitsétek az alabbi torteket:
5 12, 27, 30
1 15’ 2 18’ %) 45’ 9 48"

18. Bévitsétek:
1) a % tortet ugy, hogy a nevezgje 14 legyen;

2) a % tortet Ggy, hogy a nevezdje 60 legyen!
19. Adjatok meg a kovetkezd kifejezéseket hatvanyalakban:

1) a®a?; 2) (a®)?, 3) a’®: a?; 4) (@®*: (@?®.
20. Bontsatok tényezGkre az alabbi kifejezéseket:
1) 6a — 15b; 5) a® + a%
2) 2a + ab; 6) 12m?n — 4mn;
3) 7Tam + Tbn; 7) 2x? — 4x% + 10x%,
4) 4x% — 12xy; 8) 10a%b? — 15a%b + 25ab2.
21. Bontsatok tényezbkre az alabbi kifejezéseket:
1) ab — ac + bd — cd; 3) a®+ a’+ 2a% + 2;
2) 3m + 3n — mx — nx; 4) 8a?b — 2a® — 4b* + b.
22. Adjatok meg azokat a kéttagu kifejezéseket, amelyek négyzete:
1) a* - 8a + 16; 3) 40xy + 16x2 + 25y2;
2) 9x% + 6x + 1; 4) a® — 4a*b + 4b.
23. Bontsatok tényezGkre az alabbi kifejezéseket:
1) x2-9; 4) a?b? - 81; 7) ¢ —d?
2) 25 — 4y?; 5) 100mS — 1; 8) a®+ 8§;
3) 36m? — 49n?; 6) al® — b¢; 9) 27mb — n®.
24. Bontsatok tényezbGkre a kovetkezl kifejezéseket:
1) 7Ta®2 - T, 4) —8a® + 8a® — 2aq;
2) 3b3 — 3b; 5) x — 4y + x% — 16y%;
3) 2x® — 2xy?; 6) ab®— ab* — b® + b*.

25. Melyik azonossag az alabbi egyenlGségek kozul:
1) 3x% — 36xy + 108y? = 3 (x — 6Y)%;
2) 4m? —500n8 =4 (m — 5n) (n — 5mn + 25n?)?
Frissitsétek fel a 2. pontban tanultakat (216. oldal)!
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I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

26. Adott az a= 44...4, b= 33...3 szdm. Az a szdm m szdmjegyU, a b

m szamjegy nszamjegy
szam n szamjegyd. Megvalaszthatok-e gy az m és az n értékei, hogy:
1) az a szam oszthaté legyen b-vel,
2) a b szam oszthat6 legyen a-val?

YAl A racionalis tortek alaptulajdonsaga

A3a—-1+2a+5=>5a+ 4 egyenlGség azonossag, mivel az ¢ minden
értékére teljestl.
AEM—1+2a+5:5a+4

egyenldség elsd ranézésre ugyancsak azonos-

a+1 a+1
sagnak tlnik, de az egyenléség nem teljesiil az a minden értékére. Az
a = — 1 esetén kapott racionalis tért nincs értelmezve. Vagyis a 7. osz-

talyban bevezetett azonosan egyenld kifejezések és az azonossag meg-
hatarozasait pontositani kell.

Meghatarozas. Kétkifejezést azonosan egyenldnek
nevezink, ha a valtozok minden megengedett értékénél a meg-
felel6 helyettesitési értékeik egyenlok.

Meghatarozas. Azonossagnak nevezzik az olyan
egyenloséget, amely a valtoz6 minden megengedett értékével
teljesiil.

Péld4ul az

Z_g =1 egyenl8ség azonossag, mivel az a = 2 kivételével
a valtoz6 minden értékére igaz.
A 7. osztalyban tanultuk az egész kifejezések azonos atalakitasait.
Most pedig a tortkifejezések azonos atalakitasaval fogunk foglalkozni.
Az arany alaptulajdonsaga szerint az
a am
b bm
egyenlGség teljesil a, b és m barmely értékeivel, ahol b # 0 és m # 0.
A racionalis tortek az arany alaptulajdonsidgahoz hasonlé tulajdon-

saggal rendelkeznek:



2. Aracionalis tortek alaptulajdonsaga 1"

ha a raciondlis tort szamlalojat és nevezdjét megszorozzuk
ugyanazzal a nullatol kiilonbozé tobbtagu kifejezéssel, akkor az
adottal azonosan egyenlé tortet kapunk.

A fenti tulajdonsigot a racionalis tort alaptulajdonsaganak
nevezzik és igy irhatjuk le:

b

-C

.C’

ahol A, B és C tobbtagu kifejezések, s emellett B és C nem egyenld nul-
laval.

TS
]

A fenti tulajdonsag felhasznalasaval az % kifejezést helyettesit-

hetjiik a vele azonosan egyenld % torttel. Az ilyen azonos atalakitasokat
a tortnek C tényezdvel valb egyszerisitésének nevezziik.

6a°p? | 2 3x+15y 3) yi+4y+4

1. PELDA. Egyszertsitsiik a 1 ;
&Y ) 24a%* 3x y?+2y

tor-

teket.
Megoldds. 1) A 6ab? és 24ab* egytagu kifejezéseknek van kozos
6a%b? tényezbjik. Ezért:
6a°0> _ a-6a’” _ a_
24a%*' 46 - 6a%®  4b?’
2) A tort szamlalgjat tényezékre bontjuk:
3x+15y 3 (x+5y)
3x  8x
A kapott tort szamlaldjanak és nevezdjének kozos tényezGje 3, amivel
egyszerUsithetink:

3(x+5y) x+5by
3x Toox
3) ElGszor a tort szamlalgjat és nevezGjét tényezGkre bontjuk, majd a
kapott tortet a y + 2 tényezdvel egyszerlsitjik:
vi+dy+4  (y+2)?°  y+2
v +2y  yw+2) oy
A tort alaptulajdonsagabdl kovetkezik, hogy
A_-A, -A_ A
B -B B -B
A % és AB tortek mindegyikét felirhatjuk —% alakban is, vagyis

A_A_ A
B -B B’
z P 4a-20 ..
2. PELDA. Egyszer(sitsiik a 5 5 tortet.
a-a
Megoldds.

4a-20 _4(a-5 _4@-5) _ 4 ,
5a—a®> a(-a) -a(@a-5 a
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3. PELDA. Hozzuk:

2
a

1) az : tortet 15ab’c® nevezire;

be?

a
a+2b
a-b
2a-3b
Megoldas. 1) Mivel 15ab®c® = 5bc®3ab?c?, ezért az 4j nevezl a

2) az tortet a® — 4b% nevezire;

3) az tortet 3b — 2a nevezdre.

3ab*c? tényezével kiilonbozik az adott tort nevezdjétsl. Tehat az adott
tort szamlalojat és nevezGjét a 3ab’c? potszorzoval kell megszoroznunk:

a®?  a®-3ab’c®  3a°%c?

5bc®  Bbe® -3ab%e?  15ab’c®’

9 _ a(@—2b) _a®-2ab
a+2b (a+2b)(a—2b) a?—4b®
3) Az adott tort szamlalgjat és nevezdjét is szorozzuk meg —1-gyel:
a-b _ (a-b)-(-1) _ b-a
2a-3b (2a-3b)-(-1) 38b-2a°

4. PELDA. Hozzuk kozos nevezdre a kivetkezd torteket:

) 2mogg Bt g Lo 1 ) _da® oo 6
9a%°  6a'p®’ a+b  a-b’ a®-36  a’+6a
Megoldds. 1) Az adott tort nevezbinek szorzata 9a?b% - 6a*b® =

=54a°b? egyuttal k6zos nevezdjik is. Azonban célszerlibb k6zos nevezd-

nek a 18a*b® egytagu kifejezést valasztani, amelynek egytitthatéja 18,
ami az adott nevezdk egyltthatdinak, a 9-nek és a 6-nak, a legkisebb
koz06s tobbszorose; az a és b valtozokat pedig a tortek nevezdiben szerepld
legnagyobb kitevikkel vesszik.
Mivel 18a'b® = 9a2b8 - 2a?, ezért a 927”;6 tort potszorzdja a 2a® egyta-
a
2
gu kifejezés. Figyelembe véve, hogy 18a*b® = 6a*b? - 3b% , ezért az %
a
tort potszorzdja a 3b° egytagu kifejezés.
Tehat, azt kapjuk, hogy
2m_ _ 2m - 2a* _ 4a’m |
9a°0%  9a%°®-24> 18a'p%’
5n® _ bn®-3b° _156°n°
6a'®  6a'v®-3b° 18a"'p°’
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2) Az adott tortek kozos nevezdje nevezdik szorzataval egyenld. igy:

1 _ a-b __a-b .
a+b (a+b)(a-b) a%-b?
1 a+b _a+b

a-b (a-b)(a+b) a®>-p>
3) A racionalis tortek kézos nevezdjének meghatarozasanal hasznos
lehet nevez6ik tényezGkre bontasa:
a?—36=(a+6)(@—06),a’+6a=a(a+06).
Tehat az adott tortek kézos nevezdGje lehet az a(a + 6)(a — 6) kifejezés.

Ekkor
a/

4q° _ 4a? _ 443 _ 4a? .
a®-36 (a+6)(a-6) a(a+6)(a-6) a®-36a’
6 ““6 _ 6(a-6) _ 6a-36

a’*+6a  a(a+6) a(a+6)(@a-6) a*-36a

ya Ve 2 p—
5. PELDA. Abrazoljuk az y= d 11 fuggvényt.
x_

Megoldds. Az adott fuggvény értelmezési [
tartomanya az x = 1 kivételével barmely szam. Igy:
x2-1 _ (x-1)(x+1) _

x-1 x-1

tehat y=x+ 1, hax# 1. 0 1
Tehat az adott fliggvény grafikonja — az 1 ab-
szcisszaja pont kivételével — az y = x + 1 egyenes
(2. abra). A 2. 4bra

iy

x+1,

tad

6. PELDA. Oldjuk meg a (a® — 9)x = a + 3 egyenletet az a paraméter
barmely értékére.
Megoldads. Felirjuk az adott egyenletet (a + 3)(a — 3)x alakban, és
harom esetet vizsgalunk meg.
1) a=23.
Ebben az esetben a Ox = 6 egyenletet kapjuk, amelynek nincs meg-
oldasa.
2)a=-3.
Az igy kapott Ox = 0 egyenletnek végtelen sok megoldasa van.
3)a+3ésa#-3.
a+3 1
Bkkor x = @8 a3
Felelet: ha a = 3, akkor az egyenletnek nincs gyoke; ha a = -3,
akkor az egyenletnek barmely szam a gycke; ha a # 3 és a # —3, akkor
1
a-3

X =




14 1.8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

? 1. Milyen kifejezéseket neveziink azonosan egyenl6knek?
2. Mit neveziink azonossagnak?
3. Fogalmazzatok meg a racionalis tértek alaptulajdonsagat!

I GYAKORLATOK

2
27.° Az alabbi kifejezések koziil melyikkel azonosan egyenld a g% tort:
a

2 3 4
12a 3a
1< 2) &, 3 ; 4 ?
) 4 ) 4 ) 48a ) 1242
28.° Azonossagok-e az alabbi egyenlGségek:
3m®> _3m 260 _ 8b
D) ——="-; 3) —== ;
) m 7 ) 5¢®  20c°
8 2 2 5
)4x4_x_; 4)8m:8m3?
16x 4 9n  9nm
29.° Egyszerisitsétek a kovetkezs torteket:
14a3 5x 4abc —-10n"°
1 ; 3) =3 5 ; 7 ;
) 21 ) 20 ) 16ab* ) 5nt
) 8b%c? | ) 24x%y% 6 56m°n” | 9) 3piq®
12bc®’ 32xy ’ 42m°n'®’ -9p%¢""

30.° Adjatok meg a hidnyadosokat tort alakban, majd egyszer(isitsétek
azokat:

1) 6a : (18a®); 2) 1657 : (48b%); 3) 35a%b% : (—49a°b%)!
31.° Egyszerisitsétek a torteket:
3x 5¢* 16ab* 124°
1) —; 3) —=; 5 ; T ——;
) 21 ) 10¢° ) 40ab® ) -42a®
5x” 2m* 63x°y* -13a°°
2) —; 4) ——; 6 ; 8 —.
) 6x ) ) 42x%y° ) 26a'b®
32.° Egyszertsitsétek az alabbi kifejezéseket:
1) =%, 2) -=4; 3) -2 4 -=2,
) -b ) b ) -b ) -b
33.° Péotoljatok a hianyzo kifejezéseket az egyenldségekben:
oo __-__da%  gm_d4m________3m'n’
3 6a 9q° b5b n on? mnp
34.° Alakitsatok at:

172 27

1) az % kifejezést b® nevezG6jl tortté;
b

2) az gﬂ kifejezést 27n* nevezGjl tortté;
n

3) a 7 62 kifejezést 35x°y? nevezdjl tortté;
Xy

4) az 65—’2 kifejezést 24p°c nevezdjd tortté!
p
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35.° Alakitsatok at:

1) az %alakﬁ tortet y® nevezGjivé,
Yy

2) az % alaku tortet 6b° nevezdjlivé;

>

3) a —— alaku tortet 12m?n® nevezgjiivé;
4m°n
4)a 1151;6 alaku tortet 30bd’ nevezGjlivé!
36.° EgyszerUsitsétek a kovetkezo torteket:
)a(x+2). )7x—21y. 9) y?-25.
b(x+2)’ 5x 15y’ 10+2y’
— 2 _ 2
2)4(a 6; . 6) 4a 20b; 10) a +4a+4;
(a-6) 12ab 9q+18
3. _4)\0 2_
cﬁ(c 4)3; 7 6x+12; 11) c 26c+9;
c® (c—4) 6x ¢ -9
2a +2b a-5b m®+1
H 8) ——; 12) ————.
)7(a+b) ) a® - 5ab ) m?-m+1
37.° EgyszerUsitsétek az alabbi torteket:
) a-b ) m2—5mn_ 5) x2—25.
2(b-a)’ 15n—3m’ 5x? —x®’
_ 4 _ 3 2
2) 3x 6y; 4) 711 als); 6) y 12y;36.
4y —2x b* —Tab 36—y
38.° Egyszerlsitsétek a kovetkezd torteket:
2 5 4
1) 3m—3n; 4) x —49; 7 b5—b6;
Tm-"Tn 6x+42 b°-b
5a+25b | 5) 12a* - 6a . 9) Tm2+Tm+7,
2a* +10ab’ 3-6a ’ m® -1
3) 4x-16y ) 9%2-1 | ) 64— x*
16y ’ 92 +6b+1’ 3x% - 24x
39.° Alakitsatok at:
1) az —%_tortet 4a + 8 nevezdjd tortté;

a+2

2) az — 2 tortet m? — 9n? nevezdjd tortté;
m—-3n

3) az —~— tortet Ty — 14x nevezdjd tortté;

2x -y

4) az b {ortet 4a? + 12ab + 9b? nevezdjd tortté;
2a+3b

5) az f;I tortet x° — 1 nevezGjl tortté!
x“+x+1

40.° frjétok fel at az x — 5y kifejezést:
1) 2; 2) x; 3) 4%

4) x? — 25y% nevezdjd tort alakban!
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41.° Hozzatok a ﬁ tortet:

1) 5b — 20; 2) 12 — 3b; 3) b% — 4b; 4) b? — 16 nevezire!
42.° Alakitsatok at az alabbi tortparokat azonos nevezdjd tortekké:
) L ¢s L 5) — X s X
8ab 2a° 2x+1 8x -2
3x 4y a-b a
2 ; 6 és ;
) et 3m2n? ) 3a+3b  a?_p?
b , 2 3a . 2a
3) 4+ —; 7 ;
) ab a®—b? ) 1a-4 % 5-5a
3d 8p Ta c
4 ; 8) —— és .
) m-n (m-n)® )b—3 9_p>
43.° Hozzatok kozos nevezoére a kovetkezo torteket:
1) 42 5 és 13 ; 5) §+1 és y_lz;
15x°y bOx y x6fxy ?icyfy
7) QA _— 6 4 gg 22 .
) 6a't’ ° 9ab’ ) a=2b " a+b
’ 1+c® c
3) s 5——; 7 és —;
) y-5  y*-25 ) 16 Fa-e
4) m+n_ o 2m—-3n 8 2m+9 / m
m?—mn m? —n?’ m?+5m+25 m-5"
44." Egyszerlsitsétek az alabbi torteket:
2
1 (3a + 3b) : 3) xy+x—5y—5;
a+b 4y+4
2 2
2) (6x2—18y2) . 4) a —2ab+2b—2a.
x° -9y a”—4a+4
45." EgyszerUsitsétek a kovetkezd torteket:
2m? —72n® ) a®-8 3) a® +2a’b + ab®
(4m +24n)?’ ab—a-2b+2’ @ —ab?

46." EgyszerUlsitsétek a tortkifejezéseket, majd hatarozzatok meg a
helyettesitési értékiket:

1 15a2 +10ab
3ab+2b>
2 2
2) 9b2 —4c y
12b°c — 8bc
2 2
3) 36x° —12xy+y

haa=-2,b=0,4;

ab==, c=-6;

W=

,hax=1,2,y=-38;

y? —36x2
8 6
4) 4%, haa=-0,1!
a” +a

= 47.° Hatarozzatok meg az alabbi kifejezés helyettesitési értékét:
242 2
1) 16x” -4y~ ,hax=2,5y=-2; 2) 49¢” 9

— 2 "9 hac=—4!
6x -3y 49c” +42c+9
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48.° Hozzatok k6zos nevezdre a kovetkezd torteket:

) 2p és 1 4) 2x 3x b5 4 .
5p—15 ~ p-_27’ x?-1" x*-2x+1  x*+2x+1
3a+1 ,  a—-2 a? b . ab
2 ; 5 , és .
) 9a%-6a+1 9a%-1 ) a®—ab—ac+bec’ 2a-2b  4a-4c
a ’ a+3
3) és

] a®-7a a’-14a+49’
49." Irjatok fel a tortkifejezéseket azonos nevezGjd tortek alakjaban:
3a a a?
1 , es H
)3a—2 9a+6 ~ 9a%b-4b
1 1 . 1

) es .
a-5b" a?+7ac a® +7ac—5ab—35bc

2)

50.” Hatarozzatok meg a Zy—y kifejezés értékét, ha £ =2
Xy + x? Yy

4a®

51." Hatarozzatok meg a ab 5 kifejezés értékét, ha %z 5.

52." Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét, ha tudjuk, hogy
2a —6b=1:

8 a®-9p*
1) ———; —_
) a—3b ) 0,5a +1,5b
53.* Hatdrozzatok meg a % kifejezés értékét, ha 4m + 3n = 8!
54." Létezik-e az a-nak olyan értéke, amelynél az 3 2 —axl tort he-

a’+a“+a+1
lyettesitési értéke negativ?

55." Abrézoljétok az alabbi fiiggvényeket:

1 _x"-4 -4, 3) _x®-10x+25 2x°—4x,
y= x+2° y x—5 x ’
_x-3, _ 2 2
2),y_3—x’ 4)y_x+4 x+4
56.” Abrazoljatok az alabbi figgvényeket:
_x2—8x+16_ _ X, _x2—3x 2% -2
Dy=tFS gyl Yyt BEE
57." Abrazoljatok az alabbi fuggvényeket:
_ | x | _x?-1
Dy= z)y_lxl_l'
58.” Oldjatok meg a kovetkez6 egyenleteket:
x+1 x2-25 L. x+6
1) x+1—1 2) 5 =10; 3) —|x|—6_0'
59.” Oldjatok meg a kiévetkezb egyenleteket:
2 —
)X -16__g o LEI=T o,

x+4
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60." Az a valamennyi értékére oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

)ax=1; 3) (@a—6)x=a®>—12a + 36;
2) ax = a; 4 @-4Hx=a-2

61." Az a valamennyi értékére oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
D@+3)x=3; 2) (@®> —9a) x = a®> — 18a + 81!

I ISMETLO FELADATOK

62. Hozzatok egyszer(bb alakra a kovetkezs kifejezéseket:
1) x+2) (x—9) —3x (3 —2x);
2)(@+5)(@—2)+@+4) (a-5);

-8 Ey+1D-By+1) (y-6)

4) (2x — 3y) 2x + 3y) + Bx + 2y) (8x — 2y);
5) (x+ 12— (x—3) (x + 3);

6 (y-49 +3)— (-6

= 63. Abrézoljétok az alabbi figgvényeket:

Dy=2; 2) y = 2x; 3)y=2x-1.

64. Milyen a és b értékeknél lesz az (a — 2)(a + 2) + 4b(b — a) kifejezés
értéke a legkisebb? Mennyi ez a legkisebb érték?

65. Meggyes faluhoz a vasutallomas 14 kilométerrel kozelebb van, mint
Almashoz. Autébusszal Meggyestdl az allomasig 45 percig tart az
ut. Személygépkocsival az it Almasrdl az allomasra 5 perccel tovabb
tartott. A személygépkocsi sebessége 12 km/h-val nagyobb az autébusz
sebességénél. Hatarozzatok meg mindegyik gépjarmd sebességét!

l FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ

66. Végezzétek el a kijelolt miiveleteket:
7 5. 9 9, 7. 428 15, 4)4_11_31.

_+_ _—

16 16’ 32 382’

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

67. A négyzet oldalaira 4 természetes szamot irtak. A négyzet mindegyik
csucsdban pedig olyan szam szerepel, amely egyenld a csucsot alkotd
oldalakra irt szamok szorzataval. A csticsokban szereplS szamok 6sz-
szege 55. Hatarozzatok meg az oldalakra irt szamok 6sszegét!
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Al Egyenld nevezdjli racionalis tortek
osszeadasa és kivonasa

Mar tudtok egyenld nevez6jd k6zonséges torteket 6sszeadni és kivonni.
Az ide vonatkozé szabalyok révid matematikai felirasa:

a 2:a+b a b:a—b

c ¢ ¢c ¢ ¢ ¢

E szabaly szerint adjuk ssze, illetve vonjuk ki egymasbdl az egyenld
nevezdjd raciondalis torteket is.

Egyenlé nevezdjii torteket ugy adunk éssze, hogy szamlaloikat
osszeadjuk, a nevezét pedig valtozatlanul hagyjuk.

Egyenld nevezdjii torteket ugy vonunk ki, hogy az elsé tort
szamlalojabol kivonjuk a masodik tort szamlalojat, a nevezdt
pedig vdltozatlanul hagyjuk.

1. PELDA. Végezzétek el a kivonast.
2
Tx-5 Bx-5. g yt+2 12y-25. g 4 203

1 ; ; - .
) 8x*  8x* yi-25 y2-25 2a-1 1-2a
Megoldas
Tx-5 3x-5_ Tx-5-(8x-5) Tx-5-3x+5 4x 1
1) 2 2 2 - 2 =T 5.
8x 8x 8x 8x 8x° 2x
9 y?+2y 12y-25 y®+2y—(12y-25) _ y®+2y—12y+25 _
y?-25 y?-25 y?-25 y?-25
_y?-10y+25_ (y-5° _y-5
v -25  (y+d) (-5 y+5
3) 4 2a-3_ 4 _2a-3 4  2a-3 4+2-3_ 2a+l
2a-1 1-2a 2a-1 —(2a-1) 2a-1 2a-1 2a -1 2a-1"
2. PELDA. Ismeretes, hogy % =-3. Hat4rozzuk meg a Zm% kifeje-

zés helyettesitési értékét.
Megoldds. Felirjuk a tortet egy egész és egy tortkifejezés dssze-
geként:
2m+n :2—m+£:2+£.
m m m m

Ha 2 =-3, akkor 2 1 pepat 2mEn _g 9 1 42 4
n m 3 m m 3 3
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3. PELDA. Hat4rozzuk meg az n osszes olyan természetes értékét,
2
amely mellett a 2n_+3n-15 kifejezés helyettesitési értéke is egész szam
n

lesz.

Megolddas. Felirjuk a tortet egy egész és egy tortkifejezés kiulonb-
ségeként:

2
2n +3n715:2n 3n 15 —on +3__
n n n

A 2n + 3 kifejezés minden természetes n szamra természetes értéket

veszfel. A 2n+3 —% kifejezés akkor vesz fel egész értéket, ha a %kife-

jezés értéke is egész szam lesz. Ez csak a kovetkezd természetes n érté-
kek esetén lehetséges: 1, 3, 5, 15.
Felelet:n=1,vagyn=3,vagy n=25,vagyn=15. A

1. Hogyan adunk dssze egyenld nevezdjl racionalis torteket?
2. Hogyan vonunk ki egymasbdl egyenld nevezdjl racionalis torteket?

?
| 2

I GYAKORLATOK

68.° Végezzétek el a miiveleteket:

1 _+_ m+n_m—2n;
) 6 6 5) 6 6
2a-3b  9b-2a
2) ——= 6 + ;
) ) 6ab 6ab
3) ﬂ+4_m; 7 _5C+4d+4d+96’;
n cd cd
6c 2c 8m+3 2m+3
4 ___’ 8 — .
) d ) 10m* 10m®
69.° IrJatok fel tort alakban a kifejezéseket:
Tk, H T Xty
18p 18p’ xy xy
)a—b_i. 5) 10a+6b 6b—a,
26 20’ 11a3 11a®’
3) _a—12b+a+15b; 6) x? —xy 2xy — 3x?
27a 27a x%y x%y
70.° Hozzatok egyszer(bb alakra a kovetkezd kifejezéseket:
2 2
1) -4 _ 9 : 3) ™ - 25 ;
a+3 a+3 (m-5)° (m-5)
t 4 5x+9 4x+8
D 55— 4 - ;
) t?-16 t*-16 ) -1 x*-1
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5) b* | 206+100, 6) ¢®  14c¢-49
b+10  b+10 =7 -7 "
71.° EgyszerUsitsétek a kovetkezs kifejezéseket:
2
1) ¢ _ 81 . 3) 332c+5_232c+7;
c-9 c-9 x°-4 x°-4
2 2
36 4y-4
y 4 - 4 ¥ -2
(@a-6)" (a-6) y-2 y-2
72.° Végezzétek el az alabbi miiveleteket:
2 2
1)a+b+ a; 4) 81b L@ .
c-7 T-c %-a a-9b
5m 5n t2 4
2) ——+——; 5 +—
) m-n n-m )3t—6 6 -3t
2
3) 2x—4y_4x—14y; 6) y _1—2y.

x -3y 3y—x y-1 1-y
73.° Egyszerlsitsétek a kivetkezd kifejezéseket:

2 3m+2n m-8n
HE 2 _m-8n,
) y-1 1-y ) 2m-3n 3n-2m
3c . 3d . b* 49
2 cd d-¢ & 214 14-2b°
= 74.° Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések helyettesitési értékét:
2 2
-48 16 c“+3c+7  c+3
14 ~-—=2_ haa=32; 2 + ha ¢ =-3.
) a-8 a-8 ¢ ’ ) -8 8-¢3’ ac

75.° Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések helyettesitési értékét:

2
1) 2xt8 6ol hax=——41; 2 “2”—73_3’11”:7'

x*-16 16-x*’ a®-9 a’-
76.° EgyszerUsitsétek az alabbi kifejezéseket:
5n-1 Tn—-8 8n+7, 3k 4k+1 K
].) - - ) ) 3 3 3°
20n 20n 20n E°-1 1-k 1-k
2) Im+2 m-9 1-Tm

77.° Egyszer(sitsétek az alabbi kifejezéseket:
6a-1  4a-7  —2a-2, )2a2+12a 8a-9 a’+14a-16

1 ;
) 16a-8 16a-8 8-16a a’®-25 25_g° a®-25
78.° Adjatok meg tort alakban a kifejezést:
1) 15-8a_14-Ta, ) m*-8n  2m-8n
@-1)° (1-a?’ (m-2)(n-5) 2-m)(5-n)’

32+12  12b
2) 3 3 b
®-2)° (2-b)
79.° EgyszerUsitsétek a kovetkezd kifejezéseket:
) &2 16z 2+49. )y ¥ty y+36
-0 T-»*’ y-6)(y+2) (6-y)2+y)




22 1.8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

80." Bizonyitsatok be az alabbi azonossagokat:
1 @+b)’ (a-b* . 2 @+b)?’  (a-b° _,
4ab 4ab ’ a?+b?  a®+b?
12x-25 8x+10
20x-15 20x-15
értéke nem fligg az x értékétsl az x valtoz6 minden megengedett ér-
tékére!

81.° Bizonyitsatok be, hogy a kifejezés helyettesitési

17y+5 9-1ly
21y-3 21y-3

téke nem flgg az y értékétdl az y valtozé6 minden megengedett érté-

kére!

82." Bizonyitsatok be, hogy a

kifejezés helyettesitési ér-

83.° Bizonyitsatok be, hogy a valtoz6 minden megengedett értékénél a
a®-6  Ta-4 3a+6
@-2" @-2" (a-2°
84.° Bizonyitsatok be, hogy a valtoz6 minden megengedett értékénél a
2-b>  7-3b  Tb-20
6 st 6
®-5" (®-5)" (-9
85.” Adjatok meg az adott tortet egy egész és egy tortkifejezés 6sszegeként
vagy kiilonbségeként:

kifejezés helyettesitési értéke pozitiv!

kifejezés helyettesitési értéke negativ!

1) x+3, 2) a2—2a—5.

’

x a-2
86.” Adjatok meg az adott tortet egy egész és egy tortkifejezés 6sszege-
ként vagy kiilonbségeként:
2
1) 4a—b; 2)b +7b+3‘
a b+7
87." Hat4rozzatok meg a kifejezés értékét, ha < =4:
Y

2 2
Y 2) M; 3) Xty
Yy Xy
88.” Hatarozzatok meg a kifejezés értékét, ha %: -2:

2 2
1) a—b; 2) 4a+5b; 3) a”—2ab+b )
b ab
89.” Hatarozzatok meg az n dsszes olyan természetes értékét, amelynél
az alabbi kifejezés helyettesitési értéke pozitiv szam:

2

1) n+6; 2) 3n —4n—14; 3) 4n+7.
n n 2n-3

90.” Hatarozzatok meg az n 6sszes olyan természetes értékét, amelynél

az alabbi kifejezés helyettesitési értéke pozitiv szam:

2
1) 8n—9; 2) n +2n78; 3) 9n—4-
n n 3n—-5
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I ISMETLO FELADATOK

91. Az egymastdl 9 km tavolsagra 1évs két falubdl egyszerre, egymassal
szemben két kerékparos indult el. 20 perc mulva taldlkoztak. Ha a
kerékparosok azonos iranyba haladnanak, akkor az egyik a méasikat
3 6ra mulva érné utol. Hatarozzatok meg a kerékparosok sebességét!

92. Oldjatok meg a kovetkezl egyenleteket:

D1-4(x+1)=18-1,6x;
2) 3(0,56x —4) + 8,5x = 10x — 11!

93. Bizonyitsatok be, hogy az a valtozé minden megengedett értékénél a
(a+ 4)(a — 8) + 4(2a + 9) kifejezés helyettesitési értéke nem negativ!

l FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ

94. A csillagot helyettesitsétek olyan egytagu kifejezéssel, hogy az egyen-
16ség igaz legyen:
1) a®%-*=a’? 3) 6x°-*=12x1°,
2) 5xy® - *=10x*y";

95. A csillagot helyettesitsétek olyan tobbtagu kifejezéssel, hogy az
egyenlGség igaz legyen:
D) *-(a-b)=(a+b)(a—b)*
2) (a+10b)-*=a®-10ab>.

96. Hozzatok kozos neveziére a kivetkezd torteket:

1, 2 6x y
1) L és 25 P N
)3a ©s 3b )x—2y ©s x+y
am ., 3n y . 1
2) —— és ——; 5) es H
r’¢ P’ 6y-36  y® -6y
5 ’ 6 1 , 1
3 ; 6 .
)m—n ° min )a2—1 ©s a’+a

l NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

97. El6fordulhat-e, hogy egy paros szamnak tobb paratlan osztdja legyen,
mint paros?
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Z3 Kilonbo6zo nevezdjii racionalis tortek
osszeadasa és kivonasa

A kiilonb6zd nevez6jl tortek 6sszeadasa és kivonasa a tortek alaptu-

lajdonsaganak alkalmazasaval egyenld nevezdjd tortek osszeaddsara és
kivondasara vezethet§ vissza.

Adjuk 6ssze % és % racionalis torteket!

A A D C _ C B
"B DD DB
Akkoré Cc_A- D+C B A-D+C-B
D B-D D-B B-D

Ebben az esetben kozos nevezéiil a tortek nevezdinek szorzatat
valasztottuk.

Megjegyezzik, hogy a nevezik szorzata nem mindig a legalkalmasabb
ko6z6s nevezd.

A kozonséges tortek kozos nevezdjének meghatarozasakor elGszor a
nevezbket primtényezékre bontjuk, majd megkeressiik legkisebb k6zos
tobbszorosiiket. Hasonloképpen ahhoz, hogy meghatarozzuk a racionalis
tortek kozos nevezGjét, célszerd a neveziket tényezdkre bontani.

Nyilvanvald, hogy két racionalis tort 6sszege, illetve kiilénbsége
szintén raciondlis tort lesz.

Felirhatjuk, hogy:

1. PELDA. Hozzuk egyszer(ibb alakra a kifejezéseket:

b+1 l-a, 2a 1
1 ; 4 - ;
) abce azc )25—10a+a2 3a-15
m__n_ ) x  x+2
Tm+Tn Tm-Tn’ x-4 x-2°
3) 10217,+14+ 6 :
n“-49 T-n

Megoldas. 1) A tortek kozos nevezdje az a’be egytagu kifejezés.
Vagyis
“b+1,"1-a _ab+a+b—ab _a+b
+ 2, 2 - 2 *
abc a‘c a“be a“be
2) A tortek nevezdit tényezbkre bontjuk, igy kapjuk:

m-n m+n
m n 'm /

Tm+Tn Tm-Tn  T(m+n) T(m-n)

_m(@m-n)-n(m+n) _m®-mn-mn-n®_ m?®-2mn-n?

T(m+n)(m-n) Tm?-n%  T@m?-nd
10n+14 6 __ 10n+14 "6 _10n+14-6(n+7) _

3) n?i-49 T7-n (m-7)(n+7) n-7  (n-7)(n+7)
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_10n+14-6n-42 __ 4n-28 _ _ 4(n-7) _ 4
n-7)(n+7) n-7(n+7) (m-T)(n+7) n+7"
4) 2a 1 _ 2a 1 _
25-10a+a® 3a-15 (5-a)® 3(a-5)
~Yoa 1 _6a-a+5_ 5a+5

T (-5 3(@a-5 3(a-57° 3(a-5°
5) Ebben az esetben a kozos nevezl a tortek nevezdinek szorzata
lesz. Ekkor
Hx Vr42 x@-2)-(x+2)(x-4) _x’-2x-x’+4x-2x+8 _

x-4  x-2 (x-4)(x-2) (x-4)(x-2)
B 8
(-4 (x-2)

2
5 —3c kifejezést.

2. PELDA. Adjuk meg tort alakban a 7216

c_
Megoldds. A 3c kifejezést 1 nevezdjl tort alakban megadva azt
kapjuk, hogy:
212, 212 3¢ 21221 +6¢ _ 6¢
Tc—2 S Te-2 1 Tc—2 T Te-2°
Megjegyezzik, hogy két racionalis tort 6sszege és kiillonbsége szintén
racionalis tort.

?

1. Hogyan adunk Ossze, illetve vonunk ki egymasbdl kilénb6zé nevezdji
racionalis torteket?
2. Milyen kifejezés lesz két raciondlis tort sszege, illetve kilonbsége?

I GYAKORLATOK

98.° Végezzétek el az alabbi miveleteket:

1)§+2§x; 4)%—2; 7);%+al7;
2)%_3; 5 4n on’ 8)%_1221];
LG 53 9 v aom
99.° Adjatok meg tort alakban a kévetkez6 kifejezéseket:
DE-Ls oL, 5 e
9)da, a HE LY, 6a__ 9

74 2y ' 8x’ 35¢° 14¢2°
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100.° Hozzatok egyszerlibb alakra az alabbi kifejezéseket:

7 a-4 a+b a-c
N A 5 7 + ;
) 12 9 ) ab ac
2b-T7c¢ 3b+2c 2 p-1
2 - ; 5 +—
) 6 15 8 p2 p
3x-2 3y-1 k+4 3k-4
g =2 -1, g) krd 34,
) H2 A ) A3
2
4) 6p+1_2p+8; 10) x—3y_y—2x .
p 3p x xy
Sm-n m-6n 2m—-3n , Tm—-2n
5 —— 11 + ;
) 14m m ) m2n mnZ
x+4 _y-3 c+d c¢*-8d
_ . 12 - .
6) 11x 11y ’ ) cd4 c3d3
101.° Végezzétek el az alabbi tortek kivonasat:
1) 9—5b_7—5c; 5) 6a+2_2a+4;
b c ab a’b
4d+7 d-6 ¢?-16 ¢-9
2 - 6) —————;
) 7d 6d ) c8 5
5-k_ p+10, 7)3;_1+x?
5p b5k ’ x3 x5 ’
4) m—n_p—n; 8) 1—ab_1—ad.
mn np abe acd
102.° Végezzétek el a kovetkezd miveleteket:
2 3x-2 a 3 x
1) =+ ; 3 - 5 -
) x x+1 ) a-3 a+3 ) 2y+1 3y
gy m__m : 4 ¢ __c¢ : g) & -b a-
) n m+n )3071 3c+1 ) b a+b
103.° Alakitsatok at a kifejezéseket tortekké:
1) a +g; 2)2_5x+4; 3) b 2 )
a-b b x x+2 b-2 b+2
104.° Egyszerlsitsétek a kovetkezo kifejezéseket:
) 1 _ 1 . ) Yy _ Yy .
b(a-b) a(a-b) 2(@y+38) 5(@y+3)’
5 30 5m+3 Tm+4
2) =+ 5 - 5
) a a(a-6) ) 2(m+1) 3(m+1)
3) 3 2x+2 | ) c—-a c+b
x-2 x(x-2) a(a+b) ba+bd)
105.° Végezzétek el a kovetkezd miveleteket:
1) 1 + 1 . ) x _ x :
a(a+b) b(a+b) S5(x+7) 6(x+7)
g4 8 gy An+2  5n+3

b b(b+2) 3(n-1) 4(n-1)
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106.° Végezzétek el a tortek osszeadasat vagy kivonasat:

1) a_ 3a+1, ) m+l  m-1 |
a-2 3a-6’ 3m-15 2m-10’
2) 218 _g; 6) m-2n  m-3n .
b*+3b b 6m+6n 4m+4n
g5 2 -1, a®+2  a+4
c+l ¢4’ a’+2a 2a+4’
d 3x —4y 3y—x
4 8 - .
) 2d-8 Zd 8 d-4 4 ) x®-2xy xy-2y°
107.° Egyszerus1tsetek a kovetkez§ kifejezéseket:
2 2
b b1, g @bt b
b- 5 4b - 20 2a°+2ab a+b
)2 16 5y bt a+d
m  m?+8m’ ab—-b®> a®-ab
) a-2 a-1 6) c—4 4c+9
2a-6 3a-9’ 4c+24  c*+6c
108.° Végezzétek el a kovetkez6 miveleteket:
3 x+4 3a+b 1
1 + ; 4 + ;
)x+3 x2—9 )a2—b2 a+b
2 2
2) 4 - MM
a®-64 a-8 m+5 m®+10m+25
y 60 1 6 b _ b®
0% —4 3b-2° a+b a®+b*+2ab
109.° Egyszertsitsétek az alabbi kifejezéseket:
4x -y 1 10a 1
1 +-L g 102 1
) x-y? x-y ) 2502 -9 ba+3
2 2
2) 4 —-—; R .
y?-81 y+9 n-7 n®-14n+49
110.° Trjatok fel tort alakban a kiovetkezd kifejezéseket:
2
INEST g2 4.3 7) 6m - 12m +1,
b p° D 2m
2
9) X _x; 5) 2_3b+2a; 8) 200 +5—10b.
y a 2b-1
) JLLNRL ) 6) 3otd_3;
n m b-2
111.° Végezzétek el az alabbi miveleteket:
2
1) a-3; 3) %—l+m; 5) 3n-2n -2,
a n° n 3n
1 252 4y -12
2) —+x-2; 4 —k; 6) 5— .
) x ) k-5 ) y—-2
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112.° EgyszertUsitsétek az alabbi kifejezéseket:

a?+1 +a_+1_

a’-2a+1 a-1’
2) a®+b*> a-b,

az—bz a+b’
)c+7+ 28c .
-7 49-¢%’
5a+3 [ 6-3a,
2a’+6a  a®-9

4)

a _a+4
a’-4a+4 a*-4’
2p 5 2p®

6 - ;
>p—5 p+5 25-p°
7) l_LSZ_L;

y 16-y° y-4
8) 2-1 4b  2b+1

4b+2 4p2-1 3-6b°

113.° EgyszerUsitsétek a kovetkezs kifejezéseket:

1) m+n_m2+n2. 4 b-2 b |
m-n m?-n?’ b2+6b+9 b2-9’
9) X=¥ y22 ; 5) 325—6 L X _x—3;
Xty 2xy+x"+y x>+8x x+3 «x
) 2a  a+4 | 6) y+2 y-2 16 )
4a®-1 2d°+a’ y-2 y+2 y*-4

114.° Bizonyitsatok be, hogy az adott kifejezés helyettesitési értéke nem
figg a valtozo értékétdl a valtozé minden megengedett értékére:
1) 2x+1  2x-1  x+7 | )24—2a_ a 4
2x-4 6-3x 6x-12° a’-16 2a-8 a+4’
115.° irjétok fel tort alakban a kovetkezd kifejezéseket:

) c+9
1)1- a ; £r2 -3
) a+ s 3) 3 c-3
a®-b* 8m®
-b; -2m-1.
2) 301D +3a-b; 4) im 3 2m

116.° Egyszerisitsétek a kovetkezd kifejezéseket:

14b 10 - 29¢ +10c?
120, _2Y-avet Ve Lo

1) b+7 P 2) ¢ 55 +

117.° Egyszer(sitsétek az alabbi kifejezéseket, majd hatdrozzatok meg

az értékiiket:
7 12 3

1 - - , h =5;

) 2a 4 o4 aiz 2C

2c+3 2c-3  16¢
2¢2-3¢c 2c2+3¢c 4c’-9’

2 2
m-~+16n m+4n
- ,ham=3,n=0,5.
3 m?-16n?2 2m-8n m "

118.° Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések helyettesitési értékeit:

ha c¢=-0,8;

) 6 _ 3 x-9 , hax=5;
5x-20 x*-8x+16
2y -1 2y 1 3
2 - - ,hay=-2=.
) oy a1 a4 PRV
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119.° Bizonyitsatok be az alabbi azonossagokat:
parb__a v o
a a-b az —ab ’
2) a+3_a+1+ 6 __2
a+l a-1 42°-1 ao%-1
2a°+4 a-2 a+l1_ 1
a? -1 a+l1 a-1 a-1
120.° Bizonyitsatok be az alabbi azonossagokat:
1) i 1 3a __ 1
6a—-4b 6a+4b 4p>_9¢> 3a-2b’
c+2 1 2
®+3¢c 3c+9 3c
121.° Hatarozzatok meg a tortek kiulonbségét:

3)

2)

patl_ 1 . 9y 1 _b*-6b
a®-1 a’+a+1’ b+3 b®+27
122.° Hozzatok egyszerlbb alakra a kévetkezd kifejezéseket:
1 9m® —3mn+n® 9m*+3mn+n® 9)1-_2b-1 _ 2
3m-n 3m+n ’ 4% -2p+1 2b+1°

3a%+24 6 1 2
a®+8 a’-2+4 a+2 a+2
124.” Egyszerisitsétek a kovetkezs kifejezéseket:
4b a-b a+b 1 2 1 .
2 ;2 2 2 ; 3) 2 2 7+ 27
a”-b" a“"+ab b"-ab (a-5b)" a”-25b" (a-+5b)
g L 1 = x*+4 ) 2 +9x+18 _x+5
x-2 x+2 x?2_-4 8x-2x% xy+3y—-2x-6 y-2
125.” Bizonyitsatok be az alabbi azonossagokat:
a+3 a—3+ 12 :a—3. b-4 b%-20-24 _ 2
a’>-3a 8a+9 9-q°> 3a’ 2a-1 2ab-4-b+8a 2a-1
126." Bizonyitsatok be az
1 - 1 . 1
(@a-b)(a-c) (@a-b)(b-c) (c—a)(c-b)
127.” Bizonyitsatok be a

123.° Bizonyitsatok be a azonossagot!

D

1) 2)

=0 azonossagot!

be n ac n ab
(@a-b)(a—c) (b-a)(b-c) (c-a)(c-b)
128." Egyszer(sitsétek az
1 + 1 + 1
@a-@-2) (@-2)(a-3) (a-3)(a-4)
129." Egyszer{isitsétek az
1 1 1
(a-1)(a-3) - (a-3)(a-5) - (@a-5)(a-"T7)

=1 azonossagot!

kifejezést!

kifejezést!
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130." Bizonyitsitok be az
1 1 2 4 8 16 32 ,
+ + + + + = azonossagot!
1-a 1+a 1+a® 1+a* 1+a® 1+d'® 1-4* &
131." Bizonyitsatok be a
3 n 3 n 6 n 12 + 24 48
1-a

= azonossagot!
2 1+a% 1+a* 1+a® 1+4'® 1-4%

132.*Bizonyitsétokbe,haa_c + b-a + c-b =1, akkora+b + btc +2+C_y
b+c a+c a+b b+c a+c a+b

I ISMETLO FELADATOK

133. Hatarozzatok meg az alabbi egyenletek gyokeit:

x x-1_ . x-4 x-1_
1) §+T_4, 2) —2 —5 3.
134. Oldjatok meg a kovetkezd egyenletrendszereket:
D x+y=3§, 2 2x+5y=13,
3x-2y=9; 3x-5y=-13.

135. A haromnapos kerékparverseny elsé napjan a versenyzdk a teljes
ut %részét, a masodikon % részét, a harmadikon pedig a hatralévg
90 km-t tették meg. Mekkora tavolsagot tettek meg a kerékparosok
3 nap alatt?

136. (Bolgdr népi feladat.) Ot testvér ugy akart elosztani egyméas kozott
20 baranyt, hogy mindegyikiiknek paratlan szamu allat jusson. Le-
hetséges-e igy osztozkodni?

137. Igaz-e az alabbi allitas: az n barmely természetes értékénél a
(bn + 7)?2 — (n — 1)? kifejezés maradék nélkil oszthat6 48-cal?

l FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ

= 138. Adjatok meg az alabbi szamok reciprok értékét:
1

5, . _ad, 1.
D% 27 8) -82; 4 15 5) 0,12.
139. Hatarozzatok meg a kovetkezs szorzatokat:
5. 3. T 3. (92
RN 2) 6--L; 3 2.(-22)

140. Végezzétek el az alabbi osztasokat:
5 .(_25). .4, _8 . o4 3.51
DE‘( 27), 2) 8:2 B o240 4 1ti5s.
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141. Hatarozzatok meg a hatvany értékét:
) 3] s aley)
N (&) 2 (2 9 (-22); ) (-32].

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

142. Egy folyé szemkozti partjaitél a partokra merGlegesen két komp
indult el egymassal szemben kiilénb6z6, de allandé sebességgel. A
kompok 720 méterre az egyik parttdl talalkoztak, majd partot érés
utan rogton megfordultak, és elindulnak visszafelé. Ezuttal 400 mé-
terre talalkoztak a mésik parttdl. Mekkora a folyd szélessége?

ELLENORIZZETEK MAGATOKAT! 1. SZ. TESZTFELADAT
1. Melyik kifejezés egész az aldbbiak kozul?

m+n, m+n, m+n, n
Ay gy e C) men, D) m+ 2.
2. A valtoz6 mely értékeire nincs értelmezve a 2a3j110 kifejezés?
A) 0; B) 10; C) 5; D) 0; 5.
3. Az argumentum mely értékeire nem értelmezhets az y= x2+21 fugg-
22—
vény?
A)-1;1; B) 1; C)—-2;-1; 1; D) -2; 1.
o 21a® ..
4. EgyszerUsitsétek a L1a? tortet!
a
3a® . 3a?. 3 . 3
A) T, B) 9 ’ C) 2(13 ’ D) 2(12 .
5. Az 5be_ 195 tort az alabbi tortek koziil melyikkel azonosan egyenlG?
b-3 b+3 5 5
A) —=; B) —; — D) —.
) 5 ) 5 C)b73 )b+3

2
6. Egyszertisitsétek a 1236—_140 tortet!
C

A) 4e; B) —4c; C) L, D) -1,
4c 4c
7. Végezzétek el az 5¢__ 10y vonast!
x—-2 x-2
A) X*2, B) 9x*10, C) 5: D) —5.
x—2 x—2
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4-m 2m-5

8. Végezzétek el a + Osszeadast!
m-3 3-m
A 2L B) L-3m, C) 3; D) -3.
m-3 m-3
2
9. Adjatok meg tort alakban a %—3n kifejezést!
3n . 3n_, 18n , 18
A) n-4’ B) 4-n’ C n-6’ D) 6-n"

2m+1 3m2+m-2

3m-2 9m?-12m+4
1 1 m m

A ———; —_— C) ————3 D .

) (8m-2)* ) 3m -2 ) (8m-2)* ) 3m -2

10. Hozzatok egyszerlbb alakra a kifejezést!

a-12 a-4

a’+4a a

11. EgyszerUsitsétek az + ai 1 kifejezést!

A) 4 B) 1, C) a; D) q + 4.
a a
2

12. Melyik grafikon dbrdzolja az y = % fuggvényt?

Yy Yy

2

-2 -2
/ 0 x / 0 x
A) B)

Sl Racionalis tortek szorzasa és osztasa.
Racionalis tortek hatvanyozasa

Mar ismerjik a kézonséges tértek szorzasanak és osztasanak szaba-
a ¢c_ac a,c_ad
b'd bd’ b'd be

Hasonlé szabaly szerint végezziik el a racionalis tortek szorzasat és
osztasat.

lyat, ami igy irhatd fel:

Két raciondalis tort szorzata olyan tort, amelynek szamlaloja
egyenlé e tortek szamlaléinak szorzataval, nevezdje pedig e tortek
nevezéinek szorzataval.
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Két raciondlis tort hanyadosa olyan tort, amelynek szamlaléja
egyenld az elsé tort szamlalojanak és a masodik tort nevezdjének
szorzataval, nevezdje pedig az elsé tort nevezdjének és a masodik
tort szamlaldjanak szorzatdval.

1. PELDA. Végezziik el az alabbi miiveleteket:
215 b® a®+2ab  a®—4b*

D o5 1t i sar2r
4x 5¢% —85¢

2) 2x-12). ——=% . 4) ——:(c—-").

) (@ )x2—12x+36 ) c+2 ( )

6 2 6 2 2
Megoldgs. 1) 21" b° _21c"-b" _3c”
& ) b®  14c¢t b®-14ct S
2) Felirjuk a 2x — 12 tébbtagu kifejezést olyan tort alakban, amelynek
nevezdje 1. Akkor:

4x _2x-12 4x _2(x—-6)-4x _ 8x .
@1 o861 % 120136 (x-6)2 x-6
3) a’+2ab a®—4b® _a(a+2) 3(a+9) _ 3a :
a+9 3a+27 a+9 (a-2b)(a+2b) a-2b
5¢2 —35¢ 5c®-85c,c-T7_bc(c=T) 1 5¢

YT e D= c+2 ¢-7 c+2°
Két raciondlis tort szorzasanak szabalya kiterjeszthet6 harom vagy
tobb racionalis tortbdl allé szorzatra is. Harom tort esetén példaul:

2a° 10b° | 4a®
1562 ¢t T 9be?

2. PELDA. Egyszer(sitsiik a

Megoldds.
2a° 10b°  4a® _ 24° 10b® 9bc® _2a°-10b”-9bc® _
156° 7¢t T9pe®  15b° Tt 4a®  15b°.Tct-4a®
_2:10-9-a°b’® _34° A
S 15-7-4-a%°c* Tc’
A tortek szorzasi szabalyanak alkalmazasaval meghatarozhaté a
racionalis tortek hatvanyozasanak szabdalya. Ha n természetes szam,
és n > 1, akkor:

kifejezést.

n tényezo
(é)":é.é. A_AALA_ A
B B BB BB-...B B

A\ 4
Megallapodas szerint n = 1 esetén (E) =5
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Tehat

e
B"’
ahol n természetes szam.
Racionadlis tortet hatvanyra ugy emeliink, hogy az adott hat-
vanyra emeljiitk mind a szamlalét, mind a nevezét, majd az elsé

eredményt szamlaléként, a masikat pedig nevezéként irjuk fel.

e 2 3
3. PELDA. Adjuk meg tort alakban a (— 23; ] kifejezést.

4
C

Megoldas. | - 8a” ) =_(3L2)3 __Ba®® __ 274"
' 2bet 2bct (2b04)3 8p3c12

‘?

i 1. Mi lesz két racionalis tort szorzata?

2. Mi lesz két racionalis tort hanyadosa?
3. Hogyan emeluink racionalis tértet hatvanyra?

I GYAKORLATOK

3

4
143.° Az alabbi kifejezések koziil melyikkel egyenls az Z—S . % szorzat?

1 a 1 a
1) = 2) =3 3) =3 4) —.
) 2 ) 2 ) i ) o
144.° Végezzétek el az alabbi szorzasokat:
3a* a* x y! o n® 48ab 51bc®
) —/——; 3~ 5) 14m” - —; 7 : ;
)T )yz 5x ) m? >17c4 40a*
22 b 3m 15a0* b° 21 39p
2) == —; 4 -8nb; 6) ——3 . .
) b 8a )16n2 8n ) b'?  10a” )13p2 28¢?
145.° Hozzatok egyszerlbb alakra a kévetkezd kifejezéseket:
2 2 3 5
b a 11x y
N ) o 2 ) y®  33x7
am® mk® 12yt R 2Tm®
2) k5 12’ 4) 15x x4’ 6) 9mp 56k6p2'
146.° Hozzatok egyszerlbb alakra a kévetkezd kifejezéseket:
- Ta+Tb b
1)a-b 3 . 3 LA
) 3 a-b’ ) b°  a+b
2
2) 2mn+n _2_m; 4) 32a a-3,

6m n ai-9 8a’
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c—1 c+6 | ) X=9 x-9 x +2x,
c+6 ¢*-2c+1’ 1x+8 x-9
6) m 2 m+7, 9) 44° -4a+1 a+1,

mi_49 m-2’ 3a+3 2a-1’
’-25 4a®
7 S 10) & .
) @+ 2a+8’ ) 4a  a’-5a
147.° Végezzétek el az alabbi szorzasokat:
1) 3at+b _c . 4) 18b b+4,
“4¢ 3a+b’ _16 3b ;
ab-b® 4a, 6 g,
2) 8 b47 5) m279n2 (m 3n),
— 3 —
3) 5x 65y_ x : 6 23c 9 .3c+1'
x x-y 9c“+6c+1 ¢-3

148.° Az alabbi kifejezések melyikével egyenld a % : % héanyados?
Cc c

3 6
1) CZ; 2) CZ; 3) 4¢; 4) 4ch.
149.° Végezzétek el az alébbi osztasokat:
8m . 4m 9a ,18a" 3.12a°
1) o 2. — —— i 7) 24a° : ——;
n n 3) d d3 b° b ) 24a b
3b 6a . 3a® 2. @ 36a
2) = :b; 4) —:—; 6) a”:—; 8—4ac
) 5 2007 ) e ) (4a’c).
150.° Hatarozzatok meg a kovetkez()’ héanyadosokat:
1) 7 28 3) ?;62; 5) 49m* : 21m
m m n T'L
9 2
[ 4 5.2 6) 16x;5/ :(_10x6)‘
8 48 33z 55z
151.° Hozzatok egyszerlbb alakra a kivetkezd kifejezéseket:
-b.,a-b a®-25_a-5
1) 4=2. ; _— 5
) Ta 7b 5) a+7 a+7
2 2 2
x“—y°  6x+6y, a”—4a+4 _9):
2) T, 6) <% (a-2);
5 c-5 2 2y. pt+4k
3 2. ; 7) (p?-16k%): 2225,
a0 Be—20 ) (p ) ’
4) X—-y . & x —yz. 8) az—ab_a2—2ab+b2
xy = 3Sxy ’ a? ab ’
152.° Végezzétek el az alabbi osztasokat:
1) 5m—2n  bm—2n 3) a’?-b® a+b,
10k ° 10k 2ab " ab’
2
2) p+3 p+3 ., 4)a -16 .a+4,

p>-2p 4p-8’ a-3 "a-3’
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y-9. y*-81
y-8 y?-16y+64’
153.° Emeljétek hatvanyra az alabbi torteket:

1) (%)Q; 3) (%)5; 5) (—%)3;

I

154.° Adjatok meg tort alakban az alabbi kifejezéseket:

6\10 2 7\3 3 26
1 a_); 2(_4_m); 3(_10cj; g [2m°n® )
)(b3 ) on® ) 3d° ) kp®
155." Hozzatok egyszertbb alakra a kovetkez§ kifejezéseket:

5) 6) (x2—49y2):x_77y.

6a’b® 14b° 5a3c8. m°n ? . mlons_
1) 3 75 1 4) 3] 8’
35¢° a'c® 18b 3p 54p
8 4 6 5\% 63
33m° ,88m”~  21m’ 2a [ 4a’ ).
2) 8 * 4 2 5) I I I
34n° 51n° 16n y y
g) 3620 242" Tx’, 6 (27" 2’(8_y3)3
49y° " 25y* 30y’ 16y° ) \ox?)°
156." Hozzatok egyszerlibb alakra a kivetkezd kifejezéseket:
) 8a't® abte’  spT 3) (@)4 b'®
10¢® 274" "9a°c®’ bt ) 50a'’
2 8 7\ 63
gy 3a”_.Tc_. 9ab ) [ 3x_| .[3x
%2 6b3 142’ y'° : B :

157.° Helyettesitsétek az x valtozét olyan kifejezéssel, hogy azonossagot
kapjunk:

4a? ) 6a (254)3. _b°

1) (7j -x:?’ 2) ? .x—ﬁ.

158.° Végezzétek el a tortek osztasat és szorzasat:

4-a 124a° . x%-9 5x+5y.

1 8a® -a2—16’ 6) x+y x%-3x’

) 4c—d 2c*-2d*, 7 m+2n _ m?+4mn+4n®
cved 4c?-cd’ 2-3m’ 3m?-2m

3) b>-6b+9 b>+27, 9) a®+8 a®-2a+4,
b?2-3b+9 5b-15’ 16-a*  a®+4

4 a®-16a 12ab® 9) x°-12x+36 x°-49,
3a% 4a+16’ 3x+21 4x-24°

) a®+b®>  Ta-Tb 10) 3a+15b .  4a+20b

a?-b? a*-ab+b>’ a?-816* " a® -18ab+81p*
159.° Hozzatok egyszerlibb alakra a kovetkez§ kifejezéseket:
) Ta? 5-a, ) a3+b3.b—a.

a®-25 a’ a®-b® b+a’
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‘-1 a mn® -36m _ 2n+12
3) L—- 5 6 : ;
) a®-a 1+ad? ) m:-8 6m-12
a?—8ab  8b%—ab, at-1 a-1,
4) : ; ) ———: ;
120 24a a®—a+1 d®+1
5m”—5n°  15n—-15m 4x* -100 2
5 : ; 8) ———————:(2x° —-20x +50).
) m?+n® 4m?®+4n® ) 6x ( )
160.° Hozzatok egyszer(ibb alakra a kifejezést, majd hatarozzatok
meg helyettesitési értékét:
2
1) a2—81: (21_9 , ha a=—-4;
a“-8a a —6{1
2 r . ,hax=4,2y=-28:
) 7 17 Gxrey DAY Y
3) (3a —18a+27) 809 1o q—05 4 L Fe @’ ra o, 08
4a (3a 73) " 9q?
161.° Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések erteket.
1 3
1 ———,haa= 2— b=-=
) a —ab b2 ~a 7
4ab +4b°  3a+6b
9) &+ : ,h 4,b=-5
) o 50 6b aa=4,b
162.” Hatarozzatok meg az x—; =9 kifejezés értékét, ha tudjuk, hogy
X2+
x2

163.” Hatarozzatok meg a 3x +— =—4 kifejezés értékét, ha tudjuk, hogy

1
9x? + =,
x2

164.” Hatarozzatok meg az x2 + % =41 kifejezés értékét, ha tudjuk, hogy
X
x+d
x

165.” Hat4rozzatok meg az x2 + Lz =6 kifejezés értékét, ha tudjuk, hogy
X

1
x—=.
X
166. Hozzatok egyszer(bb alakra az alabbi kifejezéseket:
1) a®-36 _a’+ab+6a+6b, a®+a-ab-b_a’—a-ab+b
a’+ab—-6a-6b a’+2ab+b? ’ a’+a+ab+b a’-a+ab-b

167.” Végezzétek el az alabbi miveleteket:

)25 5a+5b—ab ab—5a—5b+25, ) a ? _2ab+b* .a —ab+4a 4b
25+5a—-bb—ab ab+b5a+5b+25° a’>—ab-4a+4b’ a®-16

e 8a® . 6a® _ 3a

168.” Bizonyitsatok be a a—3b'a “op? 4a+12b
a’*+a 6a+6 . 9° +18a +9a 1
2a-12 2a+12° 42-36 6

=1 azonossagot!

169.” Bizonyitsatok be az azonossagot!
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I ISMETLO FELADATOK

170. Oldjatok meg a kiévetkezd egyenleteket:
1) 2x + 3)?—2x (5 + 2x) = 10;
2D x-—2)(x—3)—(x—6) (x+1)=12.
2x+1 x-4 _ x+5

171. Bi itsatok h
7 1zonyitsatok be, hogy a 3 3 6

egyenletnek nincsenek
gyokei!

172. Az A és a B helységek kozotti tavolsag 192 km. Az A-bdl a B-be egy
motorkerékparos indult el 60 km/h sebességgel. 30 perccel kés6bb a
B-b81 az A-ba egy masik motorkerékparos indult el 75 km/h sebes-
séggel. Mennyi ideig volt Gton a masodik motoros a taldlkozasig?

173. Két kannaban 6sszesen 80 1 tej van. Ha az els6 kannabdl attoltjik
a te) 20%-at a masikba, akkor a két edényben azonos mennyiség tej
lesz. Hany liter tej volt a kanndkban kilon-kiilon?

174. (Magnyickijt Aritmetika cimii konyvébdl) 12 embernél 12 kenyér van.
Minden férfinal 2 kenyér, n6nél fél kenyér, gyereknél pedig negyed kenyér
van. Hatarozzatok meg a férfiak, nok és gyerekek szamat!

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

175. Péter és Laszl6 felvaltva az x* + *x3 + *x? + *x + * = ) egyenletben a csillagokat
szamokra cserélik, mindig csak egyet. Az els6 1épést Laszlo teszi meg. Péter
arra torekszik, hogy a kapott egyenletnek legyen gyoke. Megakadalyozhatja-e
ebben Laszl6?

Racionalis kifejezések azonos
atalakitasai
A racionalis tortekkel végzett miveletek segitségével barmely racio-

nalis kifejezés atalakithatd racionalis tortté.
Figyeljiik meg példdkon.

1 L. F. Magnyickij (1669-1739) — orosz pedagdgus, matematikus, szerzdje a
hires Aritmetika cimU tankonyvnek (1703), amibGl szamos nemzedék sajatitotta
el a matematikat. Maga M. V. Lomonoszov is tudési munkassaga kapujanak
tekinti az Aritmetika tankonyvet.
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3a_ 6a .a-4 2d°+8a
a-2 qa’-4a+4) a®-4 a-2

1. PELDA. Egyszer(isitsétek a

kifejezést.

Megoldds. Atobbmiveletes szamkifejezésekhez hasonléan a racio-
nalis kifejezéseket is lehet miiveletenként egyszertsiteni. A miiveletek
sorrendje is megegyezik: elGszor a zardjelben 1évE kivonast végezzik el,
majd az osztast és a végén a masodik kivonast:

pBa___6a _""8a __6a _3a’-6a—6a_3a’-12,
a-2 a’-4a+4 a-2 (a-2)° (a-2) (a-2?%"
2) 3a°-12a  a-4 _3a°-12a a’-4 _3a(a-4) (a-2)(a+2) _
(@-2? "a®*-4 (a-2°* a-4 (a-2) a-4
_3a(a+2) _3a”°+6a,
a-2 a-2
3) 3a”+6a 20" +8a _B3a”+6a-2a"-8a _a’-2a_a(a=2)
a-2 a-2 a-2 a-2 a-2 )
Felelet:a. A

A racionalis kifejezést nemcsak kiilon mtveletekre bontva végezhet-
jik el, hanem tdgynevezett ,lanc” moédszerrel. A kovetkezd példa ezt a
moédszert szemlélteti.

2. PELDA. Igazoljatok, hogy a 3% ,_4+5 . _54a  yifeierés értéke
a-3 18-6a 5a+a2

nem fiigg a valtéz6 megengedett értékétdl!
Megoldds. Egyszerisitjuk az adott kifejezést:
3a a+5 _54a _ 3a a+5 _54a _
a-38 18-6a 5a+a®> a-38 6(B-a) a(b+a)
_ &l+ 9 _ 3a 9 =3a—9=3w7$=3.
a-3 3-a a-3 a-3 a-3 a-3
Tehat a valtozé barmely megengedett értékénél a kifejezés értéke 3. A

3. PELDA. Igazoljatok a (a—7 +a_7)- 8a-1 _ 4  470nosségot.
3a-1 a+1) a42-7¢ a+1

Megolddas. Alakitsuk at a bizonyitandé azonossag bal oldalat.
Célszeriibb a zardjel felbontasaval kezdeni, alkalmazzuk a szorzas szét-
tagolasi torvényét:

( a-1 a77). 3a-1 _a-7 3a-1 _a-7 3a-1 _
3a-1 a+1 a2—7a 3a-1 a2—7a a+1 a2—7a
“_“/l+ 3a-1 _a+l+3a-1_ 4da 4

T a a(+l) a(@+l) a(@+l) a+1’

Az azonossagot igazoltuk. A
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1 1.1
) Tho4s
4 PELDA. Egyszer(sitsétek az —2—0 cl kifejezést.
ab be ac

Megoldas. frjuk fel az adott kifejezést a szamlald és a nevezd

hanyadosaként:

1,11
a b e =(l+l+l):(i+i+i)=
1 1 1 \a b c ab bc ac
ab bc ac

_bctac+ab c+a+b _bctac+ab abc _ bc+ac+ab

T abe abc =~ abc c+a+b  c+a+b

Usithetjiik. Alkalmazzuk

Az adott kifejezést masképpen is egyszer
a tort alaptulajdonsagat, szorozzuk meg a szamlalot és a nevezdt is az

abc egytaggal:

l+1+l (1+1+1)abc l-atbc+l~abc+l-abc

a b ¢ _ a b _ a b c _bc+ac+ab
11,1 (JL+JL+JJ wbe L oaber L aber L ape  Cratb
ab bc ac ab be ab be ac

Felelet: betactab
c+a+b

I GYAKORLATOK

176.° EgyszerUsitsétek az alabbi kifejezéseket:

1)( ) 6. 6)( 5 4 ):m+9n;
3 4) g2 m-n m+n) m+n
a’ (1 1), x— 2( x )

2) a-b \b a)’ 7 x+2 x_x—2 ’

al.({_a). x4+ x x_ x—l.
3 (1+3)'(1 b)’ 8 44 ’
2
4 [a _2a j b_. 9 (L 1)
)(2 s Y ey )c—l 1
a®—ab b+l  a y | x*+xy

%) -1 a b-1 10 (x+y x- y) eyt

177.° Egyszerlsitsétek az alabbi kifejezéseket:

1) (x+f):(x—£j; 5 2_‘12—252:0”’;

Yy Yy b b b
b\ ab® 7 -8 84

9 (g+a+ ) : 6 x X ) .

) a-b/ a®+b* )x+2 3x+6 x2-8x
m .oom ~9a-9 .a273a,

3 (m—l 1)'mn—n’ D (a a+3)' a+3’
a b\ 4ab a 8 )_a2+8a

4 (3‘3)@ b’ 8 (a+2 a+8) a-4"
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178.° Végezzétek el a kijelolt mlveleteket:
1 a+2 ,a2—4_ 3 .
a2—2a+1'3a—3 a-2’

) b2+3b_(b—3+b+3)

b3+9p \b+3 b-3

)(30+1_3071). 2 .

3c—1 3c+1/) 6c+2°

’

4)( 1 ! ) 20
a?—4ab+4b®  4b?—a?) a? - ab?’
5)( a-8 __a ),a—20_
a?-10a+25 a®>-25) (a-5)%
2x+1 x-2 \. x*+6
6) |— -— 1 .
x“+6x+9 x“+3x/ x°-9x
179.° Végezzétek el a kijelolt miveleteket:

2
py _b+a b°-16_ 2

2x 1 1
: ; 3 : - ;
b>-6b+9 20-6 b-4 )xz—yz ( 2 xzj

2+ 22y+y® yi-
2) (m—l_m+1), am 4 ( 2a-3 a-1 ) a?-2
m+1 m-1/"m?2-1’ a’~4a+4 a®-2a) a®*-4a’
180.° Egyszertsitsétek az alabbi kifejezéseket:
15 7T—x
1 (——x—7)-—;
) x—17 x* ~16x +64

a_5a—16),(2a_ 2a )
a-38 ) a-3/)

x+2y x-2y 16y2 L4y
x-2y x+2y x%*-4y®) x+2y’
3a-8 1  4a-28) a*-4
6 ( + - ) .
) a?-2a+4 a+2 4%+8 4
181.° Egyszertsitsétek az alabbi kifejezéseket:
2
1 * +14x+49:( 13 _x+6); 3)( 36 _x—3_3+x): 6 .
x+6 x+6 x2-9 x+3 3-x) 3-x
2c-9). c%+3c 24 2y-1 9y+6 1 ) y’-4
2 (c——):—+—; 4 + + . .
) c+8) ¢*-64 (y2+2y+4 y’-8 y-2) 18
182.° Igazoljatok az alabbi azonossagokat:
b b 2b a—b
1 a4 : = 5
)(az—bz 2b—20) a? -b? 4
2)( 8a _a—2)_a+2 2

5 : + =-1
4-q° a+2 a a-2
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3 1 (c-6)* 3¢ _
3 (36—c2+c2—12c+36)' 2 Ter 2
183.° Igazoljatok az alabbi azonossagokat:
1)( b 2  a ):aszzz 4 .
a®—ab a-b p®_gb) 4ab  a+d’

2) (a—b)z.( a _,_a j+3a+b:3.

a (a-b)? b*-a®) a+b
184.° Fligg-e az alabbi kifejezés értéke a valtozd megengedett értékétsl?
1)(a2+3_ 21 ):3(21+3;
a“-1 a“+al a®-a
2) ( . a 1 ) . Ta 2 .
a®-49 a+7) a®+14a+49 a-T
185.° Igazoljatok, hogy a kifejezés értéke nem fligg a valtozo értékétdl:

1 3x2—27'(6x+1 6x—1)_
4x2+2 \x-3 x+3)
3 8a®-18a 2a 3
2) - 2 ’ 2 T2 .
20-3  4a°+9 \4a°-12a+9 4a°-9

186.° Egyszerisitsétek az alabbi kifejezéseket:

a’ 6a-9 2a-b b
a- a-——— 1 +1 3-—
1) a+1 : 2) a_. 3) ;4 b + a
a2 1_§ 1- 1 2a+b_1 §g_1
a+1 a 1+l b b
a
187.° EgyszerUsitsétek az alabbi kifejezéseket:
a-b b
2
1) a+b a . 2) 1
a a-b’ o1
a+b a 1- 1
a+1

188.” EgyszerUlsitsétek a kovetkezd kifejezéseket:

2 2
a a-b 1 a+b b-a 6a
1)( 3 7t 03 __J:( - = 2);
b° —ab b b b-a a+b a°-b
9 a+2 2-a 4a®+2a+1).( 1 ) 8a-1
) 3 _ 4 2 7 _ a3 2 : o2,
4a° —4a°+a 1-8a 2a° +a 2a° +a

1-2a

2
189." EgyszerUsitsétek a 18y 3+ 3y _ 23y+1 :(1— 3y-1_ 5—6yj ki-
278 -1 9y® +3y+1 y 38y-1

fejezést!
190.” Igazoljatok az alabbi azonossagokat:

16 1 2 1 8a
1 : - - =1
)(a—2)4 (((;L—z)2 a2—4+(a+2)2j (a-2)°
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2
2) a+11_( (;4—5 - a+7 ):(a+3) 1
a+9 \ag°-81 a°-18a+81) \a-9
2 2
191." Tgazoljatok, hogy a 0 *+9 +(b+3) ( 1 , 6 3 )kife'ezés
8azod 88 v \o-3) 63902 prap !
a valtozo barmely értékénél pozitiv!

192." Helyettesitsétek az x valtozd értékét az adott kifejezésbe, majd
egyszerlsitsétek az igy kapott kifejezéseket:

- b a-bx a-b
1) £=% ha x=-%; 2 ,ha x="—.
)x—b a+b )b+ax a+b

I ISMETLO FELADATOK

193. Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
1) Bx—1) 4x+5)—2x+3) (6x+ 1) =4;
2) 8x (2x + 7) — (4x + 3)> = 15.

194. Bizonyitsatok be, hogy a 2'* — 212 — 210 kifejezés maradék nélkul
oszthaté 11-gyel!

195. Bizonyitsatok be, hogy n barmely természetes értékénél a
3m+2 — 2m+2 + 3n _ 9n kifejezés oszthatd 10-zel!

196. Az egyik raktarban 3-szor annyi burgonyat taroltak, mint a masik-
ban. Miutan az elsé raktarbdl elszallitottak 400 kg-ot, 2-szer kevesebb
burgonya maradt, mint a masik raktarban. Mennyi burgonyat taroltak
az elsé raktarban?

197. A dzseki 200 hrivnyaval olcsébb volt az 6ltonynél. Az Gszi arleszal-
litaskor a dzseki 10%-kal, az 6ltony 20%-kal kertilt kevesebbe. fgy a
dzsekit és az oltonyt egytitt 1010 hrivnyaért lehetett megvasarolni.
Mennyibe kerilt a dzseki és az 6ltony eredetileg?

198. Egy személygépkocsi az A helység és a B helység kozotti utat
60 km/h sebességgel tette meg. Visszafelé mésik utvonalat valasztott,
mely 15 km-rel révidebb volt, és mivel 70 km/dras sebességgel haladt,
igy 30 perccel rovidebb idd alatt ért vissza az A helységbe. Mennyi
1d§ alatt ért el az A helységbdl a B helységbe?

199. Egy munkasnak napi 10 alkatrészt kellett legyartania. Mivel min-
den nap 12 alkatrészt készitett el, igy két nappal a hataridd letelte
el6tt mar csak 6 alkatrész legyartasa maradt a szamara. Mennyi
alkatrészt kellett elkészitenie?

200. (Ukran népi feladat.) 30 pénzérméért 30 madarat vasaroltak. Hany
madarat vettek a kilonboz6 fajtakbol, ha 3 veréb ara 1 érme volt,
2 galambért is 1 érmét kellett fizetni és egy pacsirta 2 érmébe kertilt?
Minden madarfajbdl legalabb egyet vettek.



44 1.8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

l FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ

201. Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

26+7 _x+5, 2_ 16— (-
1) T - 3 4) x> —16=0;
2) x? + 6x = 0; 5) 25x2 — 36 = 0;
3) 0,21x—0,7x = 0; 6) x2+4=0.
202. A valtoz6 mely értékeinél nincs értelmezve az alabbi kifejezés?
1) L; 4) > i
3x-9 x+ 7 x-2’
2
9 x +1; 5 ;;
)x2—1 )x2—10x+25
3) x+4 ) x+2
3x% +12x’ (x+10) (x-12)°
203. Az alabbi kifejezések értéke a valtozd mely értékénél lesz nulla?
x—8, x—2, 4
D 9’ 2 x+2’ 3 x5

Frissitsétek fel a 14., 15. pontokban tanultakat (220. oldal)!

l NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

204. A tablara az x + 2 és 2x + 1 tobbtagu kifejezéseket irtak fel. Felir-
haté-e ezen tébbtagok 6sszege, kiillonbsége és szorzata. Lehetséges-e,
hogy a tablan megjelenjen a 2x* + x + 5 tobbtagu kifejezés?

ELLENORIZZETEK MAGATOKAT! 2. SZ. TESZTFELADAT

12m* n®
1. Adjatok meg a ~ 0 3emF szorzatot tort alakban!
1 1 3 3
A ——; B) ——; C) ——; D .
) 3m®n® ) 3m*n® ) m®n® ) m'n®

2. Végezzétek el az (a+5b)-% szorzast!
a” —25b

) ) _8 8
A)8(a—5b); B)8(a+5b); C) P D) TS
2
3. Egyszer(isitsétek a b7 -6b+9 b-7 kifejezést!
b-"17 b-3
A)b+3; B) b - 3; c) 1 D) L.

b-3’ b+3
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6
4. Végezzétek el a kijelslt osztast: 5}% :(10a°p%)!

2a° b° 2p'° a?
A) =; B) —; C) = D) —=5-
) b° )2a9 ) a? 2"
oo s 3x+9 . x+3 .0 .
5. Egyszerlsitsétek a 2 or 4x_8 kifejezést!
A) L2 B) X, C) 12; D) x.
x 12

n®-3n . n*-27n
64n® -1 64n%+16n+1

6. Adjatok meg az . kifejezést tort alakban!

Bn-1)(n°+3n+9) @Bn+1)(n°+3n+9)
8n+1 . D) 8n-1
Bn-1)(n*-3n+9)’ Bn+1)(n?-3n+9)

2 4
7. Végezzétek el a (—2%) hatvanyra emelést!
b

8a® 8a® 16a® 16a®
A) _b12 5 B) _bT; 0 bT; D) —bT-
o 11\ 2 el
8. Egyszer(sitsétek a (a—6 a+6)' P kifejezést!
A B) -5, C)6@-6); D)6(@+6)
a+6 -6

9. Az a barmely megengedett értékére mennyi a ( 30a _,_5 ):

9q¢%2-25 5-3a

.[(3a-5 e g gLl o
'(_Sa s 1) kifejezés értéke?
1, . _1. _
A) > B) 2; C) 55 D) -2.
2
10. Mivel egyenld az £ ;24 ab kifejezés értéke, ha 3a — 5b =0,2 (2a + b)?
A) 4; B) —4; C) 3; D) -3.
11. Ismeretes, hogy x+%=6. Hatéarozzatok meg az xz+i2 kifejezés
X
értékét!
A) 36; B) 38; C) 34; D) 35.
1 a
12. EgyszerUsitsétek az aa b kifejezést!
b’ a
2 2 2 2 2 2 2 2
Aa+b; Bafb; a“+b : ab(a®+b%)
) a?-b* a®+b? ) ab? (a® -b?) ) a®-b*
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Bl Ekvivalens (egyenértékii) egyenletek.
Racionalis egyenletek

Figyeljik meg az x* = 4 és |x| = 2 egyenleteket!

Konnyen belathatjuk, hogy mind a két egyenletnek ugyanazok a
gyokei, a 2 és a —2.

Ezekben az esetekben azt mondjuk, hogy az x> =4 és |x| = 2 egyen-
letek ekvivalensek (egyenértékiiek).

Nézzunk még néhany példat ekvivalens egyenletekre:

lx:O és 2x=0;
2

2x=4és 4x—-8=0;
x’=1és(x—1)(x+1)=0.
Vegylk észre, hogy az x> = -5 és |x| =—3 egyenleteknek nincs meg-
oldasuk. Ezeket az egyenleteket is egyenértékleknek tekintjik.

Meghatarozas. Két egyenlet ekvivalens, ha gyokeik
azonosak, vagy ha nincs megoldasuk.

A2az(x—2)(x+ 1) =0 és x— 2= 0 egyenletnek is gyoke. Ezek az
egyenletek mégse ekvivalensek, mert az elsG egyenletnek még gyoke a
—11is, mig ez az érték nem megolddsa a mésodik egyenletnek.

A 7. osztalyban tanultatok mar az egyvaltozds (egyismeretlenes)
egyenletek tulajdonsagait. Ezeket a tulajdonsagokat az ekvivalens egyen-
letek fogalmaval igy is meghatarozhatjuk:

e Ha az egyenlet mindkét oldalahoz hozzaadjuk vagy mind-
két oldalabol kivonjuk ugyanazt a szamot, akkor az eredeti
egyenlettel ekvivalens egyenletet kapunk.

e Ha az egyik tagot ellenkezd eldjellel atvissziik az egyenlet
egyik oldalarol a masikra, akkor az eredeti egyenlettel ek-
vivalens egyenletet kapunk.

e Ha az egyenlet mindkét oldaldat megszorozzuk vagy eloszt-
Jjuk ugyanazzal a nullaval nem egyenlé szammal, akkor az
eredeti egyenlettel ekvivalens egyenletet kapunk.

Figyeljuk meg a kovetkezd feladatot: Egy személygépkocsi miutin
megtett 180 km-t, a sebességét 10 km/h-val novelte. Igy a maradék
210 km-es utat ugyanannyi id§ alatt tette meg, mint az Ut els6 részét.
Hatarozzatok meg a személygépkocsi kezdeti sebességét!

Jeloljuk x km/h-val a személygépkocsi kezdeti sebességét, akkor az

at masodik részén a sebessége (x + 10) km/h. Az elsG részt 180 41 alatt
21 *
x+

tette meg, a masodik részt pedig 0 o Ora alatt.
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A 180 _ 210
x x+10
egyenlet mindkét oldala racionalis kifejezés.

egyenlet az adott feladat matematikai modellje. Az

Meghatarozas. Azokat az egyenleteket, melyek mindkét ol-
dala racionalis kifejezés,racionalis egyenleteknek nevezziik.

Az el6z6 meghatarozas alapjan a feladat megoldasa egy racionalis
egyenlet megoldasahoz vezet.

Megjegyezzik, hogy az egyismeretlenes linearis egyenlet, vagyis az
ax = b alaku egyenlet is raciondalis egyenlet.

Vizsgaljuk meg az %zO alaku racionalis egyenletet, ahol A és B

tobbtagu kifejezés.
Mar tudjatok, hogy a tort értéke csak akkor nulla, ha szamldldja
nulldval egyenld, a nevezdje viszont nem. Tehat ahhoz, hogy megoldjuk

az %:O alaku egyenletet, egyszerre két feltételnek kell teljesiilnie:

A =0 és B+ 0. Ez azt jelenti, ahhoz hogy megoldjunk egy %z 0 alaku

egyenletet, az alabbi algoritmust kell kovetni:
e megoldjuk az A = 0 egyenletet;
o leellendrizziik, hogy a kapott gyokok megfelelnek-e a B # 0 kité-
telnek;
e a megoldasban csak azokat az értékeket tuntetjiik fel, melyek ki-
elégitették a B # 0 feltételt is.

(x-1)(x+1)
x%—4x+3
Megoldds. Abal oldalon 1évé tort szamlalgjat a nullahoz egyenlit-
jik: (x— 1) (x + 1) = 0. Ennek az egyenletnek két gyoke van: az 1 és a —1.
Ellenérizzik le, hogy a kapott értékek megfelelnek-e az x? — 4x +
+ 3 # 0 feltételnek.
Ha x=-1, akkor x2—4x+ 3 =8 #0.
Hax=1, akkor x2—4x+ 3 =0.
Tehat az x = —1 megoldasa az egyenletnek, mig az x = 1 nem.
Felelet: —1. A

Tehat az % =0 alaku egyenletek megoldasat visszavezetjik az A =0

1. PELDA. Oldjuk meg az =0 egyenletet.

egyenlet megoldasara és a B # 0 feltétel leellenGrzésére. Ebben az esetben

uagy is szoktak fogalmazni, hogy % =0 egyenlet ekvivalens az

A=0,
B#0

rendszerrel.
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(x-1)(x+1)
x%-4x+3

Példaul az =0 egyenlet ekvivalens az
(x-1)(x+1)=0,
x*-4x+3#0

rendszerrel.
Mint ahogy mar lattatok, ennek a rendszernek az x =—1 a megoldésa.
Térjink vissza az eredeti, a személygépkocsirdl szolé feladatunk

megoldasihoz.
180 _ 210

Rendezziik a o 10 egyenletet.
Végezziink ekvivalens atalakitasokat:
180 210 _

x  x+10

Hozzuk k6z0s nevezdre a torteket:
180 (x+10)-210x _
x (x+10) a
1800 - 30x
x (x+10)
Az utolsé egyenlet egyenértékii az alabbi rendszerrel:
1800-30x =0,
{x (x+10)=0.
Az egyenlet megoldasa 60. Kénnyen belathatd, hogy ez az érték ki-
elégiti az x (x + 10) # 0 feltételt.
Felelet: 60 km/h.

Ismeretes, hogy barmely racionalis kifejezés felirhaté tort alakban,

0;

=0.

ezért barmilyen racionalis egyenlet is megadhaté %zO alakban. Ezt

alkalmaztuk a 180 _ 2:;) 0 egyenlet megoldasanal is.
z . 3x+5 1 x
2. PELDA. Oldjuk = letet.
Oldjuk meg a 6x+3+4x2_1 5, 7 eevenlete

Megoldas. Rendezzik az egyenletet:
3x+5 1 __X __p.
3C2x+1) (2x-1)(2x+1) 2x-1
4x -2 -0
3@x-1)(2x+1)

4x-2=0,

3(2x-1)(2x+1)=0.
4x-2=0,

A kapott egyenlet ekvivalens az alabbi rendszerrel: < x = 0,5,

x#-0,5.

Akapottegyenlet ekvivalens azalabbirendszerrel: {



7. Ekvivalens (egyenértékii) egyenletek. Racionalis egyenletek 49

x=0,5,
Innen {x#0,5,
x#-0,5.

Tehat az adott egyenletnek nincs megoldéasa.
Felelet: nincs megoldas. A

2x% —4x-16

x—4
Megoldds. Hozzuk kozos nevezire a bal oldalt:
2x% —4x-16—x+4x _

3. PELDA. Oldjuk meg a —x=0 egyenletet.

x—4 0;
x?-16
x-4 0
A kapott egyenlet ekvivalens az alabbi rendszerrel:
x?-16=0,
x—4#0.

Tehat
{x:4 vagy x=-4,
x #4;
x=—4.
Felelet: —4. A

Most nézziink egy olyan feladatot, ahol egy valds helyzet matematikai
modellje egy racionalis egyenlet.

4. PELDA. Egy turista csénakkal a folyén lefelé 3 km-t tett meg, felfelé
pedig 2 km-t, 6sszesen 30 perc alatt. Hatarozzuk meg a csénak sebességét
allovizben, ha a foly6 sebessége 2 km/h!

Megoldds. Jeloljuk a csénak sebességét allévizben x km/h-val.
Akkor a csénak sebessége a vizfolyas iranyaban (x + 2) km/h, a vizfo-
lyassal szemben pedig (x — 2) km/h. A turista 3 km-t tett meg a folyén

lefelé —3— 6ra alatt, felfelé pedig 2 km-t —2
x+2 x—

3 6ra alatt. Mivel az egész

2 1
+ ==.
2

utat 30 perc = % ora alatt tette meg, ezért =3
x_

x+2
Oldjuk meg a kapott egyenletet:
3 2

x+2 x-2
3x—6+2x+4_l:0.
x%-4 2
10x-4-x%+4
2(x%-4)

-1
2’

2
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10x — x* _
2(x*-4)
10x-x%=0,
{2(x2—4)¢0;
x(10-x)=0,
x#2,

X #—2;

x =0 vagy x = 10.
Az x=0nem felel meg a feladat feltételeinek, ezért a csénak sebessége
allévizben 10 km/h.
Felelet: 10 km/h. A

‘?

=

. Mely egyenletek ekvivalenseknek?

2. Az adott egyenlet mely atalakitasaival kaphatunk az adottal ekvivalens
egyenletet?

3. Mely egyenletek racionalisak?

4. Mondd ki, mely feltételnél nulla egy tort értéke!

5. Mondjatok el az %:O alaku egyenlet, ahol A és B tObbtagu kifejezés,

megoldasanak algoritmusat!

I GYAKORLATOK

205.° Ekvivalensek-e az alabbi egyenletek?
1) x+ 2 =10 és 3x = 24;

2) —2x =—6 és %le;

3 x—-5=0ésx(x—5)=0;

4) Bx—12) (x+2)=0¢és (0,4 — 0,1x) (7x + 14) = 0;
5) %:0 és x? = —4;

2
G)x+l=1+xés X 1og
x+
206.° Adjatok meg az alabbi egyenletekkel egyenértékd egyenletet:
1) 2x — 3 =4; 2D lx]=1; x+6=x-2.
207.° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
2
1) *=0-o; 3 L 2oo;
x—4 x—2
-2 x—2
2) X =0; 4) =—==1;
) x% -4 0 ) x-2
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2x%+18

5)W_2; 11) ﬁ:z;

e e 12
9) ﬁeril:o; 15) 3—%:0.
10) 2 -4

x—-2 x+3 ;
208.° Oldjatok meg a kovetkezo egyenleteket:

2
1 2x -1 _ . 6) 2x—4_3x+1+x+5:0;
x“—2x+1 x x x
2
—2x+1 x 36
2) L X T2 o, 7 - =0;
) x2-1 )x+6 x%+6x
7 2x-3 2x% +3x+1
g) X+l _ =0; 8 ————=—x=1;
)x77 x-T ) 2x+1
4) 10—3x+5x+6:0; 9) 4 4

x+8 x+8 x-1 x+1
5 X=6_x-8_,.
x—-2 ’

209.° Melyik szamot kell kivonni a % tort szamlal6jabol és nevezbjébsl

1s, hogy a kapott tort értéke % legyen?
210.° Melyik szamot kell hozzaadni a % tort szamlalgjahoz és nevezs-

jéhez is, hogy a kapott tort értéke % legyen?
211.° Adjatok meg olyan ekvivalens egyenlet-parokat, melyeknek:

1) egy gyokik van; 3) végtelen sok megoldasuk van;
2) két gyokik van; 4) nincs megoldasuk!
212.° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
1) 5 +2_x:2, )2x71:2x+1 4
-4 x+2 7 2¢+1 2x-1 1-4x%’
)2 3  30x+9. ) 7 4 3

6x+1 6x-1 36x°_1 (x+2)(x-3) (x-3)° (x+2)°

6x+14 7 6 2x-1 3x-1_6x+64
3 + = ; 7 - = +4;
) x22—9 x*+3x x-3 ) x+4 4-x x2_16
4) 2y +5+y+1_ 4 8) 2x-6 x-3  x-1

1-y2 y-1 y+1 x'-36 x?-6x x’+6x
213.° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
x-2 5 _ x2+27. 3x+1 3x-1_ 6
1) - - ’ 2) - - ’
x+1 1-x x2-1 3x—-1 3x+1 1-9x2




52 1.8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

4 1 5 7 x+1 x+4
3) ——<+=—=—7; 5 + = ;
) x-3 x x-2 ) 22 +2x x%-2x x%-4
2% -2x 6 _x+2, x2-9x+50 x+1 x-5
+ = ; = +
x®-4 x+2 x-2 X% —5x x—5 x
214.° Egy motorcsonak 8 km-es utat tett meg a folyon lefelé, majd megallas
nélkil visszafordult. Az egész utat 54 perc alatt tette meg. Hatarozza-

tok meg a foly6 sebességét, ha a csonak sebessége allovizben 18 km/h!

4) 6)

215.° Egy g6z6s 28 km-t tett meg a folyon a vizfolyassal szemben, majd
megallas nélkil visszafordult. Visszafelé az ut 4 perccel révidebb
ideig tartott. Hatarozzatok meg a g6zos sebességét allévizben, ha a
foly6 sebessége 1 km/h!

216." Egy csonak 2 éra alatt 6 km-t tett meg a vizfolyassal szemben és
12 km-t a vizfolyas iranyaba. Hatarozzatok meg a csénak sebességét
allévizben, ha a foly6 sebessége 3 km/h!

217.” Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

1 X+5 __ x-5 _ x+25 | )9x+12_ 1 _ 1 )
x*-5x 2x*+10x 2x*-50 x*-64 x-4 x®14x+16

9 2 _ 1 3 .

x*-9 2x%-12x¢+18 2x®+6x’
218.” Oldjatok meg a kovetkezb egyenleteket:
4y +24 y+3 y—-3 y+2 1 y+3
) 5745 55t 15y #2881l 4yeZ 85 ayrz
y y y Yy +3y 8y°+1 4y+ 8y -4y +2

219." Oldjatok meg az alabbi egyenleteket! Vegyétek figyelembe az a

paraméter lehetséges értékeit!

1) x-1 -0; 3) a(x—a):O; 5) (x—4)(x+2):0;
x—a x-3 x-a
2) -2 _g; e I P

x+5 x—7 (x—4)(x+2):O

x2+¢1 =0 egyenletnek gyoke?

x2_

(x—a)(x—3a)
+9

220." Az a mely értékei mellett nincs az

221." Az a mely értékei mellett van egy gyoke az
letnek?

=0 egyen-

I ISMETLO FELADATOK

= 222, Ev végére egy varos lakossaga 72 100 lett. Mennyi volt a lakossag
év elején, ha 3%-os volt a népességniovekedés?

223. Két allomas kozott az utat egy vonat 45 perc alatt teszi meg. Ha a
vonat novelné sebességét 10 km/h-val, akkor 40 perc is elég lenne,
hogy megtegye a két allomas kozotti utat. Milyen messze van a két
allomas egymastol?
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224. Igazoljatok, hogy a valtozd barmely értékével az alabbi kifejezések
csak nemnegativ értéket vesznek fel:
D@-52-2@—-5)+1; 2) (@a—b) (a—b-8) + 16.

225. Hatarozzatok meg az f (x) = 3x — 7 figgvény helyettesitési értékét,
ha 1) x =-3;

2) x= 2%! Az argumentum mely értékénél lesz a fliggvény értéke 0,2?

l FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ

226. Szamitsatok ki a kévetkez6 kifejezések értékét:
2
1) 47 + 3 3) 9-(—%) ;

2

2) (-8)2 — (-1)'% 4) (2,8-3,1)° -(—1%) .
227. Szamitasok nélkil hasonlitsatok 6ssze az alabbi kifejezéseket:

1) (=5,7)?és 0; 2)0és (—6,9)%  3) (-23)% és (-2)*; 4) —8% és (—8)°.
228. Adjatok meg:

1) a 4; 8; 16; 32; 64 2-es alapu hatvany alakjat;

2) a 100, 1000, 10 000, 1 000 000 10-es alapt hatvany alakjat!
229. Szamitsatok ki:

1) a 18a2 kifejezés értékét, ha a = -%;
2) a (18a)? kifejezés értékét, ha a = —%;

3) a 16 + b* kifejezés értékét, ha b =-2;
4) a (16 + b)* kifejezés értékét, ha b = -2!
Frissitsétek fel a 3. pontban tanultakat (216. oldal)!

l NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

230. Létezik-e olyan természetes szam, amelyet ha 2-vel szorzunk, a
természetes szam négyzetét, ha harommal, akkor a természetes
szam kobét kapjuk?

H Negativ egész kitevéjli hatvany

Gyakran a nagy szamok felirdsa helyett egy révidebb alakot haszn4l-
nak, a természetes kitevGjd hatvanyt. Példaul
129 140 163 = 377,
282 475 249 = 719,
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A tudoméanyban és a gyakorlatban a nagy szamok felirasara a 10
kilénb6z6 hatvanyait alkalmazzak.

Példaul a Fold és a Sarkesillag kozott a tavolsdg megkozelits-
leg 4 470 000 000 000 000 km vagy 4,47 - 10" km. A Nap tomege
1990 000 000 000 000 000 000 000 000 000 kg vagy 1,99 - 10°° kg.

Ezeket az adatokat a makrovilaghdl vettiik, vagyis a nagyon nagy
fizikai mennyiségek vilagabdl.

Lassunk néhany példat a mikrovilagbdl, vagyis a nagyon kis fizikai
mennyiségek vilagabol.

A hidrogénatom tomege

0,000000000000000000000000001661 kg.
Az oxigénatom atmérgje 0,0000000066 cm.
Ezeket a mennyiségeket is fel lehet irnil10 hatvanyai segitségével.

0,000000000000000000000000001661 kg = 2661 ¢

0,0000000066 cm = % cm.

Ha elfogadjuk az 10% ésaz ﬁ tortek jelolésére a 10727 és 102 jellést,
akkor az adott mennyiségeket tgynevezett egyszintes alakban is felir-
hatjuk: 2661_1661.10%, &5 _6,6.10".

10 10

Hasonléképpen elfogadhatjuk, hogy 5%:5’2, (;)5:(—3)’5,

1 1
—=(0,7)".
o7 0,7
Meghatarozas. Barmely, nullatol kiillonb6z6 a szamra és
természetes n-re

a1
a :_n
a
, , p . . 1 1 _ 1 1
A hat telmében 27 ====, (-4)7*= ==,
meghatarozas ertelmében 578 (-4) (_4)2 6
-4
1) 7_ 1 a_ 1 _10
(2) = 16, (0,3) =033

5
2
Tehat barmely szam barmilyen nullatél kiilonb6z6 egész hatvanyara
emelhetd. Jegyezziik meg ezt a kovetkeztetést!

Meghatarozas. Barmely, nullatél kiilonb6z6 a¢ szam nul-

ladik hatvanya 1-gyel egyenlé: a® = 1.

0
Példaul 5° = 1, (-17)° = 1, (—%) -1, n°=1.
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A 0" hatvanya nem értelmezhetd, ha n nulla vagy negativ egész szam.
A felsorolt meghatarozasok alapjan, barmely a # 0 és egész n-re a” és
a™" reciprok értékl szamok. Ezért az
w1
a’t=—
aﬂ
egyenlGség barmely egész n-re teljesil.
Példéul, ha n = 2, akkor a?=—L_.
a

A tudoményos irodalomban az alabbi adatokkal talalkozhatsz:

,»A Vénusz bolygé tomege 4,9 -10%* kg. A Mars tomege 6,423 - 10% kg.
A Hold felszine 3,8 - 10" km?.”

A szovegben szerepld adatok ugynevezett normalalakban vannak
megadva.

Meghatarozas. Egyszam normalalakjanak nevez-
zilk az a - 10" szorzatot, ahol 1 < a <10 és n természetes szam.

A szam normadlalakjaban az n szamot, a 10 hatvanykitevdjét nagy-
sagrendnek (karakterisztikanak) nevezzik. Példaul a Nap kg-ban
kifejezett tomegének karakterisztikaja 30, a hidrogénatom kg-ban kife-
jezett tomegének pedig —27.

Barmely pozitiv szamot megadhatunk normalalakban. Példaul:
171,25 =1,7125 - 102, 0,00958 = 9,58 - 103. A gyakorlatban a szdm nor-
malalakjat igen kis és igen nagy szamokra hasznaljak. Ebben az esetben
a karakterisztika utal a szam nagysagara. Ha az m szam nagysagrendje
egyenld 3-mal, azaz m = a - 10%, akkor figyelembe véve, hogy 1 < a < 10,
azt kapjuk, hogy 10° < m < 10%.

-1

1. PELDA. Hatdrozzuk meg az alabbi kifejezések értékét: 1) (%) ;
2) 1,272 3) 32.15+62.8-4,3°

-1

Megoldads. 1) (%) = %

SIS

-1
Altalanosan, ha a # 0 = és b # 0, akkor (%) =§.

ra(3 (o) 6]

3) 3’3.15+6’2-8—4,30:%~15+é-8—1 1 9541

—g7 10+35°8-1=

2 2
—_—— = —— A
+9 1 9"

©| ot
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2. PELDA. Adjatok meg az (@ —b)2- (or2 — b7?) kifejezést tort alakban.
- 1 1
Megoldds. (a-b)2(a?-b )_ b) '(__?):

T@-b d%  (b-ay a®? a®i(b-a) a®®-a’h?’
3. PELDA. irjuk fel a kovetkezd szamok normalalakjat:
1) 564 000 000; 2) 0,0036.

Megoldds. 1) 564 000 000—5 64-100 000 000 = 5,64-10°%

2 = 3 A
) 0,0036=3,6-0,001=3,6-—— 1000 =3,6-—5=3,6-10"

1 v-a° 1 .(b—a)(b+a)_ bta _  b+a A

6)

1. Mivel egyenld barmely nullaval nem egyenlé a-ra és természetes n-re az
a™ kifejezés?

2. Mivel egyenl6 egy nullatol kiilonb6z6 szam nulladik hatvanya?

3. Mi a szam normalalakja?

4. Hogyan nevezzik az n szamot egy szdm «a - 10" normalalakjaban?

I GYAKORLATOK

231.° Az alabbi kifejezések ko6ziil melyikkel egyenl6 az a=® hatvany?

1) a5 2) 5 B) 5 9 5.
232.° Adjatok meg az alabbl hatvanyokat tort alakban:

1) 375 3) a™®; 5) 1274 7 (@-0)%

2) 575, 4) d3 6) m™; 8) 2x — 3y)™.
233.° Helyettesitsd a kévetkezd hatvanyokat torttel:

1) 144 2) p~2% 3) (m+n)™ 4) (4c — bd)™°.

234.° irjétok fel a tortet egész negativ kitevdjd hatvany alakjaban vagy
hatvanyok szorzataként:

1 1 a (a+b)’,

D = 3) =; 5) —; ;
) -2 ) )% >(c OF
1 m x® (x-y)*

2) —; 4) —; 6 ; 8) ——,
) x° ) nd ) y7 ) xX+y

235.° frjétok fel a tortet egész negativ kitevdjd hatvany alakjaban vagy

hatvanyok szorzataként:

1) 1 2) i 3) x_2; 4) mﬁ. (2x - y)

111’ E*’ y ns’ (x-2y)°"
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111 i-etol an
'8 16° 32 64 Y

hatvanyalakban, melynek az alapja 1) 2; 2) %

236.° friatok fel az 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, %

NG

237.° Adjatok meg az alabbi torteket olyan hatvanyként, melynek az
alapja egyjegyd szam:
1 1 1 1
. 2t . — . 4) —.
1 49’ 2) 216’ 3) 625’ ) 128
238.° frjétok fel az alabbi szamokat 10-es alapi hatvanyként:
1) 0,1; 2) 0,01; 3) 0,0001; 4) 0,000001.
1 1 1 1

239.° Irjatok fel az 1, 3, 9, 27, 81, 39" 97 81

-et olyan hatvanyként,
melynek az alapja 1) 3; 2) %
240.° Szamitsatok ki:
-3
DEE YO 51 D 92

7 0 1 -2
2) 2% 4)0,2°% 6) (-1)%  8) (g) ; 10) (_18) :
241.° Hatarozzatok meg a kovetkezd kifejezések értékét:
-3
1207 3 (6) 5(-1)
-2 -2
é) : ( 1)
2) 0,37 4) (7 ; 6) 33 .

242.° Szamitsatok ki az alabbi kifejezések értékét:
1) 31— 4% 490,17
2) 29+ 6% 5) 0,52 - 47

2\ 0_x-2, Q. 1@yt
3) (7) +(-2,3)° -5 6) (21— 81 -16).

243.° Mennyi a kovetkez6 kifejezések értéke?
1) 22+ 2% 3) 0,03°+ 0,7
2)82-67 4) (9 -3 —129),

244.° Az alabbi szorzatok koziil melyik egy szdm normalalakja?
1) 12 - 10% 2) 1,2 - 104 3) 0,12 - 104,

245.° irjétok le a kovetkezd szamok normalalakjat, nevezzétek meg a
karakterisztikajat:
1) 3400; 4) 0,000008; 7) 0,86 - 103,
2) 15; 5) 0,73; 8) 0,23 - 10%
3) 0,0046; 6) 250 - 10% 9) 9300 - 10°.



58 1.8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

246.° Az alabbi adatokat irjatok le normalalakban:
1) vakuumban a fény sebessége 300 000 km/s;
2) Ukrajna legmagasabb cstcsa, a Hoverla 2061 m;
3) Ukrajna terulete 603 700 km?;
4) a Fold és a Nap atlagos tavolsaga 149,6 millié km;
5) 100 km magassagban a légnyomas 0,032 Pa;
6) egy vizmolekula atmérGje 0,00000028 mm!
247.° frjétok le a kovetkezd szamok normalalakjat, nevezzétek meg a
karakterisztikajat:
1) 45 000; 3) 0,00024; 5) 0,059 - 108%;
2) 260; 4) 0,032; 6) 526 - 10*.
248.° Adjatok meg az aldbbi normélalakt szamok természetes szam-
alakjat vagy tizedes tort alakjat:
1) 1,6 - 103 2) 5,7 - 108, 3) 2,1 -10°% 4) 1,1 -107°!
249.° Adjatok meg az alabbi normalalakd szamok természetes szam-
alakjat vagy tizedes tort alakjat:
1) 2,4 -10% 2) 4,8 - 105 3) 1,4 - 1073 4) 8,6 - 104
b

250." Igazoljatok, hogy (%) :(;) !

251.° Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:

1) (_%)71 1071 +9%—(-2)% + (%)72 (=1,5)%

3
2) (2,5) —(8%)° +(1§) +0,1°%,

252.° Rendezzétek a kovetkezd szamokat csokkend sorrendbe:

3 0 -1 -2
(2R 2) 47, 49, 49, 42,
2 2 2 2
253.° Rendezzétek a kovetkezd szamokat novekvé sorrendbe:
1\ (1\? (1) (1)
-2 2 -1 0. = Pl —_ =
DT 2 (5) (5) - (5] (5]
254." Hasonlitsatok 6ssze a kovetkezd kifejezések értékét:
1) 12° és (-6)% 4) 371. 71 és 2171
2) 0,23 és 0,273 5) 51— 71 és 271
-1 -1 -1
3) 4 és 0,25-6: 6) (1) +(l) és (l+l) .
3 2 3 2
255.° Hasonlitsatok ossze a kovetkezd kifejezések értékét:
1\? (1) . (1 1)?
-2 A " 2\0. il —| = A - _=
1) 3% és (3% 3)(4) (5) es(4 5) :

2) 31+ 21 és b5
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256.° Adjatok meg tortalakban a kovetkez6 kifejezéseket:

1) ab™ + a™'b; 4H@+dt (@t+bh);
2) 3a' + ab7?; 5) (c?-d?) :(c+d)
-1
) men (m-— 0 6) Gy 4ty (Zmrd)
X
257.° Trjatok fel az alabbi kifejezések tortalakjat:
a?+a? 3)(ct—=d?) - (c—-d)%
2) mn + m™n; 4 (x2+y?) (@ +y)

258.° Egy természetes szam karakterisztikaja 4. Hany szdmjegy van e
szam tizes alapu szamrendszerben felirt alakjaban?

259." Egy természetes szam hét szamjegybdl all. Mennyi e szam normal-
alakban felirt karakterisztikaja?

260.° Melyik szam nagyobb?

1) 9,7 - 10" vagy 1,2 - 10'2; 3) 2,34 -10% vagy 0,23 - 107,
2) 3,6 -10° vagy 4,8 - 1076 4) 42,7 -107° vagy 0,072 - 1077,
261.° Melyik szam kisebb?
1) 6,1 - 10" vagy 6,15 - 10'8; 2) 1,5 10~ vagy 0,9 - 108,
262.° A tablazat a Nap és a Naprendszer bolygdi kozotti tavolsagokat
tartalmazza.
A bolygoé neve Tavolsag, km
Vénusz 1,082 - 108
Fold 1,495 - 108
Mars 2,280 - 108
Merkur 5,790 - 107
Neptunusz 4,497 - 10°
Szaturnusz 1,427 - 10°
Uréanusz 2,871 - 10°
Jupiter 7,781 - 108

1) Melyik bolygé van a legkozelebb, illetve a legmesszebb a Naptol?

2) A Szaturnusz vagy a Mars van messzebb a Naptdl?

3) Készitsetek olyan tablazatot, ahol a bal oszlopban a bolygdk nevét
tuntetitek fel a Napt6l mért tavolsaguk novekvs sorrendjében, a
jobb oszlopban pedig a tavolsagot millié km-ben!
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=1 263.° Az alabbi tablazat néhany kémia elem atomtémegét tartalmazza.

nglnilai Atomtomeg, kg Kflzl;lai Atomtomeg, kg
Nitrogén 2,32 -1072%¢ Arany 3,27 10
Aluminium 4,48 -10-%¢ Réz 1,05 -10-%
Hidrogén 1,66 - 10?7 Natrium 3,81 1026
Hélium 6,64 - 102 On 1,97 - 10
Vas 9,28 -10-% Uran 3,95 -10-%

1) A tablazatban feltiintetett kémiai elemek k6ziil melyik atomtémege
a legkisebb; legnagyobb?

2) A natrium vagy a réz atomtémege tobb?

3) Készits tablazatot, melyben a kémiai elemeket atomtémegiik csok-
kenésében tlinteted fel!

264.° A kovetkezl tablazat a Fold asvanykincs-készleteit tartalmazza.

Anyagnév Készlet, t A‘z’:‘,g' Készlet, t
Aluminium 1,1 -10° Nikkel 6,8 - 107
Volfram 1,3 -10¢ On 4,76 - 10°
Vas 8,8 - 10w Higany 1,15 - 10°
Arany 1,1 -10* Foszfat 1,98 - 10"
Mangan 6,35 - 108 Krém 4,4 -10°
Réz 2,8 -10° Cink 1,12 - 108

1) Melyik asvanyi anyagbdl legtobb; legkevesebb a Fold tartaléka?
2) Nikkelb6l vagy cinkbdl van tobb a Féldon?
3) Készitsetek tablazatot az asvanykincs-készlet csbkkenése szerint!

I ISMETLO FELADATOK

265. Egy vastomb tomege 16 kg. Legalabb hany darab ilyen vastombre
van szukség 41 db 12 kg-os alkatrész legyartasahoz?
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266. Egy varosnak jelenleg 88 200 polgara van. Hany lakosa volt ennek
a varosnak 2 évvel ezel6tt, ha lakossaga évente 5%-kal gyarapodott?
267. Dénes otthonrdl a sportpalyara gyalog szokott jarni, 4 km/h-s se-
bességgel. Ha kerékparral megy, akkor 20 perccel hamarabb ér oda.
Milyen messze van Dénes hazatol a palya, ha sebessége kerékparral
12 km/h?
268. EgyszerUsitsétek a
2a +2 a+1 3a-3 klfeJezest'
a -1 a-1 2a
269. Igaz-e, hogy barmely termeszetes n-re az (5n + 6,5)2 — (2n + 0,5)?
kifejezés 42 tobbszorose?

l FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ

270. Adjatok meg az alabbi kifejezéseket a alapi hatvany alakjaban:

Da' -a% 3) @)’;
- (@*°-a*
2) a’:a’ 5 4) T.
271. Egyszertsitsétek a kovetkezd kifejezéseket:
3
1) —4m?n® - 5m*n?; 2) (-2m™n2)4; 3) 8x%y* -(—%xzy"’) .
272. Hatarozzatok meg a kovetkezg kifejezések értékét:
310.27° ( 1)7 (3)8
1 ; 2 = I
) P )\53) “\36) -

Frissitsétek fel a 4. pont tartalmat (217. oldal)!

l NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

273. Egy épuletben csak olyan hazasparok laknak, akiknek kiskoru
gyermekeik vannak. Minden fitnak van lednytestvére és a fiuk tobben
vannak. Lakhat-e ebben a hazban tébb felnétt, mint gyerek?

Az egész kitevdjli hatvany tulajdonsagai

A 7. osztalyban mar tanultatok a valés szamok természetes kitevsjd
hatvanyainak tulajdonsagait. Ezek a tulajdonsiagok érvényesek az egész
kitev6jd hatvanyokra is.
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9.1. tétel. Barmely tetszéleges a + 0 valés szamra és barmely
egész n és m szamra a kévetkezoé egyenléségek azonossagok:

am . an — am+n; (1)

(@) = am. @)

9.2. tétel. Barmely tetszéleges a #+ 0 és b # 0 valos szamra és
barmely egész n szamra a kévetkezé egyenléség azonossag:

(ab)" = a"b". 3)

Az (1) azonossag a hatvanyozas alaptulajdonsagat fejezi ki. Bi-
zonyitsatok be!

Természetes hatvanykitevdre ezt az azonossagot a 7. osztalyban mar
igazoltuk.

Vizsgaljuk meg azt az esetet, ha az m és az n szamok negativ egészek.

Ha az m és az n szamok negativ egészek, akkor a —m és —n szamok
természetesek. Vagyis a™ -a™ = " = g,

Tehat a”-a" :%m. :En = —ml . —nlm—n = f(n11+n) =a"""
a a a -a a a
A teljes bizonyitashoz még azokat az eseteket is figyelembe kell venni,
amikor az egyik hatvanykitev(, vagy az m vagy az n pozitiv, mig a masik
kitev6 negativ; vagy mind a két kitev6 nulla. Ezeknek az eseteknek a
vizsgalatat végezzétek el 6nalldan.

A (2) és (3) azonossag igazolasa az el6z6h6z hasonlé.

9.3. tétel. Barmely tetszéleges a #+ 0 valés szamra és barmely
egész n és m szamra a kévetkezo6 egyenléség azonossag:

am:a*=am " 4)
Bizonyitds. Konnyen belathato, hogy

m

a - — —
ta"="—=a"-a"=a"""=a"". A

a

A (2) és (3) azonossagok alapjan bizonyithaté a kévetkezd tétel.

a

9.4. tétel. Barmely tetsz6leges a # 0 és b # 0 valds szamra
és barmely n egész szamra teljesiil az alabbi egyenloség:
a\" _a"
a)y e 5
3 -5 ®
Bizonyitds.
gnz _—1n= n, —1n= n_—nza_n A
(b) (a-b7)'=a"-(b")"=a"-b R
Az (1) — (5) azonossagokat az egész kitevsjii hatvany tulajdonsa-
gainak nevezzuk.
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1. PELDA. frjuk fel a alapu hatvany alakjaban a kovetkezd kifejezé-
seket:

1) a - a? 2)a®:a’ 3) @2 -a’:ab.

Megoldds. 1) A hatvanyozas azonossagai alapjan:

at gl = g4nz = g2,
2) Alkalmazva az a™ : a" = a™™" azonossagot kapjuk, hogy
Qb ad= g9 = g9 = g4

3) Alkalmazva a hatvany hatvanyozasara (2) és az azonos alapud
hatvanyok szorzasara és osztasara ((1), (4)) érvényes azonossagokat azt
kapjuk, hogy:

(a74)72 a7 b= gt g7 ab=a® caT: qb = a6 = g5, A

2. PELDA. Hat4rozzuk meg a kovetkezd kifejezések értékeit:

Megoldds. 1) (6°)*:(67) %= 520 521 = 5—1:%,

2) Felirva a 16-ot és a 8-at 2 hatvanyaként azt kapjuk, hogy:
1679 - 812 = (249 - (23)12= 2736 - 236 =20 =1,
3) A tort hatvanyozasa alapjan (5. azonossag) felirhatjuk, hogy:

() -
=15 =l3) =¥°=27.
1) () (36)° (51" ((6\2) (5)"_
4 (122 (2 =29} (2] =|(® A2) =
25 6 25 6 5 6
-16 -15 16 -15
6 5 5 5 5
== N == A2 =2 A
&) -G -6 @ =%
3. PELDA. Egyszer(sitsiik a kovetkez§ kifejezéseket:
1) 0,6m?2n7%. ;’m'4n3,
2)@?+9) (@?-4)—(a?+6)(@?-06).
Megoldas.

1) 0,6m?n° ;m n® (O,6é)-(m2-m’4)-(n 5. %) =0,2m2n "
2 @?+9 @ -4 —(@*+6) @’ —6)=a’—4a?+9a” — 36 -

—a*+36=5a2 A

4. PELDA. Végezziik el a (3,4 -10™) - (7 - 10-5) szorzast, és irjuk fel az
eredményt normalalakban.

Megoldds. (3,4 -10") -(7 -10%) =(3,4 -7) - (10" -10°8) =

=23,8 -10°=2,38 -10 -10°=2,38 - 10". A
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? Soroljatok fel az egész kitevjl hatvanyozas azonossagait!

I GYAKORLATOK

274.° Adjatok meg a kovetkezd kifejezéseket hatvanyalakban vagy hat-
vanyok szorzataként:

1) a®-a% 5)a’:a? 9) (@8
2)a® a8 6) a™®:a’? 10) @®~* (@)% : (@’
3) a—5 . alO . a—12; 7) a12 . a—ZO . a—9; 11) (a4b—203)—10;
a7 -2
4) a?:ab 8) (@)% 12) [cﬁd—_mj .

275.° Adjatok meg a kiévetkezd kifejezéseket hatvanyalakban vagy hat-
vanyok szorzataként:

1) aG . a—lO; 4) (a—2)6; 7) a—lG . aS . a—4;
2) a*: a’; 5) (@3b7c") 4 8) (@®®: (@) (@)™
at \*
3)a’:a” 6 (—j ;
)a’:a ) b
276.° Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:
-3
)9 97, poegipn 70 (2]
-8 12. 4\-12 —6)—8. 1475
2) 108 - 102; 5) A7) AT 8)
- - 6. (673"
3) 3718372, 6) ———;
) ) (677)2.673
277.° Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:
-4
1) 67 65 3) 5715 - 5 5 08* (1) ;
PP 47 4% 1172
2) 7716 7718, 4) ——1; 6 .
) ) =
278.° Egyszerisitsétek a kovetkezs kifejezéseket:
1) 3a™® -4a™%; 5) abc™ - ab'c; 9) 0,2¢3d? - 1,6c2d?;
106~ kp~® o
2) ——; 6 ; 10) 4x% - (—3x72y%)2;
)12 ) s ) 4a° - (-8xy)
—6)4. —6 J2)7. 13m™"° ﬂ
3) @c ) 7 (€d); 1) . 2

. . 3y 18p °k® 15k72
4 2 - 2. ]y 1 3,6 6 74 19) =8P & 1oF
) m~2n -mn? )3ab 7ab, ) 7 2°
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279.° Egyszertsitsétek a kovetkezd kifejezéseket:

5p2 2. 3,6a’h 250 %  yt |

D 267" -3a7b%  3) 55 B = e
-2

2 (Lmn?) 4) 0,8a-%b* -5a°b-%;  6) 28c*d2 - (2cd-) 2

2

280.° Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:
1\ 9\? -3 610

-3 .97, 1 N . - .

DA RN 4 (24) ((3)) ’ D 817%.167%’
14%.277
2)272: 94 5) 25 :(0,27%)72; 8 .
) ) 0,27) ) 95 7.7
-3 8

3)1002:1000- -0,015  6) 30 -6

2167 - (-6)"%’
281.° Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:

-7 -3)\° 6 o-8

-4 .92, 3 Z) ((§) j . 5 &
1) 94 - 27% )(29 = ; )44_3.119,
-2 -4
9) 325 : 64" 4)82:0,5% 6) 1.

282." Végezzétek el a kijelolt mlveleteket! Az eredményt irjatok fel olyan
kifejezésként, melyben nincs negativ hatvanykitevé:

1) -2,4a-'b" - (—2a-*¢5) % 4)( 1,3 ) (~6a%°) %
2
2) (<10x2yz8)2 - (0,1yz%)%; 5) (;i_l) -49m~*n*;
3) 1Zm‘6n-(11m‘1n‘4) ", 6) dx” 73-(16x'6 H2,
9 3 ’ 3\1[2

283.° Végezzétek el a kijelolt mlveleteket! Az eredményt irjatok fel olyan
kifejezésként, melyben nincs negativ hatvanykitevé:

1) 3,6a°b* - (~3a-*b"")%; 3) (melj -125m"n?
n

- 7a”® N 4714
p18en ey s o (1) @y
)116xy 1=x ; ) X (@)
284." Emeljétek ki a zardjel elé az a-t az adott kitevék kozil a legkiseb-
biken:
1) a® — 2a?% 2) a7 —2a% 3) a®—2a.
285.° Emeljétek ki a zardjel elé a b-t az adott kitevék koziil a legkiseb-
biken:
1) b% + 3b% 2) b2+ 3b7% 3) b3+ 3b%
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286.° Alakitsatok szorzatta az alabbi kifejezéseket:

1) a?-4; 4) a®+ b3,
2) a~*b % - 1; 5) m*—6m>2p+9p?
3) 25x8y12 — z°2; 6) a®—49a2.

287.° Alakitsatok szorzatta az alabbi kifejezéseket:
1) x*—25; 3) a'°+ 8a°b" + 166714
2) m=%— 8n73, 4)at-az

288.° Igazoljatok az alabbi azonossagot:
at—b8=@'-bN)(@r+bY)@?+b2 (a*+b™".
289.° Egyszertsitsétek a kovetkezd kifejezéseket:

22+ y? x
D@*+3) @ -3 —@*+2? 3 - ;
) (@ ) (@ ) — (@ ) ) 322 3x iyl 2l g0

-1

_2 _2 5,35 3,5 -8
2) m_l—n_l; 4) a :ib .a b _:a
m +n a a
290.° EgyszerUsitsétek a kovetkezd kifejezéseket:
5m2+n2 m!
D@2-17—-(x2-4) (x2+4); 3 - ;
) ( - ) ( ) ) Aam>B+am™n? m%+n?
-2 -1, -1 -2 -1 -1
2) 2 IOi b —-:2517 ; 4) b +§c ‘T2 1bc 1,-2°
a —-5b c b c+3b ¢

291.° Hatarozzatok meg az aldbbi szamok karakterisztikgjat, ha az a
szam karakterisztikaja:
1) 10q; 3) 100a; 5) 10 000a;
2) 0,1a; 4) 0,001q; 6) 1 000 000a.

292.° Hatarozzatok meg az alabbi szamok karakterisztikajat, ha a b
szam karakterisztikaja 3:
1) 10b; 2) 0,01b; 3) 0,0001b; 4) 100006.

E 293.° Végezzétek el a kijelolt miiveleteket, és irjatok fel az eredmény
normalalakjat:

5
1) (1,8 - 10% - (6 - 10°); 3) 24 10,
9-10
. 1,7-10°°
2) (3 -10°%) - (5,2 - 10-9); gy L7100
) (3109 -( ) ) L

B 294.° Végezzétek el a kijelolt miveleteket! Az eredményt irjatok fel
normalalakban:
. 7-10"
1) (1,6 -10°9) - (4 - 107); 3 10 .
) ( ) @ -107) ) A
_ _ 6,4-10°
2) (5 -107%) (1,8 - 107Y); 4) 2 )
) (510 ~( ) ) 410

295.° A Nap és a Fold kozotti tavolsag 1,5 - 10° km, a fény sebessége pe-
dig 3 - 10®m/s. Hany perc alatt ér a napfény a Foldre? Az eredményt
kerekitsétek egyesekre!
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296.° A réz slrisége 8,9 - 10° kg/m?. Hatarozzatok meg annak a rézle-
meznek a tomegét, melynek hossza 2,5 - 107! m, szélessége 12 cm,
vastagsaga pedig 0,02 m!

297.° A Fold tomege 6 - 10%* kg, a Hold tomege 7,4 - 10?2 kg. Hanyszor
konnyebb a Hold a Foldnél? Az eredményt kerekitsétek egyesekre!

298.” EgyszerUsitsétek a kovetkezd kifejezéseket! Az eredményt irjatok
fel olyan racionalis kifejezésként, mely nem tartalmaz negativ hat-
vanykitevoét:

()
al+p?! a! \a?) "’

b2-2 b'-4 1
2) b2 b2 p*-2’
5% ¢?+6 90 |
c?-3 2c°-6 ¢%+6¢7’
4) ( m* 3m™* j 16—m’8+ gm*
m*-4 m®-8m*+16) m*-7 m*t-4
299.” Egyszerisitsétek a kovetkezd kifejezéseket! Az eredményt irjatok
fel olyan raciondlis kifejezésként, mely nem tartalmaz negativ hat-
vanykitevét:
1 a?+5 . a'-25 _ 2
a*-6a?+9 4a?-12 a’-5

-1 1 \1
oot

300." Az a szam karakterisztikaja —4, a b szamé pedig 3. Mennyi lehet
az alabbi kifejezések értékének a karakterisztikdja?
1) ab; 2) a + b; 3) a + 100b; 4) 10a + 0,1b.
301." Az m szam karakterisztikdja 2, az n szamé pedig 4. Mennyi lehet
az alabbi kifejezések értékének karakterisztikaja?
1) mn; 2) 0,01mn; 3) 100m + n; 4) 0,01m + n.

3)

’

I ISMETLO FELADATOK

302. Két természetes szam szamtani kézepe 18. Ha a nagyobbik szamot
elosztjuk a kisebbikkel, akkor a nem teljes hdnyados 3, a maradék
pedig 4. Hatarozzatok meg ezeket a szamokat!

303. A villamos energiaval val6 takarékossag jegyében meghirdetett akcié
eredményeképpen az els6 hénapban 20%-kal csokkent a fogyasztas, a
masodik hénapban az el6z6 hénaphoz képest még 10%-kal és a har-
madik hénapban, szintén az el§z6 hénaphoz képest 5%-kal. Osszesen
hany szazalékkal csokkent az energiafogyasztas?
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304. A vizzel elontott helyiségbdl a viz eltavolitasara 3 szivattyut hoztak.
Ha csak az elsé tizemel, akkor annak 12 6rara van sziikksége a munka
elvégzésére, a masodiknak 15 érara, a harmadiknak pedig 20 6rara.
Az elsG 3 raban csak az elsG és a masodik szivattyd mikodott, majd
bekapcsoltak a harmadikat is. Hany éra alatt szivattyuaztak ki a vizet
a helyiségbg61?

305. Egy konyv 19 hrivnyaba kertil. Sajnos a vasarlénak csak 5 hrivnyas
cimletei voltak, az eladéonak pedig csak 2 hrivnyasai. El tud-e szamolni
a vasarlé a konyvért anélkiil, hogy valahol felvaltana a pénzét? Ha
igen, akkor legaldbb hany darab 5 hrivnyéssal kell rendelkeznie a
vasarlonak, és hany darab 2 hrivnyassal a vevének?

l FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ

306. Hatarozzatok meg az y:—E fliggvény helyettesitési értékét a
X

megadott helyen:
1) x=2; 2) x =-1; 3) x=3,5; 4) x = —6.

= 307. Egy fliggvény az y = x_+(25 képlettel van megadva. Mi a fliggvény
x_

értelmezési tartomanya? To6ltsétek ki a tablazatot, szamitsatok ki a
fuggvény értékét a megadott helyeken!

-3 -2 -1 0 1 2 3

308. Abrézoljétok az y = 2x — 1 fuggvény grafikonjat! Hozza tartozik-e a
grafikonhoz az: 1) A (30; 59); 2) B (-15; —29) pont?
309. Rajz nélkil hatarozzatok meg, metszik-e egymast az y =2,7x — 8 és
az y =1,2x + 7 fuggvények grafikonjai?
310. Oldjatok meg grafikusan a kovetkezd egyenletrendszert:
2x-y=3,
3x+y="T7.
Frissitsétek fel a 17., 18. és 19. pontok tartalmat (221-222.
oldal)!

l NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

311. Az egyenes kieséses rendszerben lebonyolitott teniszbajnoksag végén
kidertilt, hogy csak 32 olyan jatékos volt, aki tobbszor nyert, mint
veszitett. Hany teniszez6 vett részt a versenyen?
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k
(0 Az Y = - képlettel megadott fuggvény

és grafikonja
Mar a 6. osztalyban megismerkedtetek olyan hozzarendeléssel, amikor
az egyik mennyiség néhanyszoros novekedése (csokkenése) a masik
mennyiség ugyanolyan aranyd csokkenését (novekedését) vonja maga
utan. Ebben az esetben a két mennyiség forditottan aranyos.
Nézzunk meg 2 példat!

1. PELDA. Van 500 hrivnyank. Jelsljiik x-szel 1 kg termék arat, az
egységarat, y-nal azt a mennyiséget, amit ebbdl a termékbdl vasarolni
tudunk 500 hrivnyaért.

Az y és az x mennyiségek forditottan aranyosak: minél dragabb az
aru, annal kevesebbet tudunk vasarolni és forditva, minél olesébb, annal
tobbet vehetiink.

Ennek az egyértelmd hozzarendelésnek az y = 500 képlettel megadott
X
fliiggvény felel meg. A

2. PELDA. Vegyiink egy olyan téglalapot, melynek a teriilete 18 cm?,
oldalai pedig x és y cm. Akkor

_18
y=—

A nevezdben 1évG x néhanyszoros novelése (csokkentése) az y ugyan-
olyan aranyu csokkenését (novelését) eredményezi. Tehat adott tertilet
esetén a téglalap oldalai forditottan aranyosak. A

A megvizsgalt példakban olyan valds helyzetekkel talalkoztunk,
melyek matematikai modellje egy fliggvény, melyet az y:ﬁ képlettel
lehet megadni. *

Meghatarozas. Az y=% képlettel megadott figgvényt, ahol
k # 0, forditott aranyossagnak nevezzuk.

Mivel a % kifejezés értelmezhetd barmely nullaval nem egyenld
szamra, igy az y _k fiiggvény értelmezési tartomanya barmely szam,
kivéve a 0-t. *

Vizsgaljuk meg az y :% figgvényt! Az alabbi tablazat néhany argu-
mentumértéket és az ezeken a helyeken felvett fliggvényértéket tartal-
maz.

X |-6| -4 |-3|-2|-15|-1|1|15]| 2 3| 4
y |-1|-15(-2|-3| 4 |-6|6 |4 | 3|2 |15|1
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Jeloljiik a koordinata-rendszerben azokat a tablazatban feltiintetett (X; y) ko-
ordinataju pontokat (3. abra).

Minél tébb olyan pontot tiintetiink fel, amely kielégiti azy = % egyen-

letet (4. abra), annal kevésbé fog eltérni a rajzunk az yzg fliggvény

grafikonjatdl.
YA T
1 ] 1 “tese
0 % L o 1 %
3. dbra 4. édbra

A feltiintetett pontok ko6zott nem lehet olyan pont, melynek az absz-
cisszdja 0, mivel a nulla nem tartozik hozza a fliggvény értelmezési

tartomanyahoz. Ezért az yzg fuggvény grafikonjanak nincs kozos
pontja az ordinatatengellyel.

Ezenkivil a fiiggvény grafikonja nem metszi az abszcisszatengelyt
sem, mivel a gzO egyenletnek nincs megoldasa. Tehat a nulla nem
tartozik hozza az értékkészlethez sem.

Ha x> 0, akkor g> 0, vagyis y > 0; ha pedig x < 0, akkor y < 0. Tehat

a fliggvény grafikonja csak az I. és a I11. koordinatanegyedekben helyez-
kedhet el.

Megjegyezzik, hogyha noveljiik az abszcissza abszolut értékét, ak-
kor a grafikon pontjai egyre kiézelebb kertilnek az abszcisszatengelyhez.
Ez a tavolsag akarmilyen kicsi is lehet, de sose lehet nullaval egyenld.
Valgjaban minél nagyobb az argumentum abszolat értéke, annal kisebb
a megfelel§ fuiggvényérték.
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Hasonléan megallapithatjuk, hogy az ordinata novekedésével a grafi-
kon és az ordinatatengely kozotti tavolsag lesz egyre kisebb, de sohasem
lesz nullaval egyenld.

Ha sikerult volna feltlintetni az 6sszes olyan pontot, amely megfelel

az y= 6 egyenletnek, akkor az 5. abran lathato rajzot kaptuk volna.
X

yh | 7}

(P-N

S 1TE?

Ko

[uiy
Wiy

(=}

[y

]Y

S

—
\As

5. dbra 6. dbra

Az yzg, k # 0 fuggvény grafikonjat hiperbolanak nevezzik. A
hiperbola grafikonja két részbdl, az tgynevezett hiperbola agakbol all.

Megjegyezziik, ha teljesiil az y, -k egyenl@ség, akkor teljestilnie
%o

kell a —y, = L egyenldségnek is. Levonhatjuk azt a kovetkeztetést, ha
—x,

az A (x,; v,) pont illeszkedik az y :% hiperbolara, akkor B (—x,; —y,) pont
is illeszkedik erre a hiperbolara.
Az 5. dbran az y :% hiperbola lathato.

Ha %k > 0, akkor a hiperbola agai az 1. és III. negyedbe esnek, ha
k <0, akkor a II. és IV. negyedbe.
A6.dbranaz y= —% fiiggvény grafikonja lathaté. Az y = 6 hiperbo-

T x
la 4gai a II. és I'V. koordinatanegyedekben vannak.
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Megjegyezzik, hogy y = %, k # 0 fuggvény értékkészlete a nulla kivé-
telével barmely szam.
A kovetkezo tablazatban 6sszefoglaltuk az y = k figgvény azon tulaj-
X

donsagait, melyeket ebben a pontban targyaltunk.

Ertelmezési tartomany A nulla kivételével barmely
szam

Ertékkészlet A nulla kivételével barmely
szam

Grafikon Hiperbola

Zérushely (az argumentum azon érté- | Nincs
ke, melyre a figgvényérték nulla)

A grafikon tulajdonsagai Ha az A(x,; y,) pont illeszkedik
az y :% hiperbolara, akkor

B(=x,; —y,) pont is illeszkedik
erre a hiperbolara.

Megmutatjuk, hogyan lehet az y =§ fuggvény grafikonjat alkalmaz-

ni egyenletek megoldasara.

3. PELDA. Oldjuk meg a %: x + 3 egyenletet.

Megoldas. Abrézoljuk ko6zos koordinata-rendszerben az y=% és

y=x+ 3 fuggvények grafikonjait (7. dbra).

y “\\ A grafikonok két pontban metszik egy-
mast, melyek abszcisszaja 1 és —4.
BN A metszéspontokban a fliggvények azo-
< nos értéket vesznek fel. Vagyis a megha-
Vi

) 1 | tarozott abszcisszak helyén a % ésx+3
~ 0] 1 X kifejezések értéke egyenld, tehat az 1 és
a—d4at-x43 egyenlet gyokei. Az ellen-

X
\ Orzés ezt igazolja is. Valoban % =1+3 és

4 _ 443 A
7. dbra -4
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X

Az alkalmazott modszer az egyenletek megoldasanak grafikus
moédszere. A 7. osztalyban mar tanultatok az egyenletrendszerek megol-
dasanak grafikus médszerét, és tudjatok, hogy ez a médszer nem mindig
pontos. Ezért a kapott gyokok ellenGrzése kitelezd 1épés, ha az egyenletet
grafikusan oldjuk meg.

A késébbiekben (22. pont) megtanuljatok ezeket az egyenleteket
megoldani nem grafikusan is.

"

. Magyarazzatok meg, mit értlink forditott aranyossagon!

. Melyik fuggvényt nevezzuk forditott aranyossagnak?

Miaz y = k, k # 0 fuggvény értelmezési tartomanya?
X

. Mi a forditott aranyossag grafikonja?
. Hogyan nevezziik a grafikon részeit?

o A W NP

Miazy= %, k + 0 fiiggvény értekkeszlete?

7. Hol helyezkedik el az y:E, k # 0 fuiggvény grafikonja, ha £ > 0?
X

Ha k< 07?
8. Magyarazzatok meg az egyenletek megoldasanak grafikus modszerét!

I GYAKORLATOK

312.° Egy személygépkocsi valamilyen utszakaszt 10 6ra alatt tesz meg.
Mennyi id6 alatt teszi meg ugyanezt a tavolsagot, ha a sebességét:
1) 2-szeresére noveli; 2) 1,2-szeresére csokkenti?

313.° Egy téglalap hossza 30 cm. Mekkora lesz annak az ugyanakkora
tertletd téglalapnak a hossza, melynek a szélessége:
1) 1,5-szer nagyobb; 2) 3,2-szer kisebb?

314.° 40 m anyagot vasaroltak. Hany méter anyagot vehettek volna
ugyanazért a pénzért, ha az anyag egységara:
1) 2,6-szer olcsébb; 2) 1,6-szer dragabb?

315.° Egy gyalogos 12 km-t tett meg. Toltsétek ki a tablazatot, ha az
elsb sorban a sebessége szerepel, a masodikban pedig az eltelt 1d§!

v, km/h 5 2,4

t,h 3 3

Q| =

Adjatok meg képlettel, hogyan fligg a ¢ (az id8) a v-t6l (sebességtisl)!
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5l 316.° Egy téglatest térfogata 48 cm?®. T6ltsétek ki a tablazatot, ha az
elsd sorban a téglatest alapteruletét tiintettiik fel, a masodik sorban
pedig a magassagat!

S, cm? 16 240
h, cm 8 4,8

Adjatok meg képlettel, hogyan fiigg a h az S-t6l!

317.° 7 azonos munkabirasu dolgozo a kijelolt feladatot 12 nap alatt végzi
el. Hany ugyanilyen tempdban dolgozé munkdasra van sziikség ahhoz,
hogy ezt a feladatot 4 nap alatt végezzék el?

318.° A takarmanykészlet 24 16nak 18 napra elegendd. Hany napra ele-
gendd ez a mennyiség 36 lonak?

319.° Az alabbi fliggvények koziil nevezzétek meg a forditott aranyossagot:

9y _2. __038, _1.
1) y = 2x; B y="; 5 y=-=7; Ny=5
_X. __1, :2_x. :l
2y=5 Dy=- 6) y 3 8 y=5_

320° Az y= % figgvényre hatarozzatok meg:

1) a fuggvényértéket, ha az argumentum értéke: —3; 6; 0,2;
2) az argumentum értékét, ha a fliiggvényérték: 12; —6; 100!

321° Az y= _36 fliiggvényre hatarozzatok meg:
X

1) a fuggvényértéket, ha az argumentum értéke: —4; 0,9; 18;
2) az argumentum értékét, ha a fliggvényérték: 6; —0,3; 8!

322.° Abrazoljatok az y = —g figgvény grafikonjat! Olvassatok le a grafi-

konrdl:

1) a fuggvényértékeket a 4; —1 argumentum helyen;

2) az argumentum azon értékeit, melyek helyén a fliggvényérték
2;-8;

3) az argumentum azon értékeit, melyek helyén a fliggvényérték
pozitiv!

323.° Abrazoljatok az y = % figgvény grafikonjat! Olvassatok le a grafi-

konrdl:
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X

1) a fuiggvényértékeket a 2; —10 helyen;
2) az argumentum azon értékeit, melyek helyén a fliggvényérték
55 —2;
3) az argumentum azon értékeit, melyek helyén a fliggvényérték
negativ!
324 .° Rajz nélkul dontsétek el, hogy a megadott pontok illeszkednek-e az
y= 2x_8 fliggvény grafikonjara:

1) A (—4;-7); 2)B(@14;-2); 3) C (0,5; 14); 4) D (0,2; 140).
325.° Rajz nélkul dontsétek el, hogy a megadott pontok illeszkednek-e az
48 . p .,
y=-—r- figgvény grafikonjara:

1) A (-6; -8); 3) € (0,3; -16);
2) B (12; —4); 4) D (0,4; -120).

326." Az A és B helységek kozotti tavolsagot v sebességgel ¢ 1d6 alatt
lehet megtenni. Az idG és a sebesség kozotti Osszefliggést a 8. abra
szemlélteti. Olvassatok le a grafikonrol:

1) hany éra alatt lehet ezt a tavolsagot 8 km/h sebességgel megtenni;
és ha a sebesség 24 km/h?

2) mekkora sebességgel kell haladni, ha 3 éra alatt akarunk az A
helységbdl a B-be eljutni; és ha 4 éra alatt?

3) mekkora a helységek kozotti tavolsag?

At[h

=
no

==
[e=)

[0 ]

/"—

D

"'

no

Sy

0] 4 8 121620 24 28 32 36 40 44 v, kmy

8. abra
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327.° Egy huzalos reosztatot tapegységhez kapcsoltak (9. abra). A reosz-
tat R ellenallasa, amely 0 és 6 ohm kozott valtozik, fligg a csuszka
helyzetétSl. A reosztat végein a feszlltség allandéd. Olvassatok le az I
aramerdsség az R ellenallas kozotti 6sszefliggést abrazol6 grafikonrol
(10. abra), hogy
1) mennyi az aramerdsség, ha az ellenallas 2 Q?
2) milyen ellenallasnal lesz az aramerdsség 3 A?
3) mekkora a reosztat végein a fesziltség?

Lk |
A

Csuszka

==y
[\

[¢ )

e

»

'

no

Tapegység

0 2 4]l 6| RO

9. dbra 10. 4bra

328.° Hatarozzatok meg a k azon értékeit, amelyek mellett az alabbi

pontok illeszkednek az y = k figgvény grafikonjara:
X

1A 5 4); 2) B(L;-2) 3) C(1,5:-9).

329.° Az A(10; 1,6) koordinat4ju pont az yzg fuggvény grafikonjahoz
tartozik. Illeszkednek-e a kovetkezd pontok a fliggvény grafikonjara:
1) B (-1; -16); 2) C (-2; 8)?

330.° Abrézoljétok az y:% és az y = x fliggvényeket kozos koordina-

ta-rendszerben! Hatarozzatok meg a grafikonok metszéspontjainak
koordinatait!
331.° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket grafikusan:
l)é:4—x; 2)x—2:§; 3)x+2:—§.
X X X
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X

332.° Oldjatok meg grafikusan az alabbi egyenleteket:

1)§:6—x; 2) 2x:§; 3)1:—x.

X X X
333.° Oldjatok meg grafikusan az alabbi egyenletrendszereket:
= 4, — = 1,
1) Xy 2) xX-y
4y = x; xy=2.

xy =
y-x=
335.° Rajz segitségével allapitsatok meg, hany megoldasuk van az alabbi

egyenletrendszereknek:

:_17 :_1’ :6’
x+3y=0; x—-3y=0; 3x—-2y=6.

=5, let
2x+3y=6 BV

334.° Oldjatok meg grafikusan az { egyenletrendszert!

336.° Grafikus médszerrel hatarozzatok meg az {

rendszer gyokeinek szamat!

337.” Hatarozzatok meg az y = % figgvény grafikonjanak azon pontja-
it, melyek abszcisszaja és ordinataja egyenld!

338." Hatarozzatok meg az y= —% fiiggvény grafikonjanak azon pont-

jait, melyek abszcisszdja és ordinataja ellentett szamok!
339." Abrézoljatok az y :% fiiggvényt!
340.” Abrézoljétok a kovetkezd fliggvényeket:
—2x+10, ha x <2,

2
= < —
e ha x 1, 12,

2) Y= ha2<x<4,

1) y=

x+3, hax>-1; 3, ha x> 4.

—é, ha x<-2,
X
341." Abréazoljatok az y={2, ha —2<x<2, fiiggvényt!
4

, hax>2
X

342." Abrazoljatok az alabbi fuggvényeket:

9x-18 5x% -5
1) y= ; 2 y= .
) x%-2x )y x-x°

Ve 2 —
343." Abrazoljatok az y = % fuggvényt!
X X

3
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I ISMETLO FELADATOK

344. Igazoljatok, hogy az
az—bz.( a+b b )_ b
a+3b \a®-2ab+b* a®-b>) a-b
kifejezés értéke fluggetlen az a és b valtozok minden lehetséges ér-
tékére!
345. Oldjatok meg a

8 , 1 _ 5
5x+25 2x-10 x2-25

egyenletet!

346. Egy szekrény arat 30%-kal csokkentették, majd kés6bb 30%-kal
novelték. Hogyan valtozott a szekrény ara a kezdeti arhoz képest,
novekedett-e vagy csokkent, és hany szazalékkal?

347. (Szun-Ce feladata'.) Két férfinak a megkeresett pénzérméiket tgy
kellett elosztaniuk egymas kozott, hogy az elsé pénzének és masodik
pénze felének az 6sszege ugyanannyi legyen, mint a masodik pénzé-

. P 2 . . . ,
nek és az elsé pénze a 3 -nak az 6sszege. Ez az 6sszeg mindkét esetben

48 pénzérme. Mennyi érmét kaptak a férfiak kilon-kulon?

348. Ha egy sifuté 10 km/h sebességgel halad, akkor a tervezetnél
1 éraval késbbb ér célba, ha 15 km/h-s sebességgel haladna, akkor a
tervezetnél 1 6raval korabban érkezne meg. Milyen sebességgel kell
haladnia, hogy a tervezett id6ben érkezzen meg?

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

349. Harom tanul6é mindegyike felirt 100 sz6t. Majd azokat a szavakat,
melyeket legalabb ketten felirtak, kihuztak. igy az egyik tanulf lis-
tajaban 45 sz6 maradt, a masodikéban 68, mig a harmadik tanulé
szbszedetében 54. Bizonyitsatok be, hogy legalabb egy olyan szé volt,
amit mind a harman felirtak!

! Szun-Ce kinai matematikus (III-IV. szazad).
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ELLENORIZZETEK MAGATOKAT! 3. SZ. TESZTFELADAT

2
1. Oldjatok meg az xx:_u(;o =0 egyenletet!

1

A) —10; 10; B) 10; C) —-10; D) nincs megoldas.

2. Oldjatok meg az 326_—;80 =0 egyenletet!
x2_

A) —-10; 10; B) 10; C) -10; D) nincs megoldas.
3. Melyik egyenlbség igaz az alabbiak kozil?

A) 10-* = -1000; C) (-2)*= _%;

-2
1) __9. 1 _

B) (—1§) =—1e D) = 49.
4. Az alabbi kifejezések koziil melyik 42 000 normélalakja?

A) 4,2 -10%  B)4,2 -10% C) 0,42 -10°% D) 42 - 10°.
5. Az alabbi tizedes tortek kozil melyik normalalakja 6,3 - 1073?

A) 0,63; B) 0,063; C) 0,0063; D) 0,00063.

6. Triatok fel %-ét 5 hatvanyaként!
A) 52 B) 5% C) 53 D) 52,

7. Az (1,7 -10%) - (6 -10-3) kifejezés értéke melyikkel egyenls a kovetkezd
kifejezések kozul?
A)1,02 -105  B)1,02 -10%  C)10,2 -10% D) 1,02 - 10"

-2 -5

8. Az alabbi szamok kozil melyikkel egyenls a 51 ' kifejezés értéke?

2778

A) 81; B) é; C) 27; D) %

9. Az alabbi fuggvények koziil melyik nem forditott aranyossag?

3 3 3 3
A)y=%; B)y=->; C)y=5 D) y="

N

X 0

10. Melyik rajzon lathaté az y = —% fiiggvény grafikonja?
_/y‘ y‘ \ _/y
0 /.x \0 x 0

A) B) C) D)

X
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k

11. A & mely értékénél illeszkedik az A(-3; 0,6) pont az y = > figgvény
grafikonjara?
A) -1,8; B) -0,2; C) -2,4; D) -3,6.

. 2¢—1 3x+1 4x2+8
12. Oldjatok meg a - =
) g x+4 4-x x%-16

egyenletet! Mely szamok az

egyenlet gyokei?
A) 0; 4; B) —4; 0; C) -4, D) 0.

AZ 1. PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASA

Racionalis kifejezés
Az egész és a tortkifejezéseket egyltt racionalis kifejezésnek nevez-
zuk.

A valtozok megengedett (lehetséges) értékei
A racionalis kifejezésben szerepld valtozok megengedett értékei azon
értékek, melyre a kifejezés értelmezhetd.

Azonosan egyenl6 kifejezések
Azokat a kifejezéseket, melyek helyettesitési értékei egyenlGk a val-
tozé minden lehetséges értékénél, azonosan egyenld kifejezéseknek
nevezzik.

Azonossag
Azt az egyenlGséget, amely a valtozé minden lehetséges értékére
teljesiil, azonossagnak nevezzik.

A racionalis tort alaptulajdonsaga
Ha egy racionalis tort szamlalgjat és nevezdjét megszorozzuk ugyan-
azzal a tobbtagu kifejezéssel, amely nem egyenld nulldval, akkor az
eredet1 torttel azonosan egyenl6 tortet kapunk.

Azonos nevez6ji racionalis tortek 6sszeadasa és kivonasa
Ahhoz, hogy 6sszeadjunk azonos nevezdjl torteket, 6ssze kell adni a
szamlalékat, a nevezG6t pedig valtozatlanul hagyni.

Ahhoz, hogy meghatarozzuk azonos nevezdjd tortek kiilonbségét,
az els6 tort szamlaléjabdl ki kell vonni a masik tort szamlalgjat, a

nevezGit pedig valtozatlanul kell hagyni.
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Racionalis tortek szorzasa
Racionalis tortek szorzata olyan racionalis tort, melynek a szam-
lalgja egyenl6 a szamlalok szorzataval, a nevezdje pedig a nevezdk
szorzataval.

Racionalis tortek osztasa
Két racionalis tort hanyadosa olyan racionalis tort, melynek a szam-
lalgja egyenlé az osztand6 szamlaléjanak és az oszt6 nevezbjének a
szorzataval, a nevezGje pedig az osztandd neveziGjének és az osztd
szamlaléjanak a szorzataval.

Racionalis tort hatvanyozasa
Ahhoz, hogy egy raciondalis tortet hatvanyra emeljiink, hatvanyra
kell emelni kiilon a szamlaloét és kiilon a nevezét. Az elsd eredményt
a szamlaléba, a masodikat a nevezdbe irjuk.

Egyenértékii (ekvivalens) egyenletek

Két egyenlet ekvivalens, ha gyokeik azonosak vagy ha nincs megol-
désuk.

Ekvivalens atalakitasok

Ha egy egyenlet mindkét oldalahoz hozzaadjuk (mindkét oldalabdl
kivonjuk) ugyanazt a szamot, akkor az adott egyenlettel ekvivalens
egyenletet kapunk.

Ha az egyenlet egyik oldalardl atvisziink egy tagot a masik oldalra
ellenkezd elGjellel, akkor az adott egyenlettel ekvivalens egyenletet
kapunk.

Ha egy egyenlet mindkét oldalat megszorozzuk (elosztjuk) ugyan-
azzal a nullatél kiulonbozd szammal, az adott egyenlettel ekvivalens
egyenletet kapunk.

Racionalis egyenletek
Azokat az egyenleteket, melyek jobb és bal oldala is racionalis kife-
jezés, racionalis egyenleteknek nevezzik.

Egész negativ kitev6jii hatvany
Barmely a szamra, kivéve a nullat és természetes n szamra

Nulla kitevojti hatvany
Barmely, nullaval nem egyenld a szam nulla kitevjd hatvanya 1-gyel
egyenld: a® = 1.

A szam normalalakja

A szam normalalakjanak nevezziik az a - 10" alakot, ahol 1 < a < 10
és n egész szam.
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Azonossagok az egész kitev6ji hatvanyokra
Barmely tetszéGleges a # 0 és b # 0 valds szamra és barmely egész m
és n szamra teljesiilnek az alabbi egyenléségek:
a™ - a* = a™" (a hatvany alaptulajdonsaga);
(@' =am;
(ab)" = a"br,

a” . a"=a"™"
a\" _a"
(5] =5
Forditott aranyossagfiggvény

Azt a figgvényt, melyet az y :g képlettel lehet megadni, ahol & # 0,

forditott aranyossagnak nevezziik.

Az y== fiiggvény tulajdonsagai

Ertelmezési tartomany: barmely szam, kivéve a 0-t
Ertékkészlet: barmely szam, kivéve a 0-t

Grafikon: hiperbola

Zérushely: nincs

A grafikon tulajdonsaga: ha az A(x,; y,) pont illeszkedik az y :% hi-

perbolara, akkor B(—x,; —y,) pont is illeszkedik erre a hiperbolara.



NEGYZETGYOK.
VALOS SZAMOK

e Ebben a fejezetben megvizsgaljuk az y = x? fliggvényt és néhany
tulajdonséagat.
o Megismerkedink egy Uj mlvelettel — a négyzetgydkvonassal.

Erthetévé valik szamunkra, hogy a benniinket kériilvevd vilag
tanulmanyozasahoz nem elegendé a racionalis szamok ismerete.

o Megtanuljuk a szamtani négyzetgyok tulajdonsagait, és a négy-
zetgyokot tartalmazo kifejezések egyszerisitését.

Az y = x? fuggvény és grafikonja

Jeloljuk y-nal egy olyan négyzet tertletét, melynek oldalhossza x.
Akkor y = x2.

Ha megvaltoztatjuk a négyzet x oldalhosszat, akkor meg fog valtozni
a tertlete is.

Erthetd, hogy minden x értéknek csak egy y érték felel meg. Tehat
az x és az y mennyiségek kozott egyértelmd a megfeleltetés, vagyis az
y = x? képlet egy fuiggvényt ad meg.

Vizsgaljuk meg az y = x2? képlettel megadott fliggvényt, melynek az
értelmezési tartomanya minden szam. Az alabbi tabldzat néhany ar-
gumentumértéket és a hozzajuk rendelt fliggvényértéket tartalmazza.

-3|-2,5|-2|-1,5| -1 |-0,5| 0 [ 06| 1 |15 | 2 |2,5| 3
9 16,25| 4 |2,25| 1 |0,25| 0 |0,25| 1 |2,25| 4 |6,25| 9

Jeloljuk koordinata-rendszerben azokat a pontokat, melyek koordi-
natai a tablazatban feltiintetett értékek (11. abra).

Minél tobb olyan pontot tiintetiink fel, melyek koordinatagyokei az
y = x? egyenletnek, annal kevésbé fog eltérni a kapott gérbe az y = x?
fuggvény grafikonjatol (12. abra).

A (0; 0) koordinataju pont megoldasa az y = x? egyenletnek, igy a
fuggvény grafikonja athalad az origon. Mivel y = x2 és x> > 0, igy y = 0,
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tehat a feltintetett pontok kozott nem lehet olyan, melynek ordinataja
negativ.

17y \ YA
D' yO 'A
D 1
1 o
p s .. .. o
o] 1 £ —x, (o] 1% £
11. &bra 12. 4bra

A fuggvény értékkészlete minden nemnegativ szam.

Ha az 6sszes olyan pontot fel tudnank tiintetni, melyek koordinatai
kielégitik az y = x? egyenletet, akkor egy gorbét kapnank, a fliggvény
grafikonjat, melyet parabolanak hivunk (13. abra).

A (0; 0) koordinataju pont a grafikont két részre osztja, melyeket a
parabola againak nevezilink, az origét pedig a parabola cstcsanak.

Megjegyezziik, ha teljesiil az y,=x. egyenldség, akkor teljesiil az
Y, = (—x,)” egyenlGség is. Ezért megallapithatjuk, hogyha az A(x,; y,) pont

rajta van a fliiggvény grafikonjan, akkor a B(—x,; y,) pont is illeszkedik
erre a parabolara.

YA

YA

—
<
I
8
[\V]

\
\
\

[u

S
(=Y
RY

L
(=]
=Y
[\V)
RY

13. 4bra 14. abra
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Az alabbi tablazatban 6sszefoglaltuk az ebben a pontban az y = x?
fliiggvényrdl tanultakat.

Ertelmezési tartomany Barmely szam
Ertékkészlet Barmely nemnegativ szam
A grafikon alakja Parabola

Zérushely (az argumentum [x =0
azon értéke, melynél a fugg-
vényérték nulla)

A grafikon tulajdonsaga Ha az A(x,; v,) pont rajta van a fliggvény
grafikonjan, akkor a B(—x,; y,) pont is
illeszkedik erre a parabolara

PELDA. Oldjuk meg grafikusan az x* = x + 2 egyenletet.

Megoldas. Kozos koordinata-rendszerben abrazoljuk az y = x?
és az y = x + 2 fliggvények grafikonjait (14. abra). A grafikonoknak két
metszéspontjuk van, melyek abszcisszal 2 és —1. Mind az x =2 és x =1
értékekre az x? és x + 2 kifejezések helyettesitési értékei egyenldk. Az
ellen6rzés ezt igazolja. Valéban, 22=2 + 2 és (-1)’=-1+2. A

‘?

Mi az y = x? fliggvény értelmezési tartomanya?

. Mi az y = x? figgvény értékkészlete?

. Hogy hivjak az y = x? fliggvény grafikonjat?

. Az argumentum mely értékénél lesz y = x? fllggvényértéke nulla?

. Hasonlitsatok 0ssze az y = x? filggvény értékeit ellentett argumentumok
helyén!

ahwWN R

I GYAKORLATOK

350.° A fuggvényt az y = x?képlettel adtak meg. Hatarozzatok meg:
1) -6;0,8; —1,2; 150 argumentumhoz tartozé fliggvényértékeket;
2) az argumentum azon értékeit, ahol a fliggvény felveszi a 49; 0;
2500; 0,04 értéket!
351.° Rajz nélkul allapitsatok meg, hogy az alabbi pontok rajta vannak-e
az y = x? fuggvény grafikonjan:
1) A(-8;64); 2)B(-9;-81); 3)C(0,52,5); 4)D(0,1;0,01).
852." Abrazolas nélkiil hatdrozzatok meg azy =x?ésy=4x— 4 figgvények
metszéspontjat! Készitsetek rajzot! Jeloljétek rajta a kapott pontokat!
353.° A kovetkezd egyenleteket oldjatok meg grafikusan:

1) x=x—1; 2 x*—2x—3=0; 3 x2=%.
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354.° A kovetkezb egyenleteket oldjatok meg grafikusan:

Daet=—dx-3  Da-Br+5=0; 3 xl+i=0.

355.° Allapitsétok meg rajz alapjan a kovetkezd egyenletrendszerek
gyokeinek szamat:

2 a2
1 y=x°, 3) y—x-=0,
y=2; x-y+6=0;
_ .2 2
2) y_x’ 4) y X 0’
y=-2; 2x+5y =10.

356.° Allapitsétok meg rajz alapjan a kovetkezd egyenletrendszerek
gyokeinek szamat:

_ 42 _ .2
1) y_x 2 2) .’/—x >
3x + 2y =—6; x—-3y=-3.
= 357." Az f(x) fuggvény a kovetkez6 képlettel van megadva:
4, hax<-2,
f(x)=<x% ha-2<x<1,
2x-1,hax>1.
1) Hatarozzatok meg az f (=3), f (-2), f (-1), f (1), f (3), f (0,5) értéket!
2) Abrazoljatok a fliggvényt!
5 358." Az f(x) figgvény a kovetkezs képlettel van megadva:
2x+3,hax<-1,
f(x)={x% ha-1l<x<2,
4, ha x > 2.
1) Hatérozzatok meg az f (4), f (=0,3), f (1,9), f 3), f (1), f (2) értéket!
2) Abrazoljatok a fliggvényt!
359." Az f(x) fuggvény a kovetkezl képlettel van megadva:
x% hax<0
f x — ’ b
) {x-l—l, ha x>0.

1) I:Iatérozzétok meg az f (-=7), f (0), f (2) értéket!
2) Abréazoljatok a fuggvény grafikonjat!

(1]

[[L]

360." Az f(x) fuggvény a kovetkezl képlettel van megadva:
—g,hax<—1,
x

x2, hax>-1.
1) Hatérozzétok meg az f (—12), f (1), £ (=0,9), f (3), f (0) értéket!
2) Abrazoljatok a fliggvényt!
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361.” Abrézoljétok az alabbi figgvényeket:

3 2 4 2
—4x

Ny=* +x; 9) y=* )

)y o1 ) Y 24

. 3
362.” Abrazoljatok az y= x7 figgvény grafikonjat!

363.” Hatarozzatok meg az y = —x? fliggvény értelmezési tartomanyat,

értékkészletét, zérushelyét! Készitsetek rajzot!

364.° Abrézoljétok a kovetkezb egyenletek gorbéit:

2 2
) —Y % o 2) =% 0.
x-1D)"+@y-1 y-x
2
365." Rajzold meg az i =0 egyenlet gorbéjét!

(x+2) +(y-4)°
366." Adjatok meg a 15. abran lathat6 fuggvényt képlettel!

YA YA

\
\
\

1 1
o 1 x o x
a b

15. abra

367." Adjatok meg a 16. dbran lathaté fuggvényt képlettel!
YA

/
|
/

-

(=}
=3
)Y

16. dbra
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2 2 2
368. Igazoljatok az @+b :( a 4 az +b2 - j: a+b azonossagot!
a-b a-b a°-b° a+bd

-z 6 x+3_ x+6 '
369. Oldjatok meg a 2 x 3% o egyenletet!

370. Bizonyitsatok be, hogy 27° — 97 kifejezés 48 tobbszorose!

371. Két helységbdl, melyek kozott 30 km a tavolsag, egyidejlileg egymas-
sal szemben két gyalogos indult el. 3 éra 45 perc mulva talalkoztak.
Ha az egyikiik 2 6raval hamarabb indult volna el, akkor 4,5 6ra milva
talalkoztak volna. Hatarozzatok meg a gyalogosok sebességét!

l FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ

372. Hatarozzatok meg annak a négyzetnek az oldalhosszat, melynek

tertlete:
1) 25 cm?; 2) 1600 dm?; 3) 0,04 m2.
373. Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
2 _ Q- 2_36
1) x?=09; 2)x—49.

374. Az a mely értékeire nincs gyoke az x? = a egyenletnek?

375. Abrazoljatok kézos koordinata-rendszerben az y = x? és y = 1 fiigg-
vények grafikonjait! Hatarozzatok meg a metszéspontok koordinatait!

l NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

376. Az x, y és z természetes szamokra igaz, hogy x +y, y +zésx + z is
primszam. Bizonyitsatok be, hogy a harom szam koziil legalabb kettd
1-gyel egyenld!

IV Négyzetgyok.
Szamtani négyzetgyok

Vizsgaljunk meg egy olyan négyzetet, melynek a teriilete 49 cm?.
Legyen x a négyzet oldalhossza. Akkor az x* = 49 egyenlet egy olyan
matematikai modell, mellyel a négyzet oldalhosszat hatarozhatjuk meg.
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Ennek az egyenletnek a gyokei a 7 és a —7, mert ezen szamok négyzete
49. Azt mondjak, a 7 és a —7 a 49 négyzetgyoke.

Meghatarozas. Azaszam négyzetgyokének nevezzik
azt a szamot, melynek a négyzete a-val egyenlé.

Nézziunk néhany példat!

A 9-nek négyzetgyoke a 3 és a —3 is, mivel 32=9, és (-3)2 = 9.

2 2
25 . N 5,.. 5 . (5\_25 . ([ 5)_25
T négyzetgyoke az 5 esa-o mivel (5) = es( 2) =

A 0-nak csak a nulla a négyzetgyoke.

Mivel nem létezik olyan szam, melynek a négyzete negativ, ezért nem
létezik negativ szam négyzetgyoke sem.

Az x? = 49 egyenlet pozitiv gyoke a 7, ez a négyzet oldalanak meg-
hatarozasardl széolo feladat megoldasa. Ezt a szamot a 49 szamtani
négyzetgyokének nevezzik.

Meghatarozas. Az a szam szamtani négyzetgyo-
kének nevezziik azt a nemnegativ szamot, melynek négyzete
az a szam.

Az a szam négyzetgyokét a Ja szimbélummal jeloljuk. A N jelet a
négyzetgyok jelének nevezzik.

A+a jelolést a ,,négyzetgyok a-nak” olvassuk, elhagyva a ,,szamtani”
sz0t.

Azt a kifejezést, amely a v jel alatt all, gyok alatti kifejezésnek
nevezzuk.

Példaul a Vb-5 kifejezésben a gyok alatti kifejezés a b — 5 kéttagt
kifejezés. A szamtani négyzetgyok meghatarozasabdl kovetkezik, hogy a
gyok alatti kifejezés csak nemnegativ értékeket vehet fel.

Azt a miveletet, amikor keressiik az adott szdm szamtani négyzet-
gyokét, gyokvonasnak nevezzik.

Léassunk néhany példat:

V9 =3, mivel 3>0és32=09;

2
25 5 . 5 , (5 25
— ==, 1_> , (_) =—
,{4 5 mive 5 0, és P n

JO =0, mivel 0 >0 és 02=0.
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Altaldnosan igaz: Ja = b,hab >0 ésb>=a.
Ezt a kovetkeztetést masképp is megfogalmazhatjuk: barmely nem-

2
negativ szamra igaz, hogy Ja >0 és (\/E ) =a.

Példéul vA>0 és (VA) =4, V220 és (¥2) =2, 5,220 és
(V5,2) =5,2.

Megjegyezziik, hogy a négyzetgyok fogalmanak bevezetését az
x? =a, ahol a > 0 egyenlet megoldasa indokolta. Ennek az egyenletnek a
gyoke az a szam négyzetgyoke.

Az x? = a egyenlet megoldasat szemléltessiik az x? = 4 egyenlet grafi-
kus megoldasaval.

Ko6z6s koordinata-rendszerben abrazoljuk az y = x? és az y = 4 fugg-
vényeket (17. abra). A gorbék metszéspontjanak abszcisszai a 2 és a —2,
melyek az adott egyenlet gyokei.

Az x? = a egyenletnek, ha a < 0 nincs megoldasa, melyet szintén a
grafikus megoldassal szemléltetiink. Az y = x?és y = a, ha a < 0 fliggvé-
nyek grafikonjainak nincs kézos pontja (18. abra).

Ha a =0, akkor az x* = a egyenletnek egyetlen gyoke van, az x = 0.

A grafikus médszer segit altalanositani: az x> = a egyenletnek, ha
a > 0 két megoldasa van. Valéban az y = x> parabolanak és az y = a egye-
nesnek két metszéspontja van, ha a > 0 (18. dbra). Ebben az esetben az

x? = a egyenlet megoldasa a Ja és —Ja szam, mivel (\/E)zza és
(Va)’ -a.

Példaul az x? = 5 egyenlet gyokei a J5 és —/5.

\ [ | = \ [ !
\ / o i
\ [ ! i
y=4 1\ Jik
I I
\[ [ 1/ fa N
1 a0 1/, 10 1 lf] |x
> ol 1 =x = a;,
a<0

17. dbra 18. abra



12. Négyzetgyok. Szamtani négyzetgyok 91

ra 2
1. PELDA. Hatdrozzuk meg a (-8+/2)  kifejezés értékét.
Megoldds. Alkalmazzuk a szorzat hatvinyra emelését és a

(\/5)2 =a azonossagot:
(-82) =(-8)*-(v2) =64.2-128. A

2. PELDA. Oldjuk meg a kovetkezs egyenleteket: 1) %\/;—3:0;
2) V1+Vx+2 =2,

Megoldas. 1) Azt kapjuk, hogy %\/Z =3; Jx =6. Ekkor x = 6% x = 36.
Felelet: 36.

D VI+Vx+2=2; 1+/x+2=2% Jx+2=8; x+2=3%x="T.
Felelet: 7. A

3. PELDA. Oldjuk meg az (x — 5)> = 16 egyenletet.

Megoldds. (x — 5)? = 16;
x—H=—-4vagy x—5=4;
x=1vagyx=09.
Felelet: 1;9. A
4. PELDA. Oldjuk meg a (3x — 1) = 2 egyenletet.

Megoldas. Bx—1)*=2;

3x-1=—/2 vagy 3x—1=\/§;

3x=1-+/2 vagy 3x:1+\/§;

x:ﬂ Vagy x:ﬂ.
3 3
Felelet: 173\/5; 1+3\/§. A

5. PELDA. Az alabbi kifejezések x mely értékeire értelmezhetSk:

3
1) V-5x; 2) ?
Vi -2
Megoldds.1)A~-5x kifejezés azokra az x értékekre értelmezhetd,
melyekre a gyok alatti kifejezés nemnegativ. A —5x olyan szorzat, melyben
az egyik tényezo negativ. Tehat ennek a kifejezésnek abban az esetben
lesz nemnegativ az értéke, ha x nempozitiv.

Felelet: hax<0.
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2) Az adott kifejezés olyan x értékekre értelmezhets, melyekre Jx
kifejezés értelmezhetd és Jx -2 nem egyenld nullaval. Tehat egyszerre

kell a kovetkezb két feltételnek teljestilnie: x > 0 és Jx—2#0. Teh4t
x2>0ésx+4.
Felelet: x>0ésx#4. A

6. PELDA . Oldjuk meg a kovetkez§ egyenleteket: 1) v—x +vx -2 =2;

2 Va2 —2x +Jx-2=0; 3) (x+2)Vx-2=0.

Megoldds.1) Az egyenlet bal oldala csak olyan x értékekre értel-
mezhetd, melyekre mind a két gyok alatti kifejezés nemnegativ értéket
vesz fel. Abbél, hogy az elsd gyok alatti kifejezésnek nemnegativnak kell
lennie, ezért —x > 0, akkor x < 0. Kénnyen belathatd, hogyha x < 0, akkor
x — 2 csak negativ értéket vesz fel. Tehat nincsen olyan x érték, melyre
az egyenlet bal oldala értelmezhetd.

Felelet: nincs megoldas.

2) Az adott egyenlet bal oldala két nemnegativ szam Gsszege, mely
csak abban az esetben lehet nullaval egyenld, ha mind a két 6sszeadan-

dé6 0. Vagyis egyszerre kell teljesiilnie, hogy vx2-2x =0 és vx—-2=0.
Ez azt jelenti, hogy a két egyenlet kozos megoldasat kell meghatarozni,
meg kell oldani a kévetkez6 egyenletrendszert:

Va? —2x =0,
Vx-2=0.

x2-2x=0, [x(x-2)=0, {x=0vagyx:2,
x-2=0; { x=2.

Az utolsé egyenletrendszer megoldasa az x = 2.

Felelet:2.

Azt kapjuk, hogy { 9
x=2;

3) Mivel a szorzat értéke csak akkor nulla, ha vagy az egyik tényezg,
vagy a masik tényezG egyenld nullaval, ezért az egyenlet megoldasa két
egyenlet megoldasara vezethetd vissza:

x+2=0vagy vx—-2=0;
x=-2vagy x=2.

Viszont az x = -2 értékre a vx—2 Kkifejezés nem értelmezhetd, igy
csak egyetlen megoldas van, az x = 2.

Felelet:2. A
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-~

Mit neveziink az a szam négyzetgyokének?

Mit neveziink az a szam szamtani négyzetgyokének?
Hogyan jeldljik az a szam szamtani négyzetgyokét?
Hogyan nevezziik a v jelet?

Hogyan olvassuk a \/; jelolést?

Hogyan nevezziik a gyokjel alatt all6 kifejezést?
Milyen értékeket vehet fel a gyok alatti kifejezés?

© N oA bR

Hogyan nevezzik azt a miveletet, amikor az adott szam szamtani
négyzetgyokét hatarozzuk meg?

9. Barmely nemnegativ szamra mivel egyenld a (\/E)z kifejezés?
10. Hany gydke van az x? = a egyenletnek, ha a > 0? Mivel egyenl6k?

11. Van-e megoldasa az x*> = a egyenletnek, ha a = 0? ha a < 0?

I GYAKORLATOK

377.° Mennyi 16 négyzetgyoke? 1 négyzetgyoke? 0 négyzetgyoke? Mennyi
ezen szamok szamtani négyzetgyoke?

378.° Igazak-e az alabbi egyenlGségek? (A feleletet indokold meg!)

1) 25 =5; 3) /36 =—6; 5) /0,81 =0,9;

2) V0 =0; 4) 0,4 =0,2; 6) V10 =100.
379.° Végezzétek el a kijelolt gyokvonast:

1) V9 5) J/0,25; 9) V400; 13) 1/1%;

9) 49; 6) 0,01; 10) +/3600; 14) ,/3225;
3) V100; 7) J1,21; 11) 1/6i4; 15) /0,0004;
4) \225; 8) /1,96; 12) \/g; 16) 1/0,000025.

380.° Végezzétek el a kijelolt gyokvonast:
1) V36; 4) /0,04; 7) V2500; 10) 555
2) \/64; 5) \/0,49; 8) V10 000;  11) \/0,0009;
3) V144; 6) \/1,69; 9) \/E 12) 4/0,0196.

121°
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381.° ErtelmezhetSk-e az alabbi kifejezések?
D2 2) 2 3) V=2; 22 5 (W2).

382.° Melyik szam szamtani négyzetgyoke egyenld a kovetkezd szamok-
kal?

D4; 2)0; 30,8 4 2%; 5)1,6;  6)-9.

383.° A konyv el6zékén talalhaté Természetes szamok négyzete tablazat
segitségével végezd el a gyokvonast:

1) V484; 4) /5929; 7) /68,89;

2) \729; 5) \/5,76; 8) /67 600;

3) V1156; 6) \14,44; 9) /384 400.
384.° Hatarozzatok meg:

1) /841; 3) V9,61; 5) 72,25

2) V1296; 4) \/10,24; 6) /672 400.

385.° Szamoldgéppel szamitsatok ki a kovetkezo kifejezések értékét! Az
eredményt kerekitsétek szazadokra!

DVZ, VT 334 4 JL8;  5)4/2,439.

386.° Szamoldgéppel szamitsatok ki a kovetkezs kifejezések értékét! Az
eredményt kerekitsétek szazadokra!

1) V3; 2) \5,1; 3) V/40; 4) \12,56.
387.° Hatarozzatok meg a kovetkezs kifejezések értékét:
2
) (V7)s 1) -(V10)’; 7)( \/5)
2) (V4,2)’; 5) (243)’; 8)(1F)
2
3) (V11)’; 6 L) : 9) (-0,3v2)".
) )% ) ( )
388.° Szamitsatok ki:
2 2 J6 2
1 (V6); 3) (3v2); 5) (—?j;
2
2) (21); 2 (-445)’ ) (526) .
389.° Hatarozzatok meg a kovetkez6 kifejezések értékét:
1) V16 +9; 4) /36 -/49;
2) V16 +/9; 5) 5/4 —~/25;

3) /36 —/49; 6) /0,81 +4/0,01;
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710,092 10) L. (Vi)' (L v2a)
8 -2./0,16+0,7; 1 50-(-La) s
9) (Vi3)'-3-(y8); 12) /4-5% -6,

390.° Szamitsatok ki a kovetkezo kifejezések pontos értékét:
1) V3+/36; 4) éx/goo +0,2~/1600;
2) J72-J64; 5)(246)" -3(J21)";
3) V16 -/225; 6) {10° 4.3,

391.° Hatarozzatok meg a kovetkez6 kifejezések helyettesitési értékét a
valtozé megadott értékénél:

1) V12+a, ha a =0,25; 2) N7-3b, ha b = 2;
3) v2a—-b, haa=34, b=19;

3 3 2 3
4t “’(z‘b);*ca ++d, ha a:—%, b=-019, c=0,18, d = 0,04.
—C

392.° Hatarozzatok meg a kovetkez6 kifejezések helyettesitési értékét a
valtozé megadott értékénél:

1) V27 +m, ha m = 54;
2) Nm—-3n, ha m =0,13, n =-0,04.
393.° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

1) Vx =9; 2)\/5:% 3)Vx—0,2=0; 4) Jx+7=0.
394.° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

1) Jx =20; 2) Jx =-16; 8) Jx -2 =0.
395.° Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:

1) x? = 25; 2) x2=0,49; 3) x2=3; 4) x? =-25.
396.° Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:

1) x? = 100; 2) x? =0,81; 3) x2="1, 4) x* = 3,6.

397.° Hatarozzatok meg a kévetkezo kifejezések pontos értékét:

8
1) -0,06-4/10 000 + -2,5/3,24;
) V256

2) V64 -/6,25 +/22 +17;

3) ,/1% +3,/7%—0,6\/3025;
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0 (175 262

5) (3v8) +(8v3) -2(V24);

6) 144 :/0,04 — /2,56 -\/2500.
398." Hatdrozzatok meg a kovetkez§ kifejezések pontos értékét:

1) 0,15+/3600 — 0,18 /400 +(10/0,08 ) ;

95 13 [ 27 | /a2 2
2) —-—.1— 15%;
) J361 14 169+ 8 +15

3) (—8 \/}@\/ﬁ) :(0,1v13)’".

399.° Az alabbi kifejezéseknek az x mely értékeinél van értelme?

1 1
1) Vx; 5) Vx—8; 9) ——; 13) ;
J(x-8)? NERN -
2) V-x; 6) V8 —x; 10) \/_1 3; 14) | x |;
v
3) Vx?; 7) Nx? +8; 11) 15) | x |;
\/;+3
4) V=% & Jx-8?% 12 Jx v x 16>ﬁ.
X
400.° Az alabbi kifejezéseknek az y mely értékeinél van értelme?
1) V2y; 3) s 5) \-u'; )
Jy-1
1 1
2) \-3y; 4 \-y%; 6) —; 8) ———.
\/; \/;+1
401.° Oldjatok meg a kivetkezd egyenleteket:
1) J5x —4=0; 3) Vox—4 =6; 5) —2_—o9;
) ) ) Jx+3
2) Vbx—4=0; 4)%:6; 6) Vx?—36 =8.
X
402." Oldjatok meg a kovetkezl egyenleteket:
D iJx-2-0; 3 4 __g;
3 x-5
2) V2x+3 =11; 4) \130-x2 =9.

403.* Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
D(@x+6)2=0; 2)(x+6)2=09; 3) (x + 6)% = 3; 4) (7Tx + 6)* = 5.

404." Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
1) (2x — 3)? = 25; 2) (x—3)?%="T, 3) 2x—-3)*="1.
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405.” Oldjatok meg a kovetkezl egyenleteket:

DN8+2+x =4; 3) V4-10+x =2.
2) V2+43+x =3;

406.” Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:

1) V17 +v/x -6 =5; 2) V1+v2++x =1.
407." Az alabbi kifejezések az a és a b mely értékeire van értelmezve?
) Nab;  2) J-ab; 3) Vab?; 4) Ja??; 5) V-ab.

408.” Igaz-e, hogy az alabbi kifejezéseknek az x barmely értékénél ér-
telme van?

1) Vx? —4x +4; 2) Vx?—4x+5.

409.” Bizonyitsatok be, hogy nem létezik olyan x érték, melyre a

N—x? +6x —12 kifejezés értelmezhetd!

410.” Az alabbi kifejezések kozil melyik értelmezhetd minden x értékre?

1) Vx?+8x+15; 2) Vx?-10x+27.

411.” Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:

1) Vx =—x; ) Nx2+2x +x2-4=0;
2) Vx +/x-1=0; 5) (x—1)x+1=0;
3 Vai-x+/x-1=0; 6) (x+1)v/x—1=0.
412.” Oldjatok meg a kovetkezb egyenleteket:
1) Vx ++/-x =0; 3) Va2 —2x+1+/x2-1=0;

2) Va +-x =1; 4) (x-2)vx-3=0.
413.” Az a mely értékeire lesz az x> = a + 1 egyenletnek:
1) két gyoke; 3) nincs megoldasa?
2) egy gyoke;
414.” Abrézoljétok a kovetkez6 figgvények grafikonjat:

)y D) ywdx—d+2z 3 y-(x).

415.” Abrézoljatok az y =2x—1-x® —1 fiiggvényt!

416." Oldjatok meg a kovetkezb egyenleteket! Vegyétek figyelembe az a
kulonbo6z6 értékeit!

1) avx-1=0; 3)avx—-1=a;
2) J(@a-1) x=0; 4) Jx-2=a.

417." Az a mely értékénél van a (Va -1) (x—a)=0 egyenletnek csak egy
gyoke?
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I ISMETLO FELADATOK

418. Egy utcaban a hazakat sorbanl-t6l 24-ig szamoztak. Hanyszor
kellett hasznalni a hazszamok elkészitéséhez az 1-es szamjegyet?
2
e, 5 , 1 ):(28“’ +a—5)kifejezést!
a“-25 b5—-a a+b a+b
420. Egy munkés heti bérét, a 420 hrivnyat 5 és 20 hrivnyas cimletek-
ben vette fel. Mennyit kapott a kiilonb6z6 cimletekbél, ha 6sszesen
31 cimlettel fizették ki?

419. Egyszerisitsétek az

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

=1 421. Keressétek meg az 6sszes olyan haromjegyd természetes n szamot,
melyben a szamjegyek 6sszege az n szamnal 11-szer kisebb!

Teremhetnek-e a veteményesekben gyokok? —Yﬂ

Az 6kori gorogok a gyokvonast az adott teruletd négyzet oldalhosz-
szanak meghatarozasaval azonositottak, épp ezért oldalnak nevezték.

A hindi nyelvben a ,mula” sz6 eredetet, alapot és a fa gyokerét is
jelentette. Ezt a sz6t hasznaltak a négyzet oldalara is. Elképzelhetd,
hogy azon asszociacié alapjan, hogy a négyzet
oldalara, mint gyokérre né ki a négyzet. Lehetsé-
ges, hogy épp ezért a latin nyelvben is egy szo, a
,radix” jelentette az oldalt és a gyokeret is. Ett6l
a sz6tol ered a szlav ,, radikal” szakkifejezés.

A radix latin sz6 egyik jelentése gyokérter-
més, tehat olyan zoldség, melynek a gyokerét
étkezésre hasznaljak.

A XIII-XV. szazadban az eurépai matemati-

kusok a radix sz6 roviditésével jelolték a négy-
René Descartes zetgyokot: R, R, R?. Tehat a J7 kifejezést ebben
(1596-1650) a korban R27 alakban irték.
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A XVI. szézadban kezdték hasznélni a V jelet. A jel eredete elég bi-
zonytalan, lehet hogy 6sszefliggésbe hozhaté a latin irott r betivel.
A XVII. szdzadban René Descartes hasznélta el6szér a v/ jelet, ki-

egészitve az addig haszndlatosat egy fliggfleges vonallal.

Az els6é ukrajnai matematikai olimpia elsé ‘
feladata @

A 391. (4) feladat azért is figyelemre méltd, mert 1935-ben az els6
matematikai olimpia feladatsora ezen feladat feltételeivel kezdddott. A
matematikai olimpiak kezdeményezdGje Mihajlo Pilipovics Kravesuk?,
ismert ukran matematikus volt.

Azébta tobb mint 80 év telt el. Ez alatt az idGszak alatt tobb tehetséges
gyerek szamara ezek az olimpidk jelentették az elsG lépéseket a tudo-
many felé. Ma mar O. V. Pogorelov, M. G Krein, M. A Krasznoszelszkij.
V. G. Drinfeld a tudomany vilagaban ismert nevek. Ezek a tuddsok kii-
16nb6z6 korok didkolimpidinak gyGztesei.

Megelégedéssel megallapithatjuk, hogy a matematikaversenyek
napjainkban is népszertek. T6bb tizezren vesznek részt a kiilonb6zd
fordulékon. A versenyek szervezésébe, lebonyolitasaba be vannak vonva
a legelhivatottabb tudésok, mdédszertanos tanarok. Nekik készénhetGen
orszagunk csapata tisztességesen helytall a Nemzetkozi Matematikai
Didkolimpian.

Kedves nyolcadikosok ajanljuk nektek is, hogy ti is vegyetek részt
ezeken a tanulmanyi versenyeken.

1 Az el6zéken lathato M. P. Kravesuk szobra, amely Ukrajna Nemzeti Miszaki
Egyetemén van felallitva Kijevben. Ez az oktatasi intézmény kétévente megrendezi
meg az M. P. Kravesukrdl elnevezett nemzetkozi tudomanyos konferenciat.
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I Halmazok és elemeik. Részhalmazok

Gyakran hasznaljuk a baranycsorda, viragesokor, bélyeggytjtemény,
halraj, madarraj, méhraj, képgyUjtemény, tollkészlet, barati tarsasag
szokapcsolatokat.

Ha ezekben a székapcsolatokban 6sszekeverjik az utétagokat, akkor
mulatsagos kifejezéseket kapunk: baranycsokor, képraj, madéarcsorda,
barati gydjtemény. Viszont a halgy{jtemény, madargydjtemény mar
ismert fogalmak. Tehat a gy(jtemény sz6 elég elterjedt. Ugyanakkor a
matematikaban létezik egy olyan fogalom, amellyel helyettesithets az
Osszes gyUjtéfogalom. Ez a fogalom a halmaz.

Lassunk még néhany példat halmazra:

e a mi osztalyunk tanuléinak halmaza;

e a Naprendszer bolygbéinak halmaza;

e a kétjegyl szamok halmaza;

e azon (x; y) szamparok halmaza, melyek gyokei az x2+ y% =1 egyenlet.

A legfontosabb halmazoknak altalanosan elfogadott neve és jelolése
van:

e a sik pontjainak halmaza — mértani alakzat;

e adott tulajdonsaggal rendelkez6 pontok halmaza — pontok mér-

tani helye;

e az f fliggvény argumentumainak halmaza — az f fliggvény értel-

mezési tartomanya D(f);

e az ffuggvényértékek halmaza — az ffuggvény értékkészlete E(f).

A halmazokat a latin abécé nyomtatott nagybet{ivel jeloljik: A, B,
C, D és igy tovabb.

A halmazba tartozo6 objektumok a halmaz elemei. A halmaz elemeit
a latin 4abécé irott kisbetdivel jeloljik: a, b, ¢, d és igy tovabb.

Ha a eleme az A halmaznak, akkor igy irjuk: a € A (olvassuk: a eleme
az A halmaznak).

Ha b nem eleme az A halmaznak, akkor igy irjuk: b ¢ A (olvassuk: b
nem eleme az A halmaznak). Ha az A halmaznak harom eleme van, a,
b és ¢, akkor igy irjuk A = {a, b, c}.

Ha az M halmaz a 6 természetes osztéinak a halmaza, akkor
M={1, 2, 3, 6}. A 6 6sszetett osztéoinak a halmaza: {6}. Ez a halmaz
egyelemii.
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A halmazt elemei felsorolasaval akkor célszer( megadni, ha nem tul

sok elemrdl van szdé.

Meghatarozas. Két A és B halmaz akkor egyenld, ha
ugyanazok az elemeik, vagyis az A halmaz minden eleme a B
halmaznak is eleme, és forditva is, a B halmaz minden eleme az
A halmaznak is eleme.

Ha az A és B halmaz egyenld, igy irjuk: A = B.

A meghatarozasbdl kovetkezik, hogy egy halmazt egyértelmiien
megadnak az elemei. Ha az elemeket kapcsos zardjelbe irjuk, akkor az
elemek sorrendjének nincs jelentdsége. Tehat egy haromelemd halmaz
hatféleképpen irhaté fel:

{a, b, ¢}, {a, ¢, b}, {b, a, ¢}, {b, ¢, a}, {c, a, b}, {c, b, a}.

Mivel az egyenlé halmazok meghatarozasabdl kovetkezik, hogy {a,
b, ¢} ={a, a, b, ¢} halmazzal, ezért az elkévetkezendGekben elfogadjuk,
hogy a halmaz elemi kiilonb6z6k. Tehat a kozmosz sz6 betiinek halmaza:
{k, 0, z, m, s, r}.

Megjegyezzik, hogy az {a} # {{a}}. Az {a} halmaznak egy eleme van
az a; az {{a}} halmaznak egy eleme van, az {a} halmaz.

Egy halmazt kétféleképpen adhatunk meg.

Els6 megaddsi mod: felsoroljuk a halmaz 6sszes elemét. Ezt a meg-
adasi médot, mar alkalmaztuk, amikor kapcsos zardjelben felsoroltuk a
halmaz elemeit. Kénnyen belathaté, hogy igy minden halmaz nem adhaté
meg. Példaul a paros szamok halmaza ilyen.

Mdsodik megaddsi méd: megnevezzik az elemek jellemzd kozos tu-
lajdonsagat, tehat azt a tulajdonsagot, mely mindegyik elemet jellemzi.
Példaul azon természetes szamok halmaza, melyek 2-vel vald osztési
maradéka 1, a paratlan szamok halmazat adja meg.

Ha a halmazt elemeik ko6zos tulajdonsaganak megnevezésével adjuk
meg, akkor el6fordulhat, hogy egyetlen objektum sem rendelkezik ilyen
tulajdonsagokkal.

Térjink vissza a példakhoz:

e 1,2 és b szamokkal aranyos oldalhosszusiagu haromszogek halmaza.

A haromszog-egyenlétlenségbdl kévetkezik, hogy ennek a halmaz-
nak egyetlen eleme sincs.
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e Jeloljuk A-val az osztalyotok sakkmestereinek halmazat. Eléfor-

dulhat, hogy ennek a halmaznak sincs eleme.

e TetszGleges egyenlet gyokeinek halmaza esetén is figyelembe kell

venni, lehetséges, hogy az egyenletnek nincs gyoke.

A felhozott példak arra utalnak, hogy a halmazokhoz kell sorolnunk
még egy jellegzetes halmazt, amelynek egy eleme sincs. Ezt a halmazt
luires halmaznak nevezziik. fgy jeloljuk: &.

Megjegyezzik, hogy {&} nem tires halmaz, ugyanis van egy eleme,
az Ures halmaz.

Tekintstik az arab szamirds szamjegyeinek halmazat: A = {0, 1, 2,
3,4,5,6,7 8,9} Irjuk ki az A halmazbél a paros szdmjegyeket. Egy
masik halmazt kapunk: B = {0, 2, 4, 6, 8}, melynek minden eleme az A
halmaznak is eleme.

Meghatarozas. ABhalmaztazA halmazrészhalmaza-
n ak nevezzik, ha a B halmaz minden eleme az A-nak is eleme.

igyjeléljﬁk: BcAvagy Ao B. igy olvassuk: a Bhalmaz részhalmaza
az A halmaznak, az A halmaz magaba foglalja a B halmazt.

Tekintstink at néhany példat:

e az osztalyod tanuléinak halmaza részhalmaza az iskolad tanuléi

halmazanak;

e az emlGsOk a gerincesek részhalmaza;

e a CB félegyenes részhalmaza az AB egyenesnek (19. abra);

e a téglalapok részhalmaza a paralelogrammdéknak;

e {a} c{a, b}.

19. abra 20. dbra

A halmazok kozotti kapesolat szemléltetésére Venn- vagy Euler-
diagramot alkalmaznak.
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A 20. dbran abrazoltak az A halmazt (a nagyobbik kor) és a Bhalmazt
(a kisebbik kort, ami a nagyobbikban van). Ez azt jelenti, hogy B — A
(vagy A o B).

A részhalmaz és az egyenld halmazok meghatarozasabol kévetkezik,
AcBés Bc A, akkor A= B.

Ha a B halmaznak nincs olyan eleme, ami ne lenne eleme az A hal-
maznak is, akkor a B halmaz az A halmaz részhalmaza. Epp ezért az
ures halmaz minden halmaz részhalmaza. Valéban, az tires halmaznak
egyetlen eleme sincs, tehat egyetlen olyan eleme sincs, amelyik ne lenne
eleme az A halmaznak. Tehat barmelyik tetsz6leges halmazra igaz a
kovetkezd allitas: & < A.

Minden halmaz részhalmaza 6nmaganak: A — A.

PELDA. Irdleaz A= {qa, b, ¢} dsszes részhalmazat.
Megoldas. {a}, {b}, {c}, {a, b}, {b, ¢}, {a, ¢}, {a, b, ¢}, D. A

‘?
L Hogyan jeldljik a halmazokat és elemeiket?

. Hogyan jeldljik a fliggvény értelmezési tartomanyat és értékkészletét?
. Hogyan kell leirni, hogy eleme vagy nem eleme a halmaznak?

. Mely halmazok egyenl6k?

. Hogyan adhatunk meg egy halmazt?

. Mit nevezzuk Ures halmaznak? Hogyan jel6ljuk?

. Mi arészhalmaz?

. Hogyan szemléltetjik a halmazok kdzétti kapcsolatot?

. Melyik halmaz részhalmaza az 6sszes halmaznak?

© 0O NO OO~ WDN P

I GYAKORLATOK

422.° Hogyan hivjuk a szog szaraitél azonos tavolsagra 1évé pontok
halmazat?

423.° Hogyan hivjuk azon farkasok csapatat, amik egy vezérhez tartoz-
nak?

424.° Nevezzétek meg iskolatok tanuldinak egyik halmazat!

425.° Hogyan nevezzik az egy iskolaban dolgoz6 tanarok halmazat?

426.° Adva van az f(x) = x? figgvény. Helyettesitsétek a csillagokat
e vagy ¢ jellel gy, hogy az alabbi allitasok igazak legyenek:

D3*D@; DO*D(  HO¥EF; 4 -3FE(D.
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427.° Az alabbi allitasok kozil melyek teljestilnek?

D1edl, 2 3 3) {1} e {1, 2 5) D e {1, 2}

2)1e{ly 4) {1} e {13} 6) @ e {J}.
428.° Irjatok le az alabbi egyenletek megoldashalmazait:

1)x(x—1)=0; 3) x=2;

2) (x—2) (x*—4) =0; 4)x2+3=0.

429.° Adjatok meg a kovetkez6 halmazokat elemeik felsorolasaval:
1) azokat a valddi torteket, melyek nevezGje 7;
2) azokat a valddi torteket, melyek nevezdje nem nagyobb mint 4;
3) a matematika sz6 beti;
4) az 5555 szam szamjegyei!
430.° Nevezzétek meg osztalyod tanuléinak néhany részhalmazat!
431.° Legyen az A halmaz a koordindta sz6 betliinek halmaza. Az alabbi
szavak kozll mely szavak bet(i lesznek az A halmaz részhalmazai?

1) ting; 5) arad; 9) ordinata;
2) tandr; 6) atitat; 10) tarka;
3) ordit; 7) orr; 11) robot;
4) orkan; 8) tanoda; 12) akarat.

432.° Legyen az A halmaz az 1958 szam szamjegyeinek halmaza. Az
alabbi szamok ko6ziil mely szamjegyeinek halmaza részhalmaza az

A halmaznak?

1) x = 98; 3) x =519; 5) x = 195 888;

2) x = 9510; 4) x = 5858; 6) x = 91 258.

433.° Legyen az A # . Milyen két kilonb6z6 részhalmaza van biztosan
ennek a halmaznak?

434.° EgyenlG-e az A és a B halmaz?
1)A={1,2}, B={2, 1} 3) A={1}, B={{1}}?
2) A={(1; 0)}, B={(0; 1}

435.° EgyenlG-e az A és a B halmaz, ha:

1) azAhalmazaz | x | = xegyenlet gyokeinek halmaza, a Bhalmaz
pedig a nemnegativ szamok halmaza;

2) az A halmaz azon négyszogek halmaza, melyek szemben fekvd
oldalai paronként egyenl6k, a Bhalmaz azon négyszogek halmaza,
melyek atléi metszéspontjukban felezik egymast?

436.° Az alabbi halmazok koziil melyik tires halmaz:

1) azon haromszogek halmaza, melyek bels6 szogeinek 6sszege 180°;

2) a 8800 m-nél magasabb hegycstcsok halmaza;

3) azon hegyesszogl haromszogek halmaza, melyekben a sulyvonal

hossza egyenld azon oldal hosszaval, amelyre htizva van;

4) azon fliggvények halmaza, melyek grafikonja egy kérvonal?
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437.° Bizonyitsatok be, ha A « B és B < C, akkor A c C!

438.* Rendezzétek az alabbi halmazokat olyan sorrendbe, hogy minden
halmaz a kovetkez6 halmaz részhalmaza legyen:
1) A halmaz a téglalapok halmaza, B halmaz a négyszogek halmaza,
C halmaz a négyzeteké, D halmaz a paralelogrammaké,;
2) A halmaz az emlGsok halmaza, B a kutyafélék halmaza, C a ge-
rincesek halmaza, D a farkasfélék halmaza, E a ragadozé emlGsok
halmaza!

I ISMETLO FELADATOK

439. Egyszertsitsétek az alabbi kifejezéseket:

1) 5b _b+6 90 2 b+2 . b°-4 3
b-3 26-6 b216b’ b2_2b+1 36-3 b-2

440. Egy motorcsénak 36 km-t tett meg a folyén lefelé, majd felfelé 3 6ra
alatt 36,8 km-t. Mekkora a folyé sebessége?

441. Egy dobozban 42 ceruza van, 14 piros és 16 kék, a tobbi pedig zold.
Mennyi a valészinlisége annak, hogy a véletlenszerdien kivett ceruza
nem piros és nem kék?

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

442, Péter és Demeter minden nap leir egy szamot. Az els§ nap mind-
ketten az 1-es szamot irtdk le. Minden kévetkezd napon Péter egy
1-est ir, Demeter pedig az el6z6 napon leirt szamok 6sszegét. Lehet-
séges-e, hogy Demeter egyszer egy olyan szamot irjon, mely utolsé
szamjegyei 101?

i Szamhalmazok

A természetes szamok azok a szdmok, melyeket elGszor hasznalt az
emberiség. Ezekkel a szdmokkal akkor ismerkedtetek meg, amikor a
targyak megszamlalasaval foglalkoztatok. Az 6sszes természetes szam
alkotja a természetes szamok halmazat, melyet N betdvel jelolink.

A gyakorlati sziikség vezetett a tortszamok kialakuldsahoz. Kés6bb
elengedhetetlenné valt olyan mennyiségek vizsgalata, melyek jellem-
zésére nem volt elegendd a pozitiv szamok ismerete. Igy alakult ki a
negativ szam.

A természetes szamok, azok ellentettjei és a nulla alkotjak az egész
szamok halmazat, melyet Z-vel jel6link.
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Példaul -2€7, 07, 5€Z.

A természetes szamok halmaza részhalmaza az egész szamok hal-
mazanak, vagyis Nc Z.

Az egész és a tortszamok (negativ és pozitiv tortek) alkotjak a racio-

nalis szamok halmazat, melyet Q betlvel jelolink. Példaul %e@,

-0,2€Q, 0€Q, -3€Q, 15<Q.
Konnyen belathatd, hogy Z < Q. A 21. abra szemlélteti az N, Z és
Q halmazok viszonyat.

. . , , ., m
Barmely racionalis szam felirhaté — alak-
n

ban, ahol m egész szam, n pedig természetes

Z
5 Sldaul: 5=2. _3==3 -1 4520
szam. Példaul: 5= T 3= T 0,2 5 0 7
5,3= % Lehetséges, hogy ebbdl az értelmezés-
b6l ered a racionalis kifejezés, mert a latin ra-
) tionis sz6 egyik jelentése hanyados, arany.
21. abra

A 6. osztalyban méar tanultatok, hogy bar-
mely raciondlis szam felirhatd vagy véges, vagy végtelen szakaszos tize-

des tort alakban. Az ™ tizedes tort alakjét felirhatjuk, ha m-et elosztjuk
n
n-nel.

Példaul: 2:0,625, 1_51 =0,454545... .

Az g-ad véges tizedes tort alakban irhaté le, % -ed végtelen szakaszos

tizedes tort alakban. A 0,454545... szamban a 4-es és az 5-0s szamjegy
periodikusan ismétlédik. Az ismétl6dd szamok csoportjat szakasznak

nevezzuk, és zarodjelbe tessziik: 0,454545... = 0,(45), vagyis % =0,(45).

Megjegyezzik, hogy barmely véges tizedes tort és barmely egész szam
felirhat6 végtelen szakaszos tizedes tort alakban. Példaul:

0,625 = 0,6250000... = 0,625(0);

2 =2,000... = 2,(0).

Tehdt barmely raciondlis szam felirhaté végtelen szakaszos
tizedes tort alakban.
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Igaz az az allitas is, hogy barmely végtelen szakaszos tizedes tort
egy racionalis szam masik alakja.

A 9. osztalyban fogjatok majd megtanulni, hogyan kell a végtelen
szakaszos tizedes tortet racionalis tort alakban megadni.

Két természetes szam 0Osszege és szorzata is természetes szam. A
kilonbségilikre ez mar nem helytalls. Két természetes szam kiilonbsége
nem mindig természetes szam. Példaul: (6—7) ¢ N.

Két egész szam Gsszege, kiillonbsége és szorzata is egész szam. A

, . o 5
hanyadosra ez mar nem érvényes: 7 7.

Két racionalis szam Gsszege, kiillonbsége, szorzata és hanyadosa (a
nullaval vald osztés kivételével) is racionalis szam.

Tehat a kivonas kivezet a természetes szamok N halmazabdl, az
osztas az egész szamok Z halmazabdl. Viszont a racionalis szamok Q
halmaza zart halmaz a négy alapmiveletre.

De most ismerkedtetek meg egy Uj miivelettel, a gyokvondassal. Fel-
meril a kérdés, barmely racionalis szam négyzetgyoke racionalis szam-e,
azaz a gyokvondasra zart halmaz-e a racionalis szdmok halmaza?

Vizsgaljuk meg az x? = 2 egyenletet. Mivel 2 > 0, ezért az egyenletnek
két gyoke van, a J2 és /2 (22. abra). Nem létezik olyan racionadlis szam,
melynek négyzete 2 (a bizonyitast elolvashatod a Ha elkésziiltél a hdzi
feladattal cim fejezetben Az irraciondlis szamok felfedezése cimszé alatt),
teh4t a /2 és a —/2 szdmok nem racionalisak. Ezeket a szdmokat irra-
cionalis szamoknak nevezziik (az ir el6tag a tagadas szava, vagyis nem

racionalis).
Tehat a gyokvonas kivezethet a ra- yl=lxd\| [Yh /
cionalis szamok Qhalmazabdl. \ /
Egyetlen irraciondlis szam se irhaté
=2
fel ™ alakban, ahol m €Z és n e N, tehat Y \ /
n \1 '
1 j A T
nem irhat6 fel végtelen szakaszos tize- l | >
12 _ /90| /o x
des tortként. 2

Az irracionalis szamok végtelen
nem szakaszos tizedes tortek. 22. 4bra
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Példaul szamitogépes programmal megallapithatd, hogy
V2 =1,4142135623730950488016887242097... .

A V2 és —/2 nem az els§ irraciondlis szamok, amivel mar idaig ta-
lalkoztatok. A  szam, a kérvonal hosszanak és atmerdjének az aranya
is irracionalis szam:

7 =3,1415926535897932384626433832795028841971693....

Nemcsak a gyokvonas eredménye lehet irracionalis szam, hanem
barmely nem szakaszos tizedes tort is. Akar magunk is alkothatunk
ilyen tortet.

Példaul a 0,1010010001000...szam is irracionalis (a tizedes vesszd
utan tiz hatvanyait irjuk). Kénnyen belathaté, ha feltételezzik, hogy
ennek a tértnek van szakasza, akkor valamelyik helyi értékt6l kezd6-
déen csak nullak lehetnek. Ez viszont ellentmond a konstrukciés elvnek.

A raciondlis és az irraciondlis szamok alkotjak a valdés szamok
halmazat, melyet R-rel jelolink (a latin redl szo6 els6 bet(je, az, ami
valéban létezik).

Tehat az NcZ < Q lanc bévithets: NcZ cQcR.

Az ebben a fejezetben tanult szamhalmazok kozotti osszefliggést a
23. abra szemlélteti.

Valos szamok

Racionalis
szamok

Egész szamok

Irracionalis
szamok

Természetes
szédmok

21. 4bra

Egy szakasz hossza mindig kifejezhetd egy valds szammal. Ez a
megallapitas koti Ossze a valds szamokat a szamegyenes pontjaival.
Az O ponthoz, a szamlalas kezddpontjahoz rendeljiikk hozza a 0-at. A



14. Szamhalmazok 109

szamegyenes minden, az O ponttdl kiilonb6z8 A pontjanak feleltessiik
meg az OA szakasz hosszat, ha az az O ponttdl jobbra van és az OA sza-
kasz hosszanak ellentett értéke, ha az A pont az O ponttdl balra van.
Konnyen belathatd, hogy minden valds szdmnak megfelel egy pont a
szamegyenesen.

A valbs szamok halmaza mind a négy alapmiveletre zart halmaz
(kivéve a nullaval valé osztast). Ezekre a miiveletekre a szdmotokra mar
ismert tulajdonsagok érvényesek.

at+b=b+a Az 6sszeadas felcserélhetdségi tulaj-
donsaga
ab = ba A szorzas felcserélhet8ségi tulajdonsaga
@a@+b)y+c=a+b+0 Az 6sszeadas csoportositasi tulajdonsaga
(ab) c=a (be) A szorzas csoportositasi tulajdonsaga
a+c)=ab+ac A szorzas széttagolasi tulajdonsaga

A valds szamok 6sszehasonlitasat a tizedes tortekre alkalmazott
szabaly szerint végezziik, tehat a megfeleld helyi értéken all6 szamjegyek
alaki értékét hasonlitjuk 6ssze. Példaul: 7,853126... < 7,853211... .

Barmelyik pozitiv valés szam mindig nagyobb, mint a nulla, és na-
gyobb, mint barmelyik negativ szam. Barmelyik negativ szdm mindig
kisebb, mint a nulla. Két negativ szam kozil az a nagyobb, amelyik
abszolut értéke kisebb.

Ha feltiintetiink két valds szamot a szamegyenesen, akkor a kisebbik
szam mindig balra fog elhelyezkedni a nagyobbiktdl.

A korvonal hosszanak meghatarozasakor a © értékét két tizedesjegy-
re kerekitve hasznaljuk n (n = 3,14). Hasonlban, ha valés szamokat
tartalmazo6 kifejezés értékét kell meghatarozni, akkor az irracionalis
szamokat kozelits értékeikkel helyettesitjik. Példaul: V2 = 1,414 vagy
V2 = 1,415. Az elsé esetben lefelé kerekitettiink ezrednyi pontossdggal,
mig a masodik esetben felfelé ugyanilyen pontossaggal. B6vebben a
kozelits értékekkel a 9. osztalyban fogtok talalkozni.

Végil megjegyezziik, hogy barmely nemnegativ valés szam négyzet-
gyoke valds szam. Tehat a valés szamok R halmaza a gyokvonésra zart
halmaz.
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. Mely szamok alkotjdk az egész szamok halmazat?

. Milyen betlivel jeldljik az egész szamok halmazat?

. Mely szamok alkotjak a racionalis szamok halmazat?

. Milyen betiivel jeléljik a racionalis szamok halmazat?

. Milyen alakban irhaté fel barmely racionélis szam?

. Milyen 6sszefliggés van a racionalis szamok és a végtelen szakaszos
tizedes tortek kozott?

. Hogyan hivjuk azokat a szamokat, amelyek nem racionalisak?

. Mely halmazok egyesitése alkotja a valés szamok halmazat?

. Milyen betivel jeldljik a valés szamok halmazat?

. Milyen 6sszefiiggés van az N, Z, Q és R szamhalmazok kdzott?

OO WNE

© 0 N

1

o

I GYAKORLATOK

443.° Az alabbi allitasok koziil melyik hamis:

1) a —3 valds szam; 3) a —3 egész szam,;

2) a —3 racionalis szam; 4) a —3 természetes szam?
444.° Igazak-e az alabbi allitasok?

1) 1eN; 4) 1eR; V7 ¢R;

2) 1e7Z; 5) -2,3eN; 8) V121 ¢ R;

3) 1eQ; 6) -2,3eR; 9)%@1@.
445.° Igazak-e az alabbi allitasok?

1) 0eN; 3)0 e R; 5) -2 e R; 7 \9ez;

2) 0¢Z; 4) —%e@; 6) V9 € Q; 8) V9 eR.

446.° Igazak-e az alabbi allitasok:

1) minden természetes szam egész szam,;

2) minden természetes szam racionalis szam,;

3) minden természetes szam valds szam;

4) minden racionalis szam egész szam,;

5) minden valds szam raciondalis szam,;

6) minden raciondlis szam valds szam;

7) minden irracionalis szam valds szam;

8) minden valds szam vagy racionalis vagy irracionalis szam?
447.° Az aldbbi szamok kozil melyek egy racionalis szdm tizedes tort

alakja és melyek irracionalis szamok:

1) 0,3);

2) 0,4(32);
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3) 0,20200200020... (a 2-es szamjegyek kozotti nullak szama eggyel

né)?
448.° Hasonlitsatok 6ssze az alabbi szamokat:
1) 6,5642... és 6,452...; 2) —24,064... és —24,165... .
449.° Hasonlitsatok 6ssze az alabbi szamokat :
1) 0,234... és 0,225...; 2) —1,333... és —1,345... .

450.° Szamolégép segitségével adjatok meg /3 szdzadokra kerekitett
értékét: 1) felfelé kerekitve; 2) lefelé kerekitve!

451.° Szamol6gép segitségével adjatok meg J5 szézadokra kerekitett
értékét: 1) felfelé kerekitve; 2) lefelé kerekitve!

452." Nevezzétek meg az a-nak legalabb egy olyan értékét, melynél az
x% = a egyenletnek:
1) két racionalis gyoke van;
2) két irracionalis gyoke van;
3) nincs megoldasa!

453.° Hasonlitsatok 6ssze az alabbi szamokat:
1) % és 6,12; 4) —2,(36) és —2,36;
2) 3,(24) és 3,24; 5) 7,(18) és 7,(17).
3) « és 3,(14);

454.° Hasonlitsatok ¢ssze az alabbi szamokat:
1) % és 0,2; 2) % és 0,77; 3) —1,(645) és —1,(643).

455.° Rendezzétek csokkend sorrendbe a 3,(16); n ; —1,82...; —0,08...;
2,(136) szamokat!

456." Rendezzétek novekvd sorrendbe a kovetkezd szamokat: 1,57; 1,571...;
g; 1,(56); 1,(572)!

457." Igazoljatok, hogy két raciondlis szam Gsszege, kiillénbsége, szorzata
és hanyadosa is racionalis szam!

458." Igazoljatok, hogy egy raciondlis és egy irracionalis szdm Osszege
irracionalis!

459.” Igaz-e, hogy:
1) barmelyik két irracionalis szam Gsszege irraciondlis;
2) barmelyik két irracionalis szam szorzata irracionalis;

3) barmelyik irracionalis és barmelyik racionalis szam szorzata ir-
racionalis?
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I ISMETLO FELADATOK

460. Egy kilencszintes épiilet minden szintjén és minden lépcsGhazaban
8 lakas van. Hanyadik 1épcs6haz, melyik szintjén van a 186. lakas?

461. Az a és b természetes szamok kozil az a paros szam, a b pedig
paratlan. Az alabbi kifejezések koziil melyik értéke nem lehet ter-
mészetes szam?

8b, a’, a, o*
1)£a 2>b2, 3) b, 4>d

462. Igazoljatok, hogy a valtoz6 minden megengedett értékére a

3 2 2 2a-4
+ (a-2)"———
(4—4a+a2 a2—4) ( ) a+2

kifejezés értéke fliggetlen az a valtozd értékétol!

463. Egy vodorben néhany liter viz van. Ha kiontjiik a vodérben 1év( viz
felét, akkor 14 literrel kevesebb viz marad benne, mint amennyi be-
lefér. Ha 4 liter vizet hozzaontlink, akkor a vodor drtartalmanak

%-a lesz tele vizzel. Hany literes a vodor?

l FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ

464. Hatarozzatok meg a kiovetkezd kifejezések értékét:
DI-351-1261 2) | -9,6 | —1-321.

465. Melyik szam abszolut értéke 6?

466. Mely szamokra igazak az alabbi egyenlGségek?
Dlal=a Hlal=1-al;
2) lal=-—a Hhlal=-lal
467. Mely szamokra igazak egyszerre az alabbi egyenlGségek?
lal=aés|al=-a.
468. Hatarozzatok meg az a2, (—a)? és | a |? kifejezések helyettesitési
értékeit, ha a = -8 és a = 7! Vonjatok le kovetkeztetést!

469. Ismeretes, hogy a > 0 és ¢ < 0. Hasonlitsatok 6ssze az alabbi kife-
jezéseket nullaval:
1) a’ct 2) ac’.
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I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

470. Egy szazad katonai kozul minden éjszaka harman 6rkédnek! Meg
lehet-e szervezni Ugy a szolgalatot, hogy egy 1d6 utan minden katona
pontosan egyszer 6rkodjon a tobbi katonaval?

Az irracionalitas felfedezése §$

A 14. pontban az x?> = 2 egyenlet
megoldasa soran megéallapitottuk, hogy
az OA és OB szakaszok hossza /2
(24. 4bra). Megmutatjuk, hogy a /2
irraciondlis szam. y=2 |\ /

Tegyiik fel, hogy a ~/2 racionalis :

17 \

—]

-t

JB| |14 .
szam. Akkor felirhatjuk % egyszerdsit- _150] 19 x
hetetlen tort alakban, ahol m és n ter-
mészetes szam. Azt kapjuk, hogy: ]

24. dbra

2=

2 2
De akkor (\/5)2 :(%) ; 2:m_2; m? = 2n2.
n

Az utolsé6 egyenlGségbdl kovetkezik, hogy m? paros. De ez azt jelenti,
hogy akkor m is paros szam. Tehat m felirhat6 2k alakban: m = 2k, ahol
k természetes szam. Felirhatjuk, hogy (2k)? = 2n?; 4k* = 2n?; n® = 2k%
Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy n? paros, tehat n is paros szam.

Vagyis az % tort szamlaléja és nevezdje is paros, tehat a tort egysze-

risithetd. Ez viszont ellentmond eredeti feltételezéstinknek.

Az el6z8 példa (a 24. abran az OA és OB szakaszok hossza) szemlél-
teti, hogy létezik olyan szakasz, melynek a hosszat nem lehet racionalis
szammal kifejezni, tehat a szakaszok mérésére nem elegenddk a racio-
ndlis szamok.

Ezt a tényt az 6kori Gorogorszagban, Piithagorasz iskolajaban fe-
dezték fel.

ElGszor a puthagoreusok ugy vélték, barmilyen AB és CD szakaszhoz
lelhet6 olyan MN szakasz, amely maradék nélkil néhanyszor ramérhetd
az adott szakaszokra. Ebbél kévetkezik, barmely két szakasz aranya ki-
fejezhet természetes szamok hanyadosaként, vagyis racionalis szammal.
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Péld4ul a 25. bran AB = 5MN és CD = 2MN, igy % :g. Az MN

szakaszt az AB és a CD szakaszok kozos mértékének nevezzik.

Ha két szakasznak létezik kozos mértéke, akkor a szakaszokat 6sz-
szemérhetSknek nevezzik. Példaul az AB és CD szakaszok (25. abra)
Osszemérhetdk.

B C

A B

C D A D___ E
I

Me—N I
I
I
F

25. abra 26. abra

Az 6kori gorégok ugy tekintették, hogy barmely két szakasz 6ssze-
mérhetd, és ez lehetGséget adott arra, hogy barmely szakasz hosszat
racionalis szammal fejezzék ki.

Valéban, ha az AB szakaszt egységnyi szakasznak valasztjuk, akkor
az AB szakaszra és barmely CD szakaszra létezik olyan e szakasz, amely
az adott szakaszok kozos mértéke. Tehat AB = ne és CD = me, ahol m és

CD me

n természetes szam. Vagyis ——="¢="_ Mivel AB= 1, igy CD =",
AB ne n n

Maguk a puthagoreusok fedezték fel, hogy a
négyzet atlja és oldala 6sszemérhetetlen, ,asz-
szimetron”. Tehat ha a négyzet oldalat vessziik
egységnek, akkor az atl6 hosszat nem lehet racio-
nalis szammal kifejezni.

Ahhoz, hogy ezt bebizonyitsuk, vegytunk egy
tetszéleges ABCD négyzetet, melynek az oldalat
tekintsik egységnek. A négyzet teriilete
AB?=1. Szerkessziink az AC atléra ACEF négy-
zetet (26. abra). Nyilvanvald, hogy az ACEF
négyzet tertilete 2-szer nagyobb az ABCD négy-

Piithagorasz o . )
(i. e. 570 koriil— zet teriileténél. Mivel AC? = 2, innen AC=4/2.

500 korl) Tehat az AC atlé hosszat nem lehet racionalis
szammal kifejezni.
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Ez a felfedezés megvaltoztatta az ékori tudésok egyik posztulatumat,
amely azt mondta ki, hogy barmelyik két mennyiség aranya kifejezhets
két egész szam hanyadosaként.

Egy legenda szerint ezt a felfedezést a piithagoreusok a legnagyobb
titokban tartottak, és azt az embert, aki elmondta, azt az istenek meg-
biintették. Hajokatasztrofaban halt meg.

I GYAKORLATOK

1. Bizonyitsatok be, hogy a +/3 irracion4lis szam!

2. Igazoljatok, ha egy természetes n szam nem négyzetszam, akkor Vn
irracionalis szam!

(M A szamtani négyzetgyok
tulajdonsagai

Kénny( belatni, hogy V52 =5, 1,42 =1,4, Y02 =0. Azt hihetnénk,
hogy Ja? =a. De ez nem igy van. Példaul a +/(-5)? =—5 egyenlGség nem

igaz, mivel —5 < 0. Valgjaban /(-5)? =5. Ugyanigy meggy6zddhetiink

arrél, hogy +/(-7)% =7 és /(-2,8)% =2,8.
Altalanosan igaz a kovetkezd tétel.

15.1. tétel. Barmely valés szamra igaz az alabbi egyenléség:
va®=|a|.

Bizonyitds. Ahhoz, hogy bebizonyitsuk a Ja=b egyenlGséget,
igazolni kell hogy b > 0 és b = a.

Barmely a-ra |a| > 0.

Az abszolut érték meghatdrozasa alapjan: (lal)? = a2

A kovetkezd tétel altalanositja az el6z6 kijelentést.
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15.2. tétel (a hatvany négyzetgyoke). Barmelyvalés
a szamra és természetes n-re igaz az alabbi egyenléség:

Va* =|a" |.
A tétel bizonyitasa az el6z4 tétel bizonyitasahoz hasonld. Végezzétek
el 6nalléan!
15.3. tétel (a szorzat négyzetgyoke). Minden valés
a>0¢ésb>0szamra igaz az alabbi egyenldség:

Jab =a -\/b.

Bizonyitds. Mivel Ja>0 és \/320, igy Va b >0.
A szorzat négyzetére vonatkozo6 azonossaghdl kévetkezik:

(\/E . \/l;)z = (\/E)Z . (\/1;)2 =ab. Tehat a Ja - Vb szorzat csak nemnega-
tiv értéket vesz fel és a négyzete egyenls ab-vel.
Megjegyezzik, hogy ez a tétel érvényes tobb tényezére is. Példaul,
haa>0,b>0ésc >0, akkor

Jabe = J(ab) ¢ =~Jab -Je =a b -e.

15.4. tétel (a tort négyzetgyoke). Minden valés
a>0ésb>0szamra igaz az alabbi egyenliség:

A tétel bizonyitasa az el6z6 15.3. tételhez hasonlé.
Konnyen belathat6, hogy két S, és S, teriiletd négyzet kézil annak
nagyobb az oldala, melyiknek a terulete nagyobb

VS (27. 4bra). Tehét, ha S, > S,, akkor /S, >./S,.

[ S, Ezen egyszerd gondolatmenet alapjan megalla-

S, pithatjuk, hogy minden nemnegativ a, és a,
S, valés szamra, ha a, > a,, akkor \/a>1>\/a72.

27 abra 1. PELDA. Hatarozzuk meg a kovetkez§ ki-
fejezések értékét:

1) J(=7,3)%; 2) Y1,2%; 3) J0,81.225; 4) \/%.

Megoldds. 1) \(-7,3)* =|-7,3|=17,3.
2) J1,2* =1,22 =1,44.
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3) /0,81-225 =4/0,81-4/225 =0,9-15=13,5.

g [18_V16_4 4
49 49 7

2. PELDA. Hatdrozzuk meg az alabbi kifejezések értékét: 1) 18 -+/2;
9) 24

V150

Megoldds. 1) A négyzetgyokok szorzatat helyettesitsiik a szorzat
négyzetgyokével:

J18 V2 =,/18-2 =36 =6.

2) A négyzetgyokok hanyadosat helyettesitsiik a hanyados négyzet-

gyokével:

o4 24 [4 2,
Jiso V150 V25 5°
3. PELDA. Egyszeriisitsiik a kovetkezs kifejezéseket: 1) va';
2) V9a®, ha a<0; 3) Vvm?n?, ha m>0, n<0; 4) Va®.
Megoldds. 1) A hatvany négyzetgyokének azonossaga alapjan:

a’, haa>0,

/a14 :| a’ |:
-a",haa<0.

2) A hatvany négyzetgydkének azonossdga alapjan: v9a®=3-|a®|.
Mivel a < 0, ezért a® < 0. fgy

V9a°® =3-| a® |=-3a’.
3) vm®n® =|m|-|n|. Mivel m > 0, ezért | m | = m. Viszont n <0,
ezért | n | =—n.Igy |m|-|n|=m-(=n)=—-mn.
4) Va*® =| a'® |. Mivel a'*> 0, ezért Va®® =| a'® |=a'®. A
4. PELDA. Hat4rozzuk meg a kovetkezd kifejezések értékét:
1) V372 -12%; 2) /8-648; 3) ,/16,9-0,4.

Megoldads. 1) A gyok alatti kifejezést alakitsuk szorzatta:

V872-12% = [(837-12) (87 +12) =/25-49 =57 =35.
2) A gyok alatti kifejezést alakitsuk négyzetek szorzatava:

/8648 =,/8-2-324 =,/16-324 =418 =72.
3) |/16,9-0,4 =,/169-0,04 =13-0,2=2,6. A
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5. PELDA. Abrazoljuk az y=+/x? +x fiigg- YA

vényt!

Megoldds. Mivel VJx?=|x|, ezért

y=1|x|+x.

Ha x > 0, akkor y = x + x = 2x.

i

Ha x <0, akkor y=—x+x=0.

i 2x,ha x>0, 0L 1 x
Tehat y= {0, ha x <0.
A fiiggvény grafikonja a 28. abran lathaté. A 28. abra
?
1. Mivel egyenlé \/;?
2. Fogalmazzatok meg a hatvany szamtani négyzetgyokérél szolo tételt!
3. Fogalmazzatok meg a szorzat szamtani négyzetgyokérdl szolé tételt!
4. Fogalmazzatok meg a tort szamtani négyzetgyokeérdl szolo tételt!
5. Ismeretes, hogy az a, és a, nemnegativ szamokra a; > a,. Melyik szam
nagyobb — a \/aT vagy \/aj ?

I GYAKORLATOK

471.° Mennyi az alabbi kifejezések értéke?
1) 0,4% 1) 31,2 7) 5(-10)%;
2) J(-1,8)%; 5) V6*; 8) —4(-1)'*;
3) 2. /(-15)%; 6) J(-2); 9) —10+/3°.
472.° Szamitsatok ki az alabbi kifejezés értékét:
1) Va?, ha a = 4,6, ~18,6; 3) 0,1Vc®, hac=-2;5.
2) Vb*, ha b=-3; 1,2;
473.° Szamitsatok ki a kovetkez§ kifejezések értékét:

1) J9-25; 5) ,/0,09-0,04; 9) |/25-64-0,36;
2) /16 -2500; 6) /6,25 -0,16; 10) ,/0,01-0,81-2500;
3) /0,64-36; 7) J67-3%; 1) |2k

4) [400-1,44; 8) 7% 25; 12) %;
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/ 13, 169 | 121-256
13) 336’ 15) 36-81’ 16) 25-100 °

[ 1 514
14 —.2==;
) 316 225’

474.° Mennyi a kovetkezd kifejezések értéke?

1) \/36-81; 5) /0,36-1,21; 9) \/2,25-0,04 -1600;
2) /900 49; 6) /5° - 3°; 10) 13%;
3) J16-0,25; 7) |41 8% 1) 15
/ . [96 . 52. 1.9
4) /9-1,69; 8) /2°.5%; 12) TR
475.° Hatarozzatok meg a kiévetkezd kifejezések értékét:
1) V12-3; 4) 0,009 -41000;  7) /2,4 \/%
2) V32-V2; 5) V200 -/0,18; 8) \/%,\/g.\/g;
3) V18 -\50; 6) V13-v2-/26; 9) J2°.3.,2° 3%
476.° Hatarozzatok meg a kovetkezo kifejezések értékét:
1) V27 -3; 3) V10 -\/12,1; 5) 1%\/2,8;
2) V18 -V2; 4) 0,5 -/50; 6) \5-2° -5 2%,
4717.° Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:
\/g b \/E, J%’ \/E ’
2) \/& . 4) V372 . 6) \/2_7 . 8) \/g .
V2’ 0,2 V147 NERNT
478.° Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:
1) \/E. 3) V6?3. 5) \/E\/E
NE Jo,7’ V3
2 V150 " Jos
N V242’
479.° Az a szam mely értékeinél teljestilnek az alabbi egyenldségek?
1)\/3:0;; 2)\/§=—a.
480." Az a és a b szamok mely értékeinél teljesiilnek az alabbi egyenld-
ségek?

D Nab=va-Vb; 2 Vab=v-a -V-b; 3) V-ab=va J-b.
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481.° Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét! A gyok alatti ki-
fejezéseket alakitsatok at négyzetek szorzatava:

1) /18-32; 4) J75-48; 7) J2,7-1,2;
2) {/8-98; 5) /288 -50; 8) /80-45;
3) {/38,6-14,4; 6) J4,5-72; 9) 33-297.

482." Hatarozzatok meg a kiévetkezd kifejezések értékét:

1) {/18-200; 3) \14,4-0,9; 5) J12,5-32;
2) {/3,6-0,4; 4) |13-52; 6) \/108-27.

= 483.° Hatarozzatok meg a kovetkez§ kifejezések értékét:

2 2
1) V41% - 40%; 3) /8,5°-7,5%; 5) (122 134,

84
2 2

2) V145 —1447; 4) /21,82 -18,22; 6) 1392 —862.
98,5% - 45,5

484." Hatarozzatok meg a kiévetkezd kifejezések értékét:

1) /6,82 - 3,22; 9) 98,52 -97,52; 3 }ﬁ.

485.° Helyettesitsétek az alabbi kifejezéseket veliik azonos, gyokot nem
tartalmazdé kifejezéssel:
1) Vb%; 2) -0,4Vc%;  3) Jab 4y Jm®.

486." Helyettesitsétek az aldbbi kifejezéseket gyokot nem tartalmazo,
veliik azonos kifejezéssel:

1) 1,2x%; 2) Jy*; 3) Jn'°.
487." Egyszertsitsétek az alabbi kifejezéseket:
1) vm?, ha m > 0; 7) y81x*y?, ha y>0;
2) \/n7, ha n <0; 8) 4/0,01a%', ha a <0, b>0;
3) y16p?, ha p>0; 9) —1,2x V64x'®, ha x<0;
124 22 36
4) J0,36k2, ha k<0; 10) —%I)’;;ﬁ, ha b < 0;
a c
4 24
5) \c'?; 11) 3’3;1 b—%, haa<0;
b 121a

6) 40,250, ha b<0; 12) —0,5m°\1,96m%n®, ha m<0.

488.° EgyszerUsitsétek az alabbi kifejezéseket:

1) V9a'; 5) v p°q®, ha p>0;
2) 4/0,81d°%, ha d >0; 6) V25m* n3, ha m<0, n<O0;
3) —5+/4x?, ha x<0; 7) ab®*Ja'b®c?*, ha b>0, c<0;

3.4 30 _.40
4) —0,141002", ha z>0; 8 -3mP ‘/62154’11; ,ham<0,k>0.
m

kZ
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489.” Az alabbi allitasok kozul melyek teljesiilnek az a barmely valés
értékére?
1) Va? =a; 2) Va* =a; 3) Va® =a? 4) Ja® = a*.
490.” Mely valés a értékekre igazak a kovetkezs egyenlGségek?
DVa®=a%  29Va®=-a® 3)Va’=(a); 4o =)

491.” Abrézoljétok az alabbi fuggvényeket:

1) y=vx* —x, ha x<0; 3) y=+x Vx;
2
2) y=2x+x?% 4) y="F—+3.

Ja?

492.*" Abrézoljétok az alabbi figgvényeket:

l)yzx/x_z—Zx,hax>0; 2) y:\/E\/E
493." Mely x-ekre igazak az alabbi egyenlGségek?

1) Va? = x—4; 2) Jx? =6-x; 3) 24/x? =x+3.
494." Oldjatok meg az al4abbi egyenleteket:

1) Va2 =x+8; 2) Jx? =6x-10.

I ISMETLO FELADATOK

495. Hatarozzatok meg az
a?-5a 25 ).125-q°
(a2 “10a+25 " o —25)' 5+a
kifejezés értékét, ha a = 4,5!

496. Egy traktorosnak 8 nap alatt kell bevetnie a kijelolt foldteriletet. A
rossz 1d6 miatt naponta a tervezettnél 3 hektarral kisebb féldtertiletet
tudott csak bevetni. Igy 10 nap alatt végzett a munkaval. Mekkora
foldteruletet kellett a traktorosnak bevetnie?

497. Az a és b természetes szamok kozul a paros, b paratlan. Az alabbi
kifejezések kozil melyik értéke lesz barmely a és b-re paros?

. ab azb_ ab?
1) (@ +b) b; 2) o 3) TR 4) 5

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

498. A tablara felirtak 102 egymadst kovets természetes szamot. Felbont-
hatdk-e ezek a szamok két olyan csoportra, melyek 6sszege primszam
(egy-egy csoportban legalabb két 6sszeadanddnak kell lenni)?
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I Négyzetgyokot tartalmazoé kifejezések
azonos atalakitasai

A szorzat négyzetgydkének azonossiga alapjan atalakitjuk a 48
kifejezést:

J48 = 163 =16 - /3 =4 3.

Tehét a /48 felirhaté egy racionalis szdm, a 4 és egy irraciondlis
szam, a V3 szorzataként. Ezt az eljarast a négyzetgyokjel aloli kieme-
lésnek nevezzik. Ebben az estben a 4-et hoztuk ki a gyokjel aldl.

Figyeljuk meg az el6z6 atalakitast forditott sorrendben:

443 163 - 163 - JI8.

Ez az eljaras bevitel a négyzetgyokjel ala. Ebben az estben a 4-es

tényezdbt vittik be a gyokjel ala.

1. PELDA. Az alabbi kifejezésekben emeljiink ki tényezét a gyokjel

alol: 1) V150; 2) V72a8; 3) Vb*®; 4) V-b*°; 5) Va®b?, ha a <0.
Megoldas. 1) A gyokjel alatti szamot irjuk fel olyan szorzatként,
melynek egyik tényezbje négyzetszam:

J150 = /256 =5 6.

2) V72a® =/36a® -2 =6a* 2.
3) A feltételekbdl kovetkezik, hogy b > 0, ezért

Vb* =\b*b =| b7 [ b =b"" Vb,

4) A feltételekbdl kovetkezik, hogy b < 0, ezért

V=67 = b3 (=b) =| 617 [V=b = -b1" J-b.
5) A feltételekbdl kovetkezik, hogy a?> 0. Mivel a gyok alatti kifejezés
nemnegativ, ezért b > 0. fgy

Ja?® =a% =|a|-|b|\No =—abb. A
2. PELDA. Az alabbi kifejezésekben vigyiink be tényezét a gyokjel
alé: 1) -2T; 2) aT; 3) 3@/%; 4) e e
Megoldds. 1) 27 =—J4 -7 =-28.
2) Ha a > 0, akkor aﬁ:\/ﬁ.ﬁ:\/ﬁ; ha a < 0, akkor a+/7 =
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3) A feltételekbdl kovetkezik, hogy b < 0, ezért

3b\/%=—\/9?-\/g:—,/9b2.(—§)=—\/3?.

4) A feltételekb6] kovetkezik, hogy ¢ > 0, ezért ¢ \e” =e? - Ve =c. A
3. PELDA. Egyszer(sitsiik az alabbi kifejezéseket:

1) V54a ++/24a -/600a;  2) (3+23)(2-3);

3) (7-3+2)° ~(10 +5)(v10 -5).

Megoldds. 1) Emeljink ki tényez6t a gyokjel alol:
V54a +/24a —/600a = \/9-6a +/4-6a —[100 -6a =
=3+/6a +26a —~106a =+/6a (3+2-10)=+/6a - (-5) =5 /6a.

2) (3+2+3)(2-3)=6-3v3+4v3-2(+3) =6+ /3 -6=+3.

3) Alkalmazzuk a kilonbség négyzetének és a kéttag kiillonbsége és
Osszege szorzatanak nevezetes azonossagait:

(7-342) - (V10 +v5) (V10 -+5) =72 -2.7-342 +(3+2) -
(V10 -(V5)) = 49-422 +18-(10-5) =62 -42/2. A
4. PELDA. Alakitsuk szorzatta a kovetkezd kifejezéseket: 1) a2 — 2;

2)b—4,hab>0; 3) 9c—65c +5 4) a++/a; 5)/3+6; 6)V/35-+/15.
Megolddads. 1) Irjuk fel az adott kifejezést négyzetek kiilonbségeként:

a2—2:a2—(\/§)2:(a—\/§)(a+\/§).

2) Mivel a feltétel szerint b >0, ezért b—4 = (\/5)2 —-4= (\/5 —2) (\/5 + 2).
3) Alkalmazzuk a kéttagu kifejezések négyzetének azonossagat:

965 +5=(3ve) ~2-3ve V5 +(V5) =(3e —5)".
4) Emeljunk ki k6z6s tényezdt: a+\/E=(\/E)2 +va=va(Ja+1).

5) V3+6=+3+2.(V3) =3 (1+23).
6) V3515 =5 -V7-5-3=15(V7-3). A

2-32,
5

b-1. 4

\/Z+1,

5. PELDA. Egyszer(sitsiik a kévetkezd torteket: 1)

3) ,haa>0ésb>0.

a-b
a-2-ab+b
Megoldds. 1) A tort szamlal6jat alakitsuk szorzatta:

-1 (Vo) -1 _(«/3—1)(\/5“):\/5—1.

NN ST —
2-3V2 ()32 _2(\2-3)_ 5 g
2

AN N )
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3) Mivel a > 0 és b > 0, igy szorzatta alakithatjuk Ggy a szamlalot,
mint a nevezét:
a-b _(a-b)(a+\b) _Jario ,
a-2-ab+b (Ja_b)  Va- e

A nevez6 gyoktelenitése azt jelenti, hogy a tortet ugy boévitjik,
hogy a nevezdjében ne legyen gyokos kifejezés.

6. PELDA. Gyoktelenitsiik a kovetkezd tortek nevezgjét: 1)

15 .
243’

2>5J— 1

Megoldas. 1) Bovitsik a tortet \/§‘-ma1, vagyis szorozzuk meg a
szadmlalét és a nevez6t is V3-mal:

15 _ 1543 1543 1543 543

23 2343 g(J3)° 28 2
2) Szorozzuk meg a szamlalét és a nevezét is 5+/2 +1 kifejezéssel:
14 14(5+2+1)  14(5v2+1) 14(5v2+1)
5v2-1 (5v2-1)(542+1) (542)-1  50-1
C14(5+2+1) 2(5v2+1) 104/2+2 N
49 7 7

7. PELDA. Igazoljuk a

[E a2

azonossagot.

Megoldds.( Ja_, b 2@)[\/— x/_b+bj

Jasdo Ja—b b-a N

Ja(a—b) Vb (Ja <o) +2ab (f Jo Wa+ J)J:
(Ja 6) (Ja o) Jarh

=a—x/ﬁ+\/ﬁ+b+2\/a_'(\/;_\/E)z(a+2\/ﬁ+b)(x/a_—\/g)=

(e iV (o)
el (a gy = Varb- A

8. PELDA. Egyszerisitsitk a y12+6 /3 kifejezést.
Megoldds. Alakitsuk a gyok alatti kifejezést teljes négyzetté:

124643 =9+ 20343+ (V3)' =\(34+3) =|3+43 | =3+ 3. A
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I GYAKORLATOK

499.° Emeljetek ki tényez6t a gyokjel alol:

1) V/8; 4) \54; 7) V275; 10) /0,48;
2) V12; 5) \/490; 8) V/108; 11) /450;
3) V32; 6) V500; 9) /0,72; 12) /36 300.

500.° Egyszerlsitsétek az alabbi kifejezéseket:

1) %JE; 2) %\/128; 3) %\/200; 4) -0,05/4400.

501.° Emeljetek ki tényez6t a gyokjel alol:

1) V2T; 4) J125; 7) -240,18;  10) %@;

2) V/24; 5) %\/%; 8) %\/@; 11) 104/0,03;

3) /20; 6) 0,4 /250; 9) 0,81250;  12) 0,7+/1000.
502.° Vigyetek be tényezét a gyokjel ala:

1) 72; 4) ~1014; 7 i\/s_z; 10) —0,3 v100;

2) 3/13; 5) 5+/8; 8) —g J54; 11) 3 \/g;

3) —2V17; 6) 6 Va; 9) %x/128a; 12) % %
503.° Vigyétek be a gyokjel ala a gyokjel el6tt all6 tényezdt:

1) 2/6; 3) -11+/3; 5) —7~/3c; 7)8\/2;

2) 9/2; 4) 12 Vb; 6) ~10/0,7m;  8) —%\/18;;.
504.° EgyszerUsitsétek a kivetkezd kifejezéseket:

1) 4a +3a -5a; 3) 5\c+3d —Je +3d;

2) 60 +2b-8/b; 4) 5 +75-4+/5.
505.° Egyszerlsitsétek a kovetkez6 kifejezéseket:

1) 38Ja -2+a; 3) 946 -2/3 +8/3-36.

2) Ve +10e —14+/e;

506.° Helyettesitsétek a kovetkez6 kifejezéseket veliik azonos kifejezé-

sekkel:
1) V9a +~/25a —/49a; 3) 24/0,04¢ -0,3 16c+%\/0,81c;

2) V64 —%\/36b; 4) 0,4100m +15 %m—1,2\/2,25m.
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507.° Egyszerlsitsétek az alabbi kifejezéseket:
1) 24x + 6 V16x —/625x; 2) 3,/0,09y —0,6 /144y + % , /%y

508.° Egyszerlsitsétek az alabbi kifejezéseket:

1) 8v/2-+/32; 4) 2500 —8/5;

2) 63 —/27; 5) 57 —\/700 - 0,5 /28;

3) /96 — 3/6; 6)25—%%—0,6@.
509.° Racionalisak vagy irracionalisak-e az alabbi kifejezések?

1) V48 -6 -4 /3; 2) V162 -9+/2 +/27.
510.° EgyszerUsitsétek a kovetkezs kifejezéseket:

1) 4700 -27/7; 4) 512 -7/3;

2) V75 -6+/3; 5) 3472 -4/2 +2/98;

3) 250 -8 V2; 6) 3 V108 +/363 - 2 243.
511.° Egyszer(sitsétek a kovetkezd kifejezéseket:

1) V2 (V50 +/8); 3) (3v5-4+/3) 5;

2) (V3-v12) - J5; 9 22 (38 -1 V2 +153).
512.° Egyszer(sitsétek az alabbi kifejezéseket:

1) V7 (N7 -/28); 3) (44/3-75+4)-3/3;

2) (V18 ++/72) - 2; 4) (600 +6 —+/24) - /6.

513.° Végezzétek el a kijelolt szorzast:

1) (2—J§)(J§+1); ( )(y+\/_)
2) (V2++5)(2v2-5); 7) (42 - 2[)(2I+4\/—)
3) (a++b)(a—b); 8) (m+n)’;
4) (Wb —e) (Vo ++e); 9) (Va - )
5) (4+3)(4-3); 10) (2-3+3)".
514.° Végezzétek el a kijelolt szorzast:
1) (V7+3) (347 -1); 5) (V5 - )( V5 +x);
2) (4v2-V3)(2v2+53); 6) (V19 ++/17) (V19 -V17);
3) (Vp-a)(Vp+a); 7) (V6 ++2)’;
1) (6-13)(6+13); 8) (3—2J_) .

= 515.° Mennyi az alabbi kifejezések értéke?

1) (2447) —47; 2) (V6 -3) +6+2.



16. Négyzetgyokot tartalmazo kifejezések azonos atalakitasai 127

516.° Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:

1) (3++5) -65; 2) (Viz-2v2) +86.
517.° Gyoktelenitsétek a kovetkezb tortek nevezdjét:
4 18 a 7
1) E; 3) £§ 5) m; 7) ﬁ;
12 m 5 24
2) ﬁ; 4) ﬁ; 6) E; 8) m
518.° Gyoktelenitsétek a kovetkezd tortek nevezdjét:
a 18 5 13 30 2
1) ﬁ; 2) ﬁ; 3) ﬁ; 4) E; 5) ﬁ; 6) 3\/;-
519.° Bontsatok tényezékre az alabbi kifejezéseket:
1) a? - 3; 9) b+6b+9;
2) 4b% — 2; 10) 3+2+/3¢c +¢;
3) 5 —6¢% 11) 2++/2;
4 a—-9,haa>0; 12)6ﬁ—7;
5 m—-n,ha m>0, n>0; 13)a—\/a_;
6) 16x — 25y, ha x>0, y>0; 14) /b ++/3b;
T a-2a+1; 15) V15 —+/5.
8) 4m—28mn +49n, ha m>0, n>0;
520.° Bontsatok tényezdkre az alabbi kifejezéseket:
1) 15 — % 6) m+2Jmn +n,
2) 49x? — 2; ha m=>0, n>0;
3) 36p — 649, ha p>0, ¢>0; 7 a-4-a +4;
4) ¢ — 100, ha ¢>0; 8) 5+/5;
5) a—8b+a +16b% 9) @—p;
10) V12 +4/32.
521." Egyszerlsitsétek a kovetkez6 torteket:
Ay ) 8a=7b. o VI3
a+7 25a —49b 5_\/5
2 \/5—217; 6) 100a” ~9b_ 10) 13—\/5;
3-b 10a+3 b V13
3 €9 . 7 V2-1 : 11)a+2\/E+b;
Je-3 J6-/3 Ja ++b
4) a-b : 8) \/%4—\/%; 12) 4b2—4b\/2+c.
a+b V742 2 /e
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522.° Egyszerlsitsétek a kovetkez6 torteket:

x—25 . V10 5 . Va-\b .
b V-5 9 N L a-2-Jab+b’

Ja+2, 23 /23 . b-8+/b +16
2) 5 5)—\/5 : 8)—\/5_4 .
3) a-3 . \/_ \/_

Ja /3’ \/_ J63’

523.° Emeljetek ki tényezdt a gydkjel aldl:
1) v3a?, ha a>0; 2) v5b%, ha b<0; 3)V12a*; 4) Jed.

524.° Emeljetek ki tényezG6t a gyokjel alol:

1) V18x'2; 2) y°.

525.° Egyszerlsitsétek a kivetkezo kifejezéseket:
1) V98 —/50 ++/32; 4) \5a —2/20a +3/80a;
2) 38 +128 -2 V162; 5) Va® 2 a%, ha a > 0;

3) 0,7 \/300—71% +§J108; 6) Vo +4e e —Be? Je.
526.° Egyszertsitsétek a kovetkezl kifejezéseket:

1) 0,512 —327 +0,4 V75; 3) \/81a7—5a3\/5+g@.
2) 2,5+/28b +§ J63b -10+/0,07b;

527.° Bizonyitsatok be a kovetkezd egyenlGségeket:

1) J11+4~7 =7 +2; 2) J14+8+/3 =/8 + /6.

528.° EgyszerUlsitsétek az alabbi kifejezéseket:

D (2v3-1) (V27 +2); 1) (7+4+3)(2-V3)’;
2) (V5-2)" - (3+5)’; 5) (V6245 —J6-25 ) .

3) V1T -4 - V17 +4;

5 529.° Hatarozzatok meg a kovetkezd kifejezések értékét:

D (3v2+1)(V8-2); 3) (10-46)(2+v6);
2
2) (3-27) +(3+27); 9 (Jo-av2 +\Jorav2).
530." Egyszertsitsétek az alabbi torteket:
a” -5 a—4b
2) \/%—2\/5; 4) x? _ x"-6y

6a —-21

x? +6y — x\/24
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5 Ja b . m~/m -27
Tt s “ins
531." Egyszertsitsétek az al4dbbi torteket:
1) a-b . 3) a-2+a+4
Vit —11a’ aa+8
2) 2a+10+2ab +25b, haa> 0, b > 0;
6a —75b
532.° Gyoktelenitsétek az alabbi tortek nevezdjét:
V2 15 1
) —=—; 3) ———; 5) ——+;
' NESNT) N
9 4. H 19 6)*/§+1.
NAENEY 251 J3-1
533.° Gyoktelenitsétek az alabbi tortek nevezgjét:
i R S i R
J5-2 Vio -2 Jr+ \/; 2++/2
534.° Igazoljatok a kovetkezd egyenlGségeket:
1 1
1) + =10;
5-26 5+26
2 2
2 - =-8;
) 3v2+4 32-4
J2+1 2-1
3 =42
) \/_ 1 \/§+1
535.° Igazoljatok, hogy az alabbi kifejezések értéke racionalis szam:
.6 _, 6 . \/— V6 11-V6
3+2v3 3-243’ RN TEN AN TEN S
536." Egyszer(sitsétek a kovetkezd kifejezéseket:
H _4a- 4, 6 4t Ja b
J_ 2 Va-2° b 2va+z
2)\/Z+1_\/Z+3, 7)f 5.c 25
Jm-2  m ' Je

3) \/;+4_\/;—4. )
Jey vy xeifxy’

| Va-
e JGa ) *
D e F2 Q =

10)

3
e
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537.° Egyszer(sitsétek a kovetkezd kifejezéseket:

1)\/a_—3_JZ—4, 2 Jm ,[\/Z+\/Z+ Jn j
Va1 Vo N Y AN i .
a+1 b+1 | x+1 4~Nx | x++x,
ARG NN -
a-~ab ~ab-b Ve-1 x-1) Jx-1’
3 Ve oo x g 464 1 ~ a+8
y—Z\/; 3\/;—6, Va+3 a+8Va a-3a
538." Emeljetek ki tényezot a gyokjel alol:
1) v-m®; 5) \/45x%y'*, hay <0;
2) va*b'®, ha a = 0; 6) V64a?°, ha a> 0;
3) \4x%y, ha x < 0; 7) V242m''b'®, ha b < 0;
4) Vm™n", ha m<0, n<0; 8) -m?n?p*, ham>0,n<0.
539.” Emeljetek ki tényezdt a gyokjel aldl:
1) V-m'%; 4) Va®b®;
2) Va*b*', ha b = 0; 5) {27x"y?**, ha y <0;
3) V49a’b, ha a < 0; 6) -50m®n®p”, ham>0,n>0.
540.” Vigyétek be a gyokjel ala a szorzdtényezét:
1) a~/3; 5) xy® \/xy, ha x<0;
2) b~/-b; 6) 2p \/g;
3) ee®; 7) 2p,/—§;
4) mn, ha m>0; 8) abz\/%, ha a>0.
541." Vigyétek be a gyokjel ala a szorzétényezot:
1) m 7, ha m>0; 4) x'y+/x’y, ha y<0;
2) 3n/6, ha n<0; 5) Ta \E?

3) pp%; 6) 5ab,/—‘;—b, ha a<0, b> 0.
542." Bizonyitsatok be a kovetkezd azonossagokat:
D 8Va __ 15Va  }.8Va+41 7a-49_ ;o o
\/;+7 a+14\/;+49 a—-49 \/;+7
gy ava+27 [ Ja-3 _ Jab-9 \_
Ja-b \a-3Va+9 aa+21
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543.” EgyszerUsitsétek az alabbi kifejezéseket:

(e 1 (Boe)) Jate,
a++ab 04— a++b a++ab
o P g2

544." Egyszertsitsétek a kovetkezd kifejezéseket:

1) \/3+2+/2; 2) \T+4+/3; 3) V11+2+/30.

545." Egyszerlsitsétek a kivetkezs kifejezéseket:

1) \/8+27; 2) J15+6+/6; 3) \7+2+/10.

546." Egyszertsitsétek az alabbi kifejezést:
1 1 1

1 1
Jze1 Bz Jaiv3 sz 1004409
547." Igazoljatok, hogy
1,1 1 _Jo1-1
V311 53 N5 WJo1++/89 2

548." Igazoljatok, hogy

V22442 22 v2 2-21v2 2.

549." Egyszer(sitsétek az alabbi kifejezéseket:

1) \/10+8\/2+\/9+4J§; 2) \/22+6\/3+\/13+\/E.

I ISMETLO FELADATOK

550. Egy munkésnak naponta 12 alkatrészt kellett elkészitenie. Mivel
6 naponta 15 alkatrészt gyartott, igy a hataridd lejarta eltt mar
5 nappal csak 30 alkatrészt kellett elkészitenie. Hany alkatrészt
kellett a munkasnak a terv szerint legyartania?

551. A kiarusitason egy termék arat 20%-kal csokkentették. Hany sza-
zalékkal kellene ennek a terméknek az arat névelni, hogy az eredeti
aron lehessen értékesiteni?

552. Egy csénak a folyon lefelé haladva 32 km-t 4 6ra alatt tett meg, a
folyén felfelé pedig 8 6ra alatt. Hatarozzatok meg a folyéviz sebességét
és a csonak sebességét allovizben!

553. Ferenc és Olga egy vonaton utazott. Ferenc a szerelvény elejétsl
szamitva a 12-edik vagonba szallt fel, Olga a végétsl szamitva a
6-dikba. Kideriilt, hogy egy vagonban fognak utazni. Hany vagonbdl
allt a szerelvény?
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554. Az adott kifejezések kozil melyik értéke a legnagyobb, ha az a szam
pozitiv, a b szam pedig negativ:
1) ab; 2) —a?b?; 3) —ab?; 4) ab; 5) —a?b?

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

555. Egy osztaly tanuldinak legalabb 96,5%-a és legfeljebb 95,5%-a j6

vagy kitling tanulé. Hanyan jarnak ebbe az osztalyba?

VAl Az y=-/x fliggvény és grafikonja

Ha x-szel jeloljuk a négyzet tertletét, akkor az y = Jx képlettel meg
tudjuk hatarozni a négyzet oldalhosszat. A teriilet, az x valtozasa maga
utan vonja az oldalhossz, az y valtozasat.

Erthetd, hogy minden x értéknek csak egy y érték felel meg. Tehat az
y és az x valtozd kozott egyértelml a hozzarendelés, vagyis az y= Jx
képlet egy fliggvényt add meg.

Mivel a vx kifejezés, csak a nemnegativ értékekre értelmezhetd, igy
a négyzetgyokfluiggvény értelmezési tartomanya is a nemnegativ szamok
halmaza.

Ax kifejezés értéke sem lehet negativ szam, igy egyetlen negativ
szdm sem tartozhat hozza a fiiggvény értékkészletéhez. Igazoljuk, hogy
azy= Jx fliggvény barmely nemnegativ szamot felvesz, példaul y = 7,2.
Valoban létezik az argumentumnak olyan értéke, melynél Jx =7,2.Ez
a szam az x = 7,22. A bemutatott példa igazolja, hogy barmely nemnega-
tiv b szamra létezik olyan x érték, hogy Jx =b. Ez a szadm a b2,

Tehat az y= Jx figgvény értékkészlete a nemnegativ szamok hal-
maza.

Megjegyezziik, hogyha x = 0, akkor y = 0.

Figyelembe véve az y = Jx fliggvény értelmezési tartomanyat és ér-
tékkészletét megallapithatjuk, hogy a figgvény grafikonja az I. koordi-
nata-negyedben helyezkedik el.

Készitsiink fuggvényérték-tablazatot. Az alabbi tabldzatban feltiin-
tettiink néhany argumentumeértéket és a hozza rendelt fliggvényértéket.
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x 0 0,25 1 2,25 4 6,25 9
y 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

Tuntesstuk fel koordinata-rendszerben azokat a pontokat, melyek
(x; ¥) koordinatai a tablazatban szerepld értékparok (29. dbra)!

YA yh

[uiy
[uiy
.

(=)
=3
XY
S
(=3
<Y

29. dbra 30. dbra

Minél tobb olyan pontot tintetiink fel, melynek a koordinatai kielé-
gitik az y=+/x egyenletet, anndl kevésbé fog eltérni a mi rajzunk az
y=+/x fiiggvény képétél (30. 4bra).

Ha minden ilyen pontot fel tudnank tintetni, akkor a 31. abran lat-
haté rajzot kapnank. Késébbi tanulmanyaitok soran megbizonyosodtok
majd arrél, hogy az y = Jx fiiggvény grafikonja az y = ? fiiggvény grafi-
konjanak az egyik aga.

Vizsgaljuk az y = Jx figgvényt két tetszbleges, x; és x, argumentum-
ra, melyekre igaz, hogy x, < x,. A szdmtani négyzetgyok tulajdonsaga
alapjan megallapithatjuk, hogy \/xT < \/xj . Ez azt jelenti, hogy a nagyobb
argumentumértéknek nagyobb fliggvényérték felel meg, és forditva,
nagyobb fuggvényértékhez nagyobb argumentumérték tartozik, vagyis
ha \/x71< \/xj, akkor x, < x, (32. abra).

yA YA
—— R =
1 al Ja F 1= !
I v T T T
- 1 1 >
0 1 X 0 x1 xz X

31. abra 32. dbra
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Az alabbi tablazatban 6sszefoglaltuk az y = Jx fliggvényrd6l az ebben
a pontban tanultakat.

Ertelmezési tartomany Minden nemnegativ szdm
Ertékkészlet Minden nemnegativ szam
Grafikon A parabola egyik aga

Zérushely (az argumentum [x=0
azon értéke, melynél a fugg-
vényérték nulla)

A fuggvényértékek Osszeha- | Nagyobb argumentumértékhez na-
sonlitasa gyobb fuggvényérték tartozik

1. PELDA. Oldjuk meg grafikusan a Jx=6-x egyenletet.

Megoldas. Abrézoljuk ko6zos koor-
Ay dinata-rendszerben azyzx/; és az
7 s y = 6 — x figgvények grafikonjat
(o} || (33. dbra). A grafikonok metszik egy-
e mast, a metszéspont abszcisszaja 4. Az
— ellendrzés igazolja, hogy a 4 valéban
L gyoke az egyenletnek. A

\ e
\l

[ui

2. PELDA. Hasonlitsatok 6ssze a
kovetkezd szamokat:

1) 6 és V/31; 2) 37 és /65.
Megolddas. 1) Mivel 6=+/36 és
36 > 31, igy /36 >+/31, azaz 6 >+/31.
2) Tudjuk, hogy 37=63 és
63 < 65, igy V63 </65. Tehat 37 </65. A

S
—
o~
RY

33.4bra

3. PELDA. Mely x értékekre teljesiil a Jx <3 egyenldtlenség?
Megoldds. Az adott egyenlStlenséget irjuk fel Jx <9 alakban.
Mivel az y:\/; figgvény nagyobb értékeihez nagyobb argumentum

felel meg, igy x < 9. Figyelembe véve, hogy a Jx kifejezés csak pozitiv
szamokra van értelmezve, igy 0 < x < 9. A

4. PELDA. Egyszersitsiik a \/(\/5 —2) \/(\/5—3)2 kifejezést.
Megoldds. Vegyuk figyelembe, hogy J5>26s5<3, igy J5-2>0
és \/5-3<0. Innen
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J(WB-2) (V3-8 =|VB-2|+| V53| =B -2+3-v5 -1.

Felelet: 1. A

-~

.Miaz y= Jx fuggvény értelmezési tartomanya?

.Miaz y= Jx fuggvény értékkészlete?

.Miaz y= Jx fuggvény zérushelye?

. Melyik koordinata-negyedben van az y = Jx fuggvény grafikonja?

. Milyen gorbe az y = Jx fuggveény grafikonja?

. Az a és a b nemnegativ szamokrdl tudjuk, hogy a < b. Hasonlitsatok 6sz-
sze a Ja és b kifejezések értékét!

7. Tudjuk, hogy Ja </b. Mit mondhatunk el az a és a b szamokrl?

o0 WN PP

I GYAKORLATOK

556.° Toltsétek ki a tablazatot, ha y =/x.

0,01 4 1600
9 11 1,5

557.° Egy fliggvény az y= Jx képlettel van megadva.
1) Mennyi a fiiggvény 0,16; 64; 1,44; 3600 argumentumahoz tartozo
helyettesitési értéke?
2) Az argumentum mely értékénél veszi fel a fliggvény a 0,2; 5; 120;
—4 értéket?
558.° Rajz nélkul allapitsatok meg, az alabbi pontok kozil melyek illesz-
kednek az y=+/x fiiggvény grafikonjahoz: A (36; 6), B (4; —2),
C(0,81;0,9), D (-1; 1), E (42,25; 6,5).
559.° Az alabbi pontok kozil melyek tartoznak az y = Jx fiiggvény grafi-
konjahoz:
1) A (16; 4); 2) B (49; -7); 3) C(3,6;0,6); 4)D(-36;6)?
560.° Hasonlitsatok 6ssze az alabbi szamokat:

1) V86 és J78; 4) \/g és 1; 7 J41 és 2410;

2) +1,4 és /1,6; 5) —7 és —/438; 8) 0,6 3% és \1,1;
3) 5 és V/26; 6) 3/2 és 2+/3; 9) 75 és 4/3.
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561.° Melyik szam nagyobb?

1)\@ és \E; 3) V/33 és 6; 5) V30 és 2/T;
2)9és\/8_2; 4)3\/gé5x/ﬁ; 6)7\/7es—

562.° Rajz nélkul hatarozzatok meg az y = Jx figgvény grafikonjanak
és az alabbi egyenesek metszéspontjanak koordinatait:
Dy=1; 2)y=0,8; 3) y=—6; 4) y = 500.

563.° Rendezzétek a kovetkezd szamokat csokkend sorrendbe: 8, /62,
7,9, V65, 8,2!
564." Rendezzétek a kovetkezd szamokat novekvs sorrendbe: +38, 6,1,

6, V35, 5,9!

565.° Mely két egymast kévets egész szam kozott helyezkedik el az alabbi
szam a szamegyenesen?

1) V2; 4) I7; 7) V/59;
2) /3; 5) V13; 8) —115;

3) V5; 6) 4/0,98; 9) —/76,19.

566." Mely két szomszédos egész szam kozott helyezkedik el az alabbi
szam a szamegyenesen?

D V6; 2)V19; 3)V29; 4) V160; 5) —/86; 6) —/30,5.

567.° Nevezzétek meg azokat az egész szamokat, melyek a szamegyenesen
az alabbi szamok kozott helyezkednek el:

1)3és68; 27 és\TT;  3) V31 é65-2,3; 4) /42 és2,8.

568." Nevezzétek meg azokat az egész szamokat, melyek a szamegyenesen
az alabbi szamok kozott vannak:

1) V3 és V13; 2) 10 és \/90; 3) V145 és —/47.

569.° Mely x értékekre igazak az alabbi egyenlStlenségek?

1) Vx>2; 2) Jx <4; 3) 6 <Jx <9.
570.° Mely x értékekre igazak az alabbi egyenlGtlenségek?

1) Jx <8; 2) Jx >T; 3) 10 <+x <20.
571.° Oldjatok meg grafikusan az alabbi egyenleteket:

1)\/;:x; 3)\/;=x+2; 5)\/;=;

2) V= x% HVJx=05x+0,5;  6) Vx=1,5-0,5x.
572.° Oldjatok meg grafikusan az alabbi egyenleteket:

1) Va=—x-1; 2) Vx =2-x; 3) Jr==2

573.° Egyszer(sitsétek az alabbi kifejezéseket:

1 \/( JE)Z 3) (25 -3)";
2) V({6 - (B2 +4(3-




17. Az y = Jx fliggvény és grafikonja 137

574.° Egyszertsitsétek az alabbi kifejezéseket:

1) V(5 -4)"; 2 J(V8-3) —\(V2-3)’.

575.” Oldjatok meg a /x =—x? egyenletet!

é, hax<O,
576." Adott az f(x)=4% fliggvény.
\/;, hax=>0

1) Hatérozzétok meg f(—8), f(0), f(9) helyettesitési értékeket!
2) Abrazoljatok a fuggvényt!
x2, ha x<1, S
uggvény.
\/;, ha x>1 sgveny

1) Hatérozzétok meg f(=2), f(0), f(1), f(4) helyettesitési értékeket!
2) Abrazoljatok a fuiggvényt!

577." Adott az f (x) Z{

578.” Hatarozzatok meg az y=+/—x fliggvény értelmezési tartomanyat,
értékkészletét és zérushelyeit! Abrazoljatok a fuggvényt!

579.” Abrézoljétok az y= % fuggvényt!
x

580." Egyszer(isitsétek a kovetkezd kifejezéseket:

1) y8-247; 2)y5-26; 3)J12-6+3; 4)38-124/2.

581." Egyszeriisitsétek a kovetkezd kifejezéseket:

1) \9-4+/5; 2) J7-2410; 3) /37 -20+3.

582." Az a paraméter értékeitdl fliiggen hiny gyoke van a Jx=a-x
egyenletnek?

583." Egyszer(sitsétek a \/(\/E + 1)2 ~4+a + \/(\/E —2)2 +8+a kifejezést!

584." Egyszeriisitsétek a \/(\/;—6)2 +24-Ja —\/(\/E +6)2 ~24a kifeje-
zést!

I ISMETLO FELADATOK

585. Az egyik konténerben 90 kg alma volt, egy masikban pedig 75 kg.
Miutan az elsd konténerb6l haromszor annyi almat vettek ki, mint a
masodikbdl, az els6 konténerben kétszer kevesebb alma maradt, mint
a masodikban. Hany kilogramm almat vettek ki az elsé konténerb§1?

586. A folyami kikot6bdl a vizfolyassal szemben egy motorcsénak indult
el, melynek a sebessége allévizben 12 km/h. 40 perccel az indulds utan
meghibasodott a csénak motorja, és igy a csénakot a vizfolyas 2 éra
alatt visszahozta a kikétGbe. Mekkora a folyé sebessége?
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587. Igazoljatok az alabbi azonossagokat:
a-26 1 a+2b ), a*-2ab _2b,
a?+2ab a®-4b> " (2b-a)?

"a%+dab+4b®  a*’
2)( 2a 4a ).az—g_az—ga:a-
a+3 g?’+6a+9) a+l a+3
588. Két helység kozott az utat egy személygépkocsi 2 6ra alatt teszi
meg, egy tehergépkocsi 3 éra alatt. Hany éra mulva talalkozik a sze-
mélygépkocsi és a teherautd, ha a két helységbdl egyszerre indulnak

egymassal szemben?

l FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ

589. Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

1) %= 0; 4) —3x%+ 12 = 0; 7 %x2—5x:0;
2) x?—1=0; 5) bx? — 6x = 0; 8 x*—2x+1=0;
3) x2+bx=0; 6) 0,2x%+ 2 =0; 9) 9x2 + 30x + 25 =0.

l NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

590. Az 1-t6]1 37-ig 1évl természetes szamokat ugy rendezték el, hogy
barmely szam osztdja az elGtte alld szamok 6sszegének. Melyik szam
all ebben a sorban a harmadik helyen, ha az elsé helyen a 37 van, a
masodikon pedig az 1?

ELLENORIZZETEK MAGATOKAT! 4. SZ. TESZTFELADAT

1. Az alabbi allitasok kozul melyik hamis?
A) -5 egész szam; C) —5 irraciondlis szam;
B) —5 raciondlis szam; D) —5 valés szam.

2. Az alabbi szamok kézil melyik irracionalis?

A) V4, B) J/0,4; C) 4/0,04; D) J400.

3. Az alabbi fuggvények koziil melyik grafikonja parabola?
A)y=2x; B) y=x% 0 y=2; D) y=75.
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4. Az alabbi rajzok kozil melyiken lathaté az y = Jx fliggvény grafikon-
ja?

A) y B) y C) y D) y

0 x o‘x 0

x 0‘ x

5. Az alabbi kifejezések koziil melyik nem értelmezhet6?

A) V25 B) —/2; C) V-2 D) (-2)°.
6. Szamitsatok ki a v7x—3 kifejezés értékét, ha x = 4!

A) 5; B) -5; C) 25; D) -25.
7. Mennyi a /360,81 kifejezés értéke?

A) 6,9; B) 54; C) 5,4; D) 0,54.

1 2

8. Hatarozzatok meg a (5 J10 ) kifejezés értékét!

A) 2; B) 4; C) 2,5; D) 0,4.
9. Egyszerisitsétek a J9a —\/16a ++/64a kifejezést!

A) 15a; B) 15a; C) 7a; D) 7a.
10. Gyoktelenitsétek a % tort nevezdjét!

A) V2; B) 42; C) 62; D) 10+2.
11. Egyszer(sitsétek az — 222 {ortet!

a-2+2a+2
Ja +2 a+2 Va2
A) ; B) ; ORE D) .
Ja -2 a-2 Ja++2
2

12. Egyszerisitsétek a (2+45)(2-v5)+(V5+1) =20 kifejezést!

A) 15; B) 5; C) 10-+/5; D) 10+5+/5.

A 2. PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASA

Az y = x? fliggvény tulajdonsagai:
Ertelmezési tartomanya: R.
Ertékkészlete: a nemnegativ szamok halmaza.
Grafikonja: parabola.
Zérushelye: x = 0.
A grafikon tulajdonsaga: ha az A(x,; y,) pont rajta van a fliggvény
grafikonjan, akkor a B(—x,; y,) pont is illeszkedik erre a parabolara.
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Négyzetgyok
Az a szam négyzetgyokének nevezziik azt a szamot, melynek a négy-
zete egyenld a-val.

Szamtani négyzetgyok
Az a szam szamtani négyzetgyokének nevezzik azt a nemnegativ
szamot, melynek a négyzete egyenlé a-val.

Egyenl6 halmazok
Az A és B halmaz egyenlG, ha ugyanazok az elemeik, vagyis ha az A
halmaz minden eleme a B-nek is eleme, és forditva, ha a B halmaz
minden eleme az A-nak is eleme.

Részhalmaz
A B halmaz részhalmaza az A halmaznak, ha a B halmaz minden
eleme az A-nak is eleme.

A szamhalmazok jelolése
N — természetes szamok halmaza
7. — egész szamok halmaza
Q —racionalis szamok halmaza
R— valds szamok halmaza

A szamhalmazok ko6zotti kapcesolat
NcZcQcR

A gyOkvonas azonossagai
Bérmilyen valés a szdmra teljesiil a Va® =| a | egyenlség.
Barmilyen valds a szamra és természetes n szamra teljesil a

Va? =| a" | egyenléség.
Barmilyen valés a és b szamra, ha a > 0 és b > 0 teljesil a

Jab =a b.
Ja

Barmilyen valés a és b szamra, ha a > 0 és b > 0 teljestl a \/% = T
b

egyenl@ség.
Minden nemnegativ a, és a, valés szamra, ha a, > a,, akkor \/a, > /a,.

Az y=+/x fiiggvény tulajdonsagai

Ertelmezési tartomanya: a nemnegativ szamok halmaza.
Ertékkészlete: a nemnegativ szamok halmaza.

Grafikonja: parabola agai.

Zérushelye: x = 0.

Nagyobb argumentumértékhez nagyobb fliggvényérték tartozik.



A MASODFOKU EGYENLET

e Megtanuljatok megoldani az ax? + bx + ¢ = 0 alaku egyenleteket.

e Megismerkedtek a masodfoku egyenletekre alkalmazhaté neve-
zetes Viete tételével.

letek megoldasat.

(Sl Masodfoku egyenletek. A nem teljes
masodfoku egyenletek megoldasa

Mar megtanultatok, hogyan kell megoldani az ax + b =0 alaku linearis
egyenleteket, ahol a és b barmely szam, x a valtozd.

Ha a # 0, akkor az ax = b alaku egyenleteket els6fokil egyenletek-
nek nevezzuk.

Példaul a 2x =3, 3x=0és az %x =-7 linearis egyenletek elséfokuak,

viszont a Ox = 0 és Ox = 2 line4ris egyenletek nem elséfokuak.

Az a és a b szamokat az ax = b els6foku linearis egyenlet egytitt-
hatoinak nevezzik.

Azt a tényt, hogy az els6foku egyenletek a linearis egyenleteknek
részesetel, a 34. abra szemlélteti.

Linearis egyenletek

Elséfoka
egyenletek

34. dbra

Mar talalkoztatok néhany olyan egyenlet megoldasaval, melyben
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a valtozé masodik hatvanya szerepel. Példaul felkészilés kézben mar
megoldottatok az x>=0, x>~ 1 =0, x* + 5x =0, x> — 2x + 1= 0 egyenleteket
(589. példa). Ezek az egyenletek ax? + bx + ¢ = 0 alaktak.

Meghatarozas. Az ax?+ bx + ¢ = 0 alaka egyenleteket
masodfoku egyenleteknek nevezziik, ahol x a valtozo,
a, b és c barmely szam és a # 0.

Az a, b és ¢ szamokat a masodfoku egyenlet egyiitthatoéinak
nevezzlik. Az a szam a négyzetes tag egyltthatdja, f6egyutthato, b az
els6foku tag egyutthatdja, ¢ a szabad tag.

Példaul a —2x?% + 5x + 3 = 0 masodfokt egyenletben a =—2, b =5 és c= 3.

Az x®+2x-1=0,x>— 4= 0, x>+ 3 x = 0 egyenletek fGegyutthatdja 1.

Mivel az ax? + bx + ¢ = 0 masodfoku egyenlet fGegytitthatéja nem
lehet nulla, ezért barmelyik méasodfoku egyenlet felirhato6 olyan alakban,
ahol a fGegytitthat6 1. Osszuk el az ax? + bx + ¢ = 0 egyenlet mindkét

oldalat g-val: x> +2x+S=0.
a a

Ha az ax? + bx + ¢ = 0 egyenlet b vagy ¢ egytitthatdja nulla, akkor az
egyenletet hianyos (nem teljes) masodfoku egyenletnek nevezzik.

A hidnyos masodfoku egyenletek harom részesetét kulonboztetjik
meg:

1. Ha b = ¢ =0, akkor ax?>=0.

2.Hac=04és b +0, akkor ax?> + bx = 0.

3.Hab=0ésc#0, akkor ax?+ ¢ =0.

Oldjuk meg mindegyik részesetet kiillon-kiilon.

1) Mivel a # 0, ezért az ax?> = 0 egyenletnek egyetlen gyoke van, az
x=0.

2) Az ax?+ bx = 0 egyenletet irjuk fel x(ax + b) = 0 alakban. Ennek
az egyenletnek mindig két, x, és x, gyoke van. Az egyik gyok a nulla, a

masik az ax + b = 0 egyenlet gyoke. Tehat x, =0 és x, = —Z.
3) Az ax? + ¢ = 0 egyenletet irjuk fel x2 :—2 alakban. Mivel ¢ # 0,

igy két eset lehetséges: —2 <0 vagy —2 > 0. Konnyen belathatd, hogy az

elsé esetben az egyenletnek nincs megolddsa. A masodik esetben az

egyenletnek két gycke van: x, =, [—% és x, =—, l—%.
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A kapott eredményeket az alabbi tablazat foglalja 6ssze.

A b és c egyutthatok
értékei Egyenlet Gyokok
ax®>+bx+c=0
b=c=0 ax?*=0 x=0
x; =0,
b#0,c=0 ax®+bx=0 b
Xy =—=
a
b=0,-%<0 ax®+c=0 nincs megoldas
a
c
X, =4,
b=0,-5>0 ax*+c=0 a4
c
xz = _;

PELDA. Oldjuk mag az x* _Ax o egyenletet.

| x|
Megoldds. Ha x>0, akkor x2 —4735:0; x*—4=0;x=2vagy x =-2.
Viszont x = —2 nem felel meg az x > 0 feltételnek.
Ha x < 0, akkor x? +47x:0; x%2 + 4 = 0. Ennek az egyenletnek nincs

megoldasa.
Felelet: 2. A

?

1. Milyen egyenletet nevezink linearisnak?
2. Milyen egyenletet neveziink elséfokunak?

w

. Hozzatok fel példat olyan linearis egyenletre, amely elséfoku és olyan li-
nearis egyenletre, amely nem elséfoku!

. Milyen egyenletet neveziink masodfokdnak?

. Hogyan hivjuk az ax? + bx + ¢ = 0 egyenlet egydtthatait!

. Melyek a redukalt masodfoku egyenletek?

. Melyek a hianyos masodfoku egyenletek?

. A hianyos masodfoku egyenletek mely részeseteit killonbdztetjik meg?

o ~N o U A

Hany gyoke van ezekben az estekben az egyenletnek?
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I GYAKORLATOK

591.° Az alabbi egyenletek kozil valasszatok ki a masodfokuakat! Ne-
vezzétek meg a masodfoku egyenletek egyutthatoéit, féegyutthatojat,
szabadtagjat!

1) x=0; 5) x2—4x+2=0; 9) 6 —x2+4x=0;
2) x2=0; 6) 3x3 —x?2+6=0; 10) —x? - 2x+ 3 =0.
3) x2+x=0; T) —2x%>+ Tx—8=0;

4) x>+ 1=0; 8 xP—x—-9=0;

592.° Ird fel azt a masodfokt egyenletet, melynek:
1) a fGegyutthatdja 6, az els6foku tag egytitthatdja 7 és a szabadtag
pedig 2;
2) afGegyutthatdja 1, az els6fokl tag egylitthatdja —8 és a szabadtag
pedig —é;
3) afGegyutthatdja —0,5, az els6foku tag egytitthatdja 0 és a szabad-
. 3
tag pedig 2?;
4) afGegyutthatdja 7,2, az els6fokt tag egyutthatdja —2 és a szabadtag
pedig 0.
593.° [rjatok fel azt a masodfoku egyenletet, melynek:
1) afGegyitthatdja—1, az els6 foku tag egytitthatdja —2 és a szabadtag
pedig 1,6;
2) afbegyutthatdja és a szabadtag 2, az els6foku tag egytitthatdja 0.
594.° Irjatok fel az alabbi egyenleteket ax? + bx + ¢ = 0 alakban, nevezd
meg az a, b és c egyutthatokat:
1) 6x (3 —x) =7 — 2«2, 3) Bx—12=(x+4) (x—2);
2 x(x+1)=(—3) (7Tx + 2); 4)4x (x+8) — (x —6) (x+ 6) =0.
595.° frjétok fel az alabbi egyenleteket ax? + bx + ¢ = 0 alakban, nevezd
meg az a, b és c egyutthatokat:
1) x (x + 10) = 8x + 3; 2) (x + 2)% = 2x2 + 4.
596.° Az alabbi egyenletek koziil nevezzétek meg azokat, melyek f6egytitt-
hatdja 1! Alakitsatok at a tobbi egyenletet Gigy, hogy a fegyutthatdja
1 legyen:

Da—bx+34=0; 3) %x2+x—5:0; 5) —x2+8x—T7=0:

2)2x*+6x+8=0; 4)16—6x+x2=0; 6) —0,2x? + 0,8x + 1 =0.
597.° Alakitsatok at az egyenleteket gy, hogy a f6egytitthatdja 1 legyen:
1) %xz—2x—3:0; 2) —42%+20x—16=0; 3)3x*+x+2=0.
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598.° Az 1; 0; —3; 2; —10 szamok kozul melyek gyokei az x2+ 9x—10=0
egyenletnek?
599.° Igazoljatok, hogy:
1) —1 gyoke az x? — 2x + 3 = 0 egyenletnek;
2)a —% és a —3 gyoke a 3x? + 10x + 3 = 0 egyenletnek;
3) a 2 és 2 gyoke a 3x? — 6 = 0 egyenletnek!
600.° Igazoljatok, hogy:
1) -5 gyoke az x* + 3x — 10 = 0 egyenletnek;
2) a 4 gyoke az ixz —4x =0 egyenletnek!

601.° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

1) 5x? — 45 =0; 3) 2x? - 10 = 0; 5) 64x>—-9=0;

2) x? + 8x =0; 4) 2x? — 10x = 0; 6) x>+ 16 =0.
602.° Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:

1) x>+ Tx=0; 3) 3x2-6=0;

2) 2x%2 — 11x = 0; 4) —8x?=0.

603.° Oldjatok meg a kovetkezl egyenleteket:
1) Bx—1) (x+4)=—4;
2) 2x—1)2-6 (6 — x) = 2x;
) x+2) (x—3)—(x—5) (x+5)=x>—ux.
604.° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
1) Bx—2) (Bx + 2) + (4x — 5)? = 10x + 21;
2)C2x—1) (x+8 —(x—1) (x+1)=15x.
605.° Hatarozzatok meg azt a két szomszédos természetes szamot, melyek
szorzata 36-tal nagyobb a kisebbik szamnal!
606.° Hatarozzatok meg azt a két szomszédos természetes szamot, melyek
szorzata 80-nal nagyobb a nagyobbik szdmn4l!

607.° Igazoljatok, hogy a 2 — V3 és 2++/3 szdmok gyokei az x?—4x+1=0
egyenletnek!
608.° Oldjatok meg a kovetkezb egyenleteket:

2 _8x x2-3 x%-1
1) 22Xy 2 - =2.
) 6 x ) 5 2
609.° Oldjatok meg a kovetkezs egyenleteket:
2 2 2
1) XX _X_g. gy X+l _x7+2_ 4
) 7 3 0 ) 6 4

610.° Mekkora az m, ha:
1) 2 gyoke az x> + mx — 6 = 0 egyenletnek;
2) -3 gyoke a 2x%2— Tx + m = 0 egyenletnek;

3) % gyoke az m?x? + 14x — 3 = 0 egyenletnek?
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611.° Mekkora az n, ha:
1) 6 gyoke az x> — nx + 3 = 0 egyenletnek;
2) 0,5 gyoke az nx? — 8x + 10 = 0 egyenletnek!

612.° Csoportositasi médszerrel alakitsatok szorzatta a bal oldalt, és
oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:

1) x?—6x+8=0; 2) x? + 12x + 20 = 0; 3) x? +22x—23=0.
613.° Alakitsatok a bal oldalt teljes négyzetté, és oldjatok meg a kovetkezs

egyenleteket:

1) x2—4x+3=0; 2) x2+ 6x—T7=0; 3) a2+ 8x+20=0.
614.° Alakitsatok szorzatta a bal oldalt, és oldjatok meg a kovetkezd

egyenleteket:

1) x> —10x+9=0; 3 x?—x—-2=0;

2) x2+ 2x—3=0; 4) x> +6x+5=0.

615.° Két természetes szam négyzeteinek az 6sszege 17-tel tébb a nagyob-
bik szam kétszeresénél. Melyek ezek a szamok?

616." Hatarozzatok meg azt a két egymast kévets egész szamot, melyek
négyzeteinek az 6sszege 1!

617.° Az m mely értékeinél nem masodfokuak az alabbi egyenletek:
HDm-4x*>+mx+7=0;

2) (m?>+ 8m) x>+ (m + 8) x + 10 = 0;
3) (m?—-81) x> —6x+m=0?

618." Az ax? + bx = 0 masodfoku egyenlet nullatél kiulonboézs gyokei
milyen elGjeltek, ha:

)a>0,6>0; 2)a<0,6>0; 3)a>0,b<0; 4)a<0,b<0?
619.° Létezik-e az ax? + ¢ = 0 hidnyos masodfoku egyenletnek megoldésa,

ha:

)a>0,¢>0;2)a<0,¢>0;3)a>0,¢<0;4) a<0,c<0?

620.” A 3x? — 2x + 4 + * = 0 egyenletben a csillagokat helyettesitsétek
olyan tobbtagu kifejezéssel, hogy a kapott hianyos méasodfokt egyen-
letnek gyokei legyenek az alabbi szamok:

1) 0 és 4; 2) -1 és 1.

621." Az x?+ 5x—1+*=0 egyenletben a csillagokat helyettesitsétek olyan
tobbtagu kifejezéssel, hogy a kapott hidnyos masodfokd egyenletnek
gyokei legyenek az alabbi szamok:

D 0; -7 2) —4; 4.
622.” Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
1)x2_3|x|=0; 3)362—%:0;
2
2) x>+ | x | —2x=0; 4)x2_2i 0.

EIN
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623." Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

2
Da—T7|x]1=0; 2Da2—6|x|+x=0 3 2x2—|3%|=0.
624." Az a mely értékei mellett lesz az (@ —2) x?+ 2a—1) x+a?-4=0

egyenlet:

1) linearis;

2) olyan masodfoku egyenlet, melynek fGegytitthatdja 1;

3) hianyos masodfoku egyenlet, a = 1;

4) olyan hidnyos masodfoku egyenlet melynek fGegytitthatdja 1?
625." Az a mely értékénél lesz az alabbi egyenletek egyik gyoke 0? Mi

a masik gyok?

Dx*+ax+a—4=0; 3ax?+(@+3)x+a®>—3a=0.

2)4x>+ (@—-8)x+a’+a=0;

I ISMETLO FELADATOK

626. Végezzétek el a kijelolt ml’iveleteket:

3-2a 1-4d? c+4 72a°%p 2
1 — ; 3 _— 5 27a°b);
) 2a a?® )c —4¢ c?-16 ) =i );

2 2 2
—6b 56a b 4a®>-1 10a+5
2 a—+2b; 4 — 6 : .
) 3b ) 1467 ) a®-9 a+3

627. EgyszerUsitsétek a kovetkezé’ kifejezéseket:
1) 1043 -5 /48 + 2 /75; 3 (5-2);
2) (35 -+/20)5; 4) (V18 -+/3) V2 +0,5V24.

628. A 33. abra melyik rajzan lathat6 az alabbi figgvények grafikonja:
1) y =% 2) y = 2ux; B y=5; 4)y=%"

35. dbra

B 629. A tanuld egy kétjegyl szamra gondolt. Ha a szadm mindkét
szamjegyét kettdvel noveljuk, akkor a kapott szam 13-mal kevesebb
a gondolt szam kétszeresénél. Melyik szamra gondolt a tanuld?
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I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

630. Egy szamoldgépbe, ha az (a; b) szampart taplaljak be, akkor az

2 1.1
a b
1000) szamparbdl a (1,25; 250) szampart kapni?

[a+b. 2 szampart adja ki. Lehetséges-e ezzel a géppel a (0,25;

A masodfoku egyenlet megoldoképlete

Ha ismerjiuk az ax = b els6foku egyenlet a és b egylitthatdjat, akkor
az egyenlet gyokét az x = b képlettel hatarozhatjuk meg.
a

Kivezetjik azt a képletet, mellyel az a, b és c egyutthatokon keresztiil
meghatarozhatjuk az ax? + bx + ¢ = 0 egyenlet gyokeit.

Induljunk ki a masodfokd egyenlet altalanos alakjabol:

ax?+bx+c=0. 1)
Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat 4a-val. Mivel a # 0, ezért
az el6zoével egyenértékd egyenletet kapunk:
4a%x* + 4abx + 4ac = 0.
Az egyenlet bal oldalat alakitsuk teljes négyzetté:
4a%x? + 4abx + b — b%? + 4ac = 0;
(2ax + b)?> = b% — 4ac. (2)

A (2) egyenlet megoldasa és gyokeinek szama a b2— 4ac kifejezés elGje-
1ét61 figg. Ezt a kifejezést a masodfoki egyenlet diszkriminansanak
nevezzlk, és D betivel jeléljik. Tehat D = b%2— 4ac. A diszkriminans
fogalom a latin discriminare szébdl ered, melynek jelentése megkiilon-
boztetni, elvalasztani.

Tehat a (2) egyenlet igy is felirhato:

(2ax + b)>=D. 3)

A kovetkez6 harom eset fordulhat el6: D <0, D=0, D> 0.

1. Ha D < 0, akkor a (3) egyenletnek és igy az (1) egyenletnek sincs
megoldasa. Val6ban, mivel a (2ax + b)? kifejezés az x barmely értékére
nemnegativ.

Kovetkeztetés: ha D <0, akkor a masodfoku egyenletnek
nincs valoés gyoke.

2. Ha D =0, akkor a (3) egyenlet az alabbi médon irhaté fel:

(2ax + b)*=0.
b

Innen 2ax+b6=0; x=——".
2a
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Kovetkeztetés: ha D=0, akkor a masodfokiu egyenletnek

. __ b
egy gyoke van: x= 20"

3. Ha D > 0, akkor a (3) egyenlet igy irhato fel:
@ax+b)*=(VD)’.
Ebbdl kapjuk, hogy 2ax+b=—/D vagy 2ax+b=+D. Tehat
cob-D b+3D
2a 2a

Kovetkeztetés: ha D> 0, akkor a masodfoku egyenletnek
két gyoke van:

vagy x =

2 7?2 2a

_b-vD _ _-b+JD

X

Gyakran hasznaljak a roviditett felirdst:

x=—bi\/5

2a

Ez az ax? + bx + ¢ = 0 masodfoku egyenlet megoldoképlete.

A képletet alkalmazni lehet abban az esetben is, ha D = 0. Akkor
cobeo_ b .

2a 2a

A masodfokt egyenlet megoldasat az alabbi algoritmus szerint vé-
gezzik el:

e meghatarozzuk a masodfoku egyenlet D diszkriminansat;

e ha D <0, akkor az egyenletnek nincs megoldasa;

e ha D >0, akkor alkalmazzuk a megolddképletet.

Ha az elséfokt tag egyutthatéja paros, tehat felirhaté 2k alakban,
akkor alkalmazhatunk egy masik képletet, mely sok esetben leegysze-
risiti a szamitast.

Ebben az esetben a masodfoku egyenlet ax? + 2kx + ¢ = 0 alakd.

Szamitsuk ki az egyenlet diszkriminansat: D = 4k — 4ac = 4(k* — ac).

Jeloljik a k% — ac kifejezést D;-gyel.

Ha D, >0, akkor a megoldoképlet alapjan:

o "2kEAD, —2k+2,D, 2(-k+\D,) -k+\D,
2a 2a a ’

2a -

vagyis

xzﬂ, ahol D, = k? — ac.
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1. PELDA. Oldjuk meg a kovetkezs egyenleteket:
1) 3x? - 2x— 16 = 0; 4) x* - 6x+ 11 =0;
2) —0,5x% + 2x — 2 = 0; 5) bx? — 16x+ 3 =0.
3)x*+5bx—-3=0;
Megoldds. 1) Az egyenlet egytitthatéi: a = 3, b = -2, ¢ =-16.
A diszkriminans
D=b—4dac=(-22—4 -3 -(-16) =4 + 192 = 196.
A gyokképletbe helyettesitve

_2-V196 _2-14_ , _2+14_8_
6 6 TP 6

x, 2%.

w

Felelet: —-2; 2%.

2)D=22-4 -(-0,5) " (-2)=4-4=0.
Tehat ennek az egyenletnek csak egy gyoke van:
2430 _,
-1
Megjegyezzik, hogy ez az egyenlet mas moddszerrel is megoldhaté.

Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat —2-vel:
x2—4x+4=0.
x—22=0;x—2=0;x=2.
Felelet: 2.

3)D=5—4-1-(-3)=25+12=37.
—5—2\/5,36

:—5+x/§
5 .

Az egyenletnek két gyoke van: x, =

Felelet: ﬂ

4HD=(-62-4-1-11=36—-44=-8<0.
Tehat az egyenletnek nincs megoldasa.

2

Felelet: nincs megoldas.

5) irjuk fel az adott egyenletet 5x% + 2 - (—=8)x + 3 = 0 alakban, és
alkalmazzuk az ax®+ 2kx + ¢ = 0 egyenlet megolddképletét:

D,=(-8)2—5 -3 =49;

8-7_1 _ _8+7_

3.

NETy Ty T

Felelet: %; 3. A
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2. PELDA. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket: 1) x?+6vx? —16 = 0;
2) x*-10(Vx) ~24=0; 3) 92" -8+ S =1+ -5

x-1

Megoldas. 1) Mivel \/F =|x |, igy az x? + 6|x| — 16 = 0 egyenletet
kell megoldani.

Ha x>0, akkor az x? + 6x — 16 = 0 egyenletet kapjuk, melynek gyokei
—8 és 2, viszont a —8 nem felel meg az x > 0 feltételnek.

Ha x < 0, akkor az x*> — 6x — 16 = 0 egyenletet kapjuk, melynek gyokei
8 és —2, viszont a —2 nem felel meg az x < 0 feltételnek.

Felelet:2;-2.

2) Mivel (\/; )2 =x, ha x > 0, ezért a valtozé olyan értékeit keressiik,
melyeknek két feltételt kell kielégitenitik: x2 — 10x — 24 =0 és x > 0. Azt
x%-10x-24=0,
x>0
egyenletrendszerrel. Az x> — 10x — 24 = 0 egyenletnek két gyoke van, a

-2 és 12, viszont a —2 nem felel meg az x > 0 feltételnek.
Felelet:12.

is mondhatjuk, hogy az eredeti egyenlet ekvivalens az {

. 9x?-8x=1,
3) Az adott egyenlet ekvivalens a 120 egyenletrendszerrel.
x—1=%
9x'-8x-1=0, |x=1vagyx=—g, 1
x#1 x#1; 9’

Felelet: —%. A

3. PELDA. A b mely értéke mellett lesz az alabbi egyenleteknek egy
gyoke:
1) 2x? — bx + 18 = 0;
2 b+6)x>*—(b-2)x+1=0?
Megoldds. 1) Az adott egyenlet masodfoku, igy akkor lesz az egyen-
letnek egy gyoke, ha a diszkriminans 0.
D=b>-4-2 18 =0b%-144;
b>—-144 = 0;
b=-12vagy b=12.
Felelet: b=-12vagy b=12.
2) Ha b = —6, akkor a 8x + 1 = 0 egyenletet kapjuk, melynek csak
egy gyoke van.
Ha b # —6, akkor az adott egyenlet masodfoku, igy akkor lesz az
egyenletnek egy gyoke, ha a diszkriminans 0:
D=(b-22?—-4b+6)=b>—4b+ 4 —4b — 24 = b*> - 8b — 20.
Megoldva a b? — 8b — 20 = 0 egyenletet azt kapjuk, hogy b = -2 vagy
b = 10.
Felelet: b=-2,vagy b =10, vagy b=—6. A
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A matematikatanarok t6bb nemzedéke és tanitvanyaik is
Mikola Andrijovics Csajkovszkij (1887—-1970) hires ukran pedagégus
és matematikus Masodfokl egyenletek cimi konyvébdl meritették
pedagégiai tapasztalataikat és bévitették tudasukat.
M. A. Csajkovszkijnak driasi pedagogiai és tudomanyos hagyatéka
van. Munkassagat Ukrajna hatarain tdl is jol ismerik.

M. A. Csajkovszkij
(1887-1970)

1. Mi a masodfoku egyenlet diszkriminansa?

2. Hogyan fuiigg a masodfoku egyenlet gytkeinek szdma a diszkriminans
értékéts|?

3. irjatok le a masodfokl egyenlet megoldéképletét!

4. Milyen algoritmus szerint oldjuk meg a masodfoku egyenleteket?

I GYAKORLATOK

631.° Hatarozzatok mg az alabbi egyenletek diszkrimindnsat, és allapit-
satok meg a gyokok szamat:

1) x?+2x—4=0; 3) 2x2 —6x—3,5=0;
2)x?—3x+5=0; 4) 5x* - 2x + 0,2 = 0.
632.° Az alabbi egyenletek koziil melyiknek van két gycke?
1) x?+4x +8=0; 3) 4x? —12x + 9 =0;

2) 3x?—4x—1=0; 4) 2x? - 9x+ 15=0.
633.° Az alabbi egyenletek koziil melyiknek nincs gyoke?
1) x> —6x+4=0; 3) 3x? +4x—2=0;

2) 5x? — 10x + 6 = 0; 4) 0,04x>—-0,4x+1=0.
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634.° Oldjatok meg a kivetkezd egyenleteket:

1) x?2—4x+3=0;
2) x?+2x—-3=0;
3)x*+3x—4=0;
4) x?—4x—21=0;
5) x*+x—56=0;
6) x? —6x—"T7=0;
7) x*—8x+ 12 =0;
8 x*+ Tx+6=0;
9) —x? + 6x + 55 = 0;
10) 2x? — 3x — 2 = 0;

11) 26> —x—6=0;

12) 3x%2 —4x— 20 = 0;
13) 10x% - 7x — 3 = 0;
14) —5x? + Tx — 2= 0;
15) —6x2 —Tx—1=0;
16) 3x? — 10x + 3 = 0;
17) -3x%2+ Tx + 6 = 0;
18) x? —4x+1=0;

19) 262 —x— 4 =0;

20) x? — 8x + 20 =0.

635.° Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:

1) x2-3x+2=0;
2) x2+ 12x - 13 =0;
3) x> —Tx+10=0;
4 x?—x—-T72=0;
5) 2x2 —bx + 2 =0;
6) 262 —Tx—4=0;
636.° A valtoz6 mely értékeire

7)4x*—-3x—1=0;
8) —2x*+x+15=0;
9) 6x2+ Tx—5=0;
10) 18x2 —9x — 5= 0;
11) x2 — 6x + 11 = 0;
12) —x>—-8x+ 12 =0.

1) egyenlSk a 6x* — 2 és 5 — x tobbtagu kifejezések értéke;
2) egyenld az y — 6 kéttagu kifejezés és az y>— 9y + 3 haromtagu

kifejezés értéke;

3) egyenlSk a 4m?+ 4m + 2 és 2m? + 10m + 8 haromtagu kifejezések

értéke?

637.° A valtoz6 mely értékeire:

1) egyenlGk a 4x + 4 kéttagu kifejezés és 3x% + 5x — 10 haromtagu

kifejezés értéke;

2) egyenlék a 10p? + 10p + 8 és 3p? — 10p + 11 kifejezések értéke?
638.° Hatarozzatok meg az alabbi egyenletek gyokeit:

1) (2x—5) (x + 2) = 18;

2) (4x—-32+@Bx—-1) Bx+1)=9;

3) (x + 3)? — (2x — 1)? = 16;

4) (x — 6)?—2x(x + 3) = 30 — 12x;

5 x+7) (x—8 —@x+1) (x—2)=-21x;
6) 2x—1) 2x+1)—x(1—x) =2x(x+1).
639.° Oldjatok meg a kivetkezd egyenleteket:

1) (x—4)*=4x - 11;

2)(x+5)2+(x—T7) (x+7)=6x—19;
3 Bx—1)(x+4)=2x+3) (x+3)—17.
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640.° Hatarozzatok meg azt a természetes szamot, mely 42-vel kevesebb
négyzeténél!

641.° Hatarozzatok meg annak a téglalapnak a keruletét, melynek a
tertlete 70 cm?, és egyik oldala 9 cm-rel hosszabb a masiknal!

642.° Két szam szorzata 84. Hatarozzatok meg ezeket a szadmokat, ha az
egyik 8-cal kevesebb a masiknal?

{11

643.° Két szomszédos természetes szam szorzata 89-cel tobb Ossze-
giiknél. Melyek ezek a szamok?

E 644.° Melyik két szomszédos természetes szam négyzetének az 0sz-
szege 3657

645.* Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

2
1) 2%+ x5 -15=0; 3) x8‘4—2x3+3=—1;
2 2
2) x?—x (6 -1) -6 =0; 4) 4x3*x—x ;17:5’66*1.
646.° Oldjatok meg a kovetkez6 egyenleteket:
2
1) x2+3x 2 +4=0; 3) 2x3+"—x13=x—1.

2) x2-x(/3+2)+23=0;

647.° Az a mely értéke mellett lesz i az a’x? + 4ax — 5 = 0 egyenlet gyo-
ke?

648.° Az a mely értéke mellett lesz 2 az x> — 0,5ax — 3a? = 0 egyenlet gyoke?

649.° Egy négyzet alaka papirlapbdl levagtak egy 3 cm széles csikot. A
maradék papirlap teriilete 40 cm?. Mekkora volt az eredeti papirlap
oldalhossza?

650." Egy 18 cm hossza téglalap alaku papirlapbdl levagtak a téglalap
szélességével egyenlé oldalhosszisagu négyzetet. A maradék téglalap
tertlete 72 cm?. Mekkora az eredeti téglalap szélessége?

651.° Egy derékszogl haromszog befogbinak kiilonbsége 14 cm, atfogdja
34 cm. Mekkorak a haromszog befog6i?

652.° Egy téglalap oldalainak kiillénbsége 31 cm, atlgja 41 cm. Mekkorak
a téglalap oldalai?

653.° Hatarozzatok meg azt a harom egymast kovets természetes paratlan
szamot, melyek koziil a legkisebb négyzete 33-mal tébb, mint a masik
két szam Osszegének kétszerese?

654.° Hatarozzatok meg azt a négy egymast kévetl paros természetes
szamot, melyek koziil az elsd és a harmadik 6sszege 5-szor kisebb,
mint a masodik és a negyedik szam szorzata!
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655.° Bizonyitsatok be, hogyha a masodfokt egyenlet fGegyttthatéja és
szabadtagja kulonbo6zo elGjeld, akkor az egyenletnek két gyoke van!

656.° (ési indiai feladat.) Majmok jatszottak egyszer —igy sz6l az indiai
hir —, nyolcadrésziik négyzetre emelve mar ugral az erdében. A fenn-
maradd tizenkettd tancolva és nagy zajjal a z6ld lombok k6zé szaladt.
Héanyan voltak 6sszesen?

657.” Az idei labdariagé-bajnoksagban 36 mérkGzést jatszottak le. Hany
csapat vesz részt a bajnoksagon, ha fordulénként mindenki minden-
kivel jatszik?

658.” Hany oldala van annak a sokszognek, melyben 90 atlé hizhat6?

659.” Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

452

D | x2+Tx—4 | =4 4) x2+m—12:0;
2)5x?—8 | x| +3=0; 5) x*—8x2 +15=0;
x| xl|+6x—5=0:; 6) x2+4+/x? ~12=0.
660.” Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
3
1) | 22+ 10x—4 | = 20; 3)|x7|—14x—1520;
x| x| +12x0—45=0; 4) x> ~8/x? ~9=0.
661.” Oldjatok meg a kovetkezs egyenleteket:
1) x*+2x+—3_——3_ g0, 2) 2 +8(Vx) —33=0.
x—-8 x-8
662." Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:
1) 622 +5x——L—1-_L 2) 5x ~14(Vx) ~3=0.
x+1 x+1
663." A b mely értéke esetén lesz az alabbi egyenleteknek egy gyoke?
1) 2x2+4x—-b=0; 2) 3x2—bx+12=0.

664." A b mely értéke esetén lesz az alabbi egyenleteknek egy gyoke?
1) 6x>—18x+ b =0; 2) 8x2+ bx+2=0.

665.” Igazoljatok, hogy az alabbi egyenleteknek a p barmely értéke
mellett két gyoke van:
1) 4x* —px—3=0; 2)x>+px+p—2=0.

666." Igazoljatok, hogy az alabbi egyenleteknek az m barmely értéke
mellett nincs megoldasa:
Dx?+mx+m?+1=0; 2) x? —2mx +2m? +9=0.
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667.” Bizonyitsatok be, hogy az x* + bx — 7 = 0 egyenletnek a b minden
értéke esetén két gyoke van!
668." Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:
x>+ @Ba+1)x+2a®>+a=0;
2)x?—2a+4)x+8a=0;
3) a’x? — 24ax — 25 = 0;
4Y3Ra-1)x*-2@+1x+1=0.
669." Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:
1) x?— (2a —5) x — 3a® + ba = 0;
2) x>+ (Ba—4) x — 12a = 0;
axr*—(@+1)x+1=0.
670." A b mely értékei mellett lesz az alabbi egyenleteknek egy megol-
déasuk?
1) bx? —6x—7=0;
2)b+5)x>—(b+6)x+3=0;
b-4)x>+2b-8) x+15=0.
671." A b mely értékei mellett lesz az alabbi egyenleteknek egy megol-
dasuk?
1) bx®+x+b=0; 2Db+3)x?+b+1)x—2=0.

I ISMETLO FELADATOK

672. Egyszertisitsétek a (“ +b__4b ) a+b yifejezést!
a a+b) a-b

(a??®

673. Hatarozzatok meg a —5—— kifejezés értékét, ha a= %!
a -a

674. Rendezzétek a V17 , 3 J2 és 4 szamokat névekvé sorrendbe!

675. Kétféle vasére van: az egyiknek 5%-a, a masiknak 45%-a nikkel.
Mennyi vasércre van szliikség mind a két fajtabdol 120 tonna olyan
6tvozethez, melynek 30%-a nikkel?

676. Egy konyvbd1 hianyzik néhany oldal. A bal oldalon a 24-es szam all,
a jobb oldalon az 53-as. Hany lap hianyzik a kényvb§1?
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l FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ

677. Oldjatok meg az alabbi egyenleteket, szamitsatok ki a gyokok 6ssze-
gét és szorzatat, hasonlitsatok 0ssze az els6foku tag egyutthatdjaval
és a szabadtaggal:

1) x2—4x—-12=0; 2)x?+9x+ 14 =0.

678. Toltsétek ki az alabbi tablazatot, ha a, b és caz ax?+ bx+c¢ =0

egyenlet egyutthatodi, x; és x, az egyenlet gyokei!

Egyenlet b x, Xy X+ %, | xx,

IS

Tx?—8x+1=0
6x2+13x—15=0

l NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

679. Bizonyitsatok be, hogy 101 festett kockabdl mindig ki lehet valasztani
11 azonos szin(t vagy 11 olyan kockat, mely mind kiilonb6z6 szind!

Viete tétele

A felkésziilés kozben a 677., 678. példakat oldottuk meg. Lehet, hogy
ezek a példak ravezettek arra, hogy milyen 6sszefiiggés van a masodfoku
egyenletek gyokei és egytitthatdl kozott.

20.1. tétel (Viete tétele). Hax,ésx,azax?+bx+c=0
egyenlet gyokei, akkor

X, +tx,= —%, XX, = 2.
Bizonyitads. Tételezziik fel, hogy az adott masodfoku egyenlet disz-
krimindnsa nagyobb, mint nulla: D > 0. Akkor a megolddképlet alapjan
felirhatjuk, hogy:

_b-D . _-b+JD
2a 2a

Xy 2
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b—\/— -b+VD —b—\/——b+\/3:_g

Vagyis x;, +x, =

2a 2a 2a a’
I J_ b+VD _(0)’-(D) _v* D b’ —4a0) _c
e T 2a 4a? 4q? 4a® a

Megj egy zés. Viete tétele i 1gaz abban az esetben is, ha D = 0.
Ekkor gy vessziik, hogy x, =x, =

2a°
b b
x1+x2=2~(%):—5,

o = i dac _c
2 40?44 a’
Kovetkezmény. Ha x, és x, az x? + bx + ¢ = 0 mdsodfoku
egyenlet gyokei, akkor
X, + x5, =-b,
XXy = C,
vagyis, ha a féegyiitthaté 1, akkor a két gyok dsszege egyenld az elsbfoki
tag egyiitthatojanak ellentettjével, a két gyok szorzata pedig a szabad-
taggal.

20.2. tétel (Viéte tételének megforditasa). Ha
o és 3 szamokra igaz hogy OL+B——% ésop==< p akkor ezek a szamok

az ax’ + bx + ¢ =0 egyenlet gyokei.
Bizonyitas. Induljunk ki az ax? + bx + ¢ = 0 egyenletbdl, osszuk

el az egyenlet mindkét oldalat a-val:
2+lxifo0,
a” a

Frangois Viete francia matematikus,
foglalkozasat tekintve jogasz. 1591-ben
bevezette azt, hogy nemcsak az egyenletek
valtézoit, hanem az egydtthatoit is betlivel
jelolte, ami lehetévé tette az egyenletek
altalanos alakjanak és gyokeinek
vizsgélatat. Viete sajat bevallasa szerint
kiléndsen nagyra értékelte sajat munkai
kozil az egyenlet gydkei és egyiitthatoi
kozotti 6sszefliggés felfedezését.

Francois Viéete
(1540-1603)
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Felhasznalva a tétel feltételeit, felirhatjuk:
x2—(a+PB)x+ap=0. @)
Helyettesitsiik be a kapott egyenletbe a-t és B-t:
—(a+Ba+oafp=0—ac—af +apf =0;
pP—(a+Pp+ap=F—-ap-F+ap=0.
Tehat a és B gyokei a (¥) egyenletnek és igy az ax? + bx + ¢ = 0 egyen-
letnek is. A

Kovetkezmény. Ha o és p szamokra igaz, hogy o+  =-b és
op = ¢, akkor ezek a szamok az x? + bx + ¢ =0 egyenlet gyokei.

Alkalmazva ezt a kovetkezményt, a masodfoka egyenlet megoldhaté
a megolddképlet nélkul is.

1. PELDA. Hat4rozzuk meg a 3x2 — 15x + 2 = 0 egyenlet gyokeinek
Osszegét és szorzatat.
Megoldds. Ellendrizziik le, vannak-e gyokei az adott egyenletnek:
D=(-152—4-3-2=225-24>0.
Mivel a diszkriminans nagyobb, mint nulla, igy az egyenletnek két
gyoke van: x; és x,.
Viete tétele alapjan: x, +x, = _—?15 =5, x,x, = % A
2. PELDA. Hatarozzuk meg az x2 + bx + ¢ = 0 egyenlet b és c egyiitt-
hatoit, ha tudjuk hogy az egyenlet gyokei —7 és 4.

Megoldds. Viéte tétele alapjan: b=—(-7+4)=3,c=-7-4=-28. A

3. PELDA. frjunk fel olyan egész egylitthatés masodfoku egyenletet,

67 4 6+2\/?‘

melynek gyokei a kovetkezb szamok: 1) 4 és —%; 2) 5

Megoldds. 1) Mivel x, =4 és x, =

-2,
. 5 23 5 20

ezéert x, +x, = 4——: 7 X0, =4 ( 7):—7.

A forditott tétel alapjan az x, és x, szamok gyokei az x —%x —% =0.

egyenletnek. Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat 7-tel, igy olyan
masodfoku egyenletet kapunk melynek egytlitthatoi egész szamok:
Tx? — 23x — 20 = 0.

2) Ha xlzM 6+\/—

és x, =

6\/—6+\/— 6\/_6+\/_36729

akkor x, +x, = =6, és x,x, = 5 5 1
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Tehat x, és x, szdmok gydkei az x? —6x + % =0 egyenletnek, de akkor

a keresett egész egyltthatds egyenlet a 4x? — 24x + 29 = 0 egyenlet. A

4. PELDA. A 2x*—3x—9 =0 egyenlet megoldasa nélkiil hatdrozzatok

meg az 1.1 kifejezés értékét, ha x, és x, az el6bbi egyenlet gyokei!
Xo X
Megoldds. Viete tétele alapjan x, +x, = %, X%, = —g.

Tehat L+ L=%1%% _

X, X X%, 2

2

1 _x+% §-( 9): 1
3"

Felelet: -L. A
3
5. PELDA. A 3x2—10x + n = 0 egyenlet egyik gyoke 4. Hatarozzatok

meg az egyenlet masik gyokét és az n értékét.
Megoldas. Jeloljik x,-gyel és x,-vel az adott egyenlet gyokeit, és

emellett x; = 4. Akkor Viete tétele alapjan x; +x, = %, X, :%—4 =-3
%lexz =—3 n=-8.

Felelet: xzz—g, n=-8. A

6. PELDA. Irjunk fel olyan masodfoku egyenletet, melynek gyékei
4-gyel nagyobbak, mint az x? + 6x — 14 = 0 egyenlet megfelel§ gyokei.
Megoldds. Jeloljuk x,-gyel és x,-vel az x* + 6x — 14 = 0 egyenlet
gyokeit és x) és x, a keresett masodfoku egyenlet gyokei.
A feltételek alapjan: x| =x,+4, x, =x,+4.
Yiéte tétele alapjan x, + x, =—6 és x, - x, = —14.
Igy:
x| txp=x,+4+x,+4=(x,+x,)+8=-6+8=2;
XXy =(x, +4) (X, +4) =x,0, +4 (%, + x,) +16 =-14+4 - (-6) +16 = -22.
Viete tételének megforditott tétele alapjan a keresett egyenlet
x2—2x-22=0.
Felelet: x> —2x—22=0. A

?

1. Fogalmazzatok meg Viéte tételét!
2. Fogalmazzatok meg Viéte tételének kdvetkezményét!
3. Fogalmazzatok meg a Viete-tétel megforditasat!

4. Fogalmazzatok meg a Viéte-tétel megforditasanak kdvetkezményét!
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I GYAKORLATOK

680.° Mennyi az x? + 5x — 10 = 0 egyenlet gyokeinek 0sszege?

1) 5; 2) —5; 3) —10; 4) 10.
681.° Mennyi az x? — 14x + 12 = 0 egyenlet gyokeinek szorzata?
1) -14; 2) 14; 3) 12; 4) -12.

682.° A kdvetkez6 egyenletek megoldasa nélkil ird fel a gyokok 6sszegét
és szorzatat:
1) x? + 6x— 32 =0; 3) 2x2 —6x+ 3 =0;
2) x?—10x+4=0; 4) 10x% + 42x + 25 = 0.
683.° A kiovetkezd egyenletek megoldasa nélkil ird fel a gyokok dsszegét
és szorzatat:
1) x? - 12x - 18 = 0; 3)3x?+Tx+2=0;
2) x?+2x—-9=0; 4) —4x? —8x +27=0.
684.° Viete megforditott tétele alapjan ellendrizzétek, hogy az adott
szamok gyokei-e az alabbi egyenletnek:
1) 2 és 6 az x> — 8x + 12 = 0 egyenletnek;
2) -7 és 8 az x* + x — 56 = 0 egyenletnek;
3) 5 és 8 az x? — 13x + 42 = 0 egyenletnek;
4) 9 és 11 az x? — 20x — 99 = 0 egyenletnek!

685.° Viete forditott tétele alapjan ellendrizzétek, hogy az adott szamok
gyokei az alabbi egyenletnek:
1) 1 és -2 az x? + 2x — 3 = 0 egyenletnek;
2) -2 és —3 az x? + bx + 6 = 0 egyenletnek!

686.° Hatarozzatok meg az x* + bx + ¢ = 0 egyenlet b és ¢ egylitthatéjat,
ha az alabbi szamok az egyenlet gyokei:
1) —8 és 6; 2) 4 és 5.

687.° Hatarozzatok meg az x* + bx + ¢ = 0 egyenlet b és c egyiitthatéjat,
ha az alabbi szamok az egyenlet gyokei:
1) -2 és 0,5; 2) —10 és —20.

688.° irjatok fel olyan egész egyuitthatés masodfoka egyenletet, melynek
az aldbbi szamok a gyokei:
1) 2 és 5; 3) —0,2 és —10; 5) 0 és 6;

2) —% és 2; 4)2—\/§ bs 2++/3; 6) 7 és 7.

689.° frjatok fel olyan egész egyutthatés masodfoku egyenletet, melynek
az alabbi szamok a gyokei:

1)—7és—8  2)5és-04:  3) % és %; 4) 5-10 és 5+10.
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690.° Az x> — 8x + g = 0 egyenlet egyik gyoke —2. Hatarozzatok meg az
egyenlet masik gyokét és a q értékét!

691.° Az x? + px — 42 = 0 egyenlet egyik gyoke 7. Hatarozzatok meg az
egyenlet masik gyokét és a p értékét!

692.° A 6x% — bx + 4 = 0 egyenlet egyik gyoke % Hatarozzatok meg az
egyenlet masik gyokét és a b értékét!

693." A 4x% — 5,6x + m = 0 egyenlet egyik gyoke —0,2. Hatarozzatok meg
az egyenlet mésik gyokét és az m értékét!

694." A 2x? —7x — 13 = 0 egyenlet megoldasa nélkiil hatarozzatok meg az
x,%, — 4x, — 4x, kifejezés értékét, ha x, és x, az el6bbi egyenlet két gyoke!

695.° Az 5x? + 4x — 13 = 0 egyenlet megoldasa nélkil hatarozzatok meg
a 3x,x, — x, —X, Kifejezés értékét, ha x, és x, az el6bbi egyenlet gyokei!

696.° A b mely értékei mellett lesznek az x? + bx — 17 = 0 egyenlet gyokei
ellentett szamok? Hatarozzatok meg ezeket a szamokat!

697.° Oldjatok meg a kévetkezd masodfoku egyenleteket! Alkalmazzatok
Viete tételét:

1) x> —5x+4=0; 5) x?2 — 9x + 20 = 0;
2) x? +5x+4=0; 6) x>2—x—2=0;

3)x*—4x—-5=0; 7 x*+2x—8=0;
4)x*+4x—-5=0; 8) x?—3x—18=0.

698.° Oldjatok meg a kévetkez6 masodfoku egyenleteket! Alkalmazzatok
Viete tételét:
1) x? — 10x + 24 = 0; 3) x?—2x—-8=0;
2) x? + 6x + 8 =0; 4 x*+x-12=0.

699.° Az alabbi egyenletek koziil melyeknek lesz mind a két gyoke pozitiv,
mind a két gyoke negativ és melyek gyokei ellenkezé eldjeltiek:

1) x?—12x+ 14 =0; 4) x? + 16x + 10 = 0;
2) x? + 6x — 42 = 0; 5) x? —24x+0,1=0;
3) x> —Tx—30=0; 6) x>+ 20x + 3 =07

700.” Az x> — 10x + ¢ = 0 egyenlet gyokei koziil az egyik 8-cal nagyobb a
masiknal. Hatarozzatok meg a ¢ értékét és az egyenlet gyokeit!

701.” Az x? + 20x + a = 0 egyenlet gyokeinek aranya 7 : 3. Hatarozzatok
meg az a értékét és az egyenlet gyokeit!

702." Az x* — Tx + m = 0 egyenlet x, és x, gyokeire igaz, hogy 2x, — 5x, =
= 28. Hatarozzatok meg az egyenlet gyokeit és az m értékét!

703.” Az x® + 4x + n = 0 egyenlet x, és x, gyokeire igaz, hogy 3x; —x, = 8.
Hatarozzatok meg az egyenlet gyokeit és az n értékét!
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704.” Viete forditott tételével hatarozzatok meg az alabbi egyenletek

gyokeit:
1) 2x2 - 5x + 3 =0; 3) 16x2 - 23x + 7=0;
2) 2x% + bx + 3 =0; 4) —8x?—19x + 27 =0.
705.” Viete forditott tételével hatarozzatok meg az alabbi egyenletek
gyokeit:
1) x>+ 11x — 18 = 0; 2) 9x? —b5x—4=0.

706.” Az x> — 9x + 6 = 0 egyenlet gyokei x, és x,. A gyokok kiszamitasa
nélkiil hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:
pLil, 2) x2 +x2; 3) (x, —x,)% 4) x? +x8.

X1 Xy

707.” Az x® + 5x — 16 = 0 egyenlet megoldasa nélkil hatarozzatok meg
az alabbi kifejezések értékét, ha x, és x, az el6bbi egyenlet két gyoke:
1) xlx, + x5, 2) X2 N, 3 | xy—x | .

X Xy

708.” frjatok fel olyan masodfokd egyenletet, melynek gyokei 2-vel ki-
sebbek az x? + 8x — 3 = 0 egyenletek megfelel§ gyokeinél!

709.” Irjatok fel olyan masodfoku egyenletet, melynek gyikei 3-mal na-
gyobbak, mint az x? — 12x + 4 = 0 egyenletek megfelel§ gyokei!

710.” irjatok fel olyan masodfoku egyenletet, melynek gyokei 3-szor
kisebbek, mint a 2x% — 14x + 9 = 0 egyenletek megfelel6 gyokei!

711.” irjatok fel olyan masodfoku egyenletet, melynek gyokei 2-szer na-
gyobbak, mint a 2x? — 15x + 4 = 0 egyenletek megfelel§ gyokei!

7127 A 3x% + ax — 7 = 0 egyenlet gyokeinek Osszege % Hatarozzatok
meg az a értékét!

713. Az x*> — ax + 8 = 0 gyokeire igaz, hogy %Jrﬁ

-5 Hatarozzatok
2 X 2
meg az a értékét!
714. Igazak-e az aldbbi allitdsok, hogy
1) a 7x2 + 4x — a®> — 1 = 0 egyenlet gyokel kiilénbo6zd elGjellek az a
barmely értéke mellett;
2) az x? + 6x + a% + 4 = 0 egyenlet gyokei, ha 1éteznek, fliggetleniil az
a értékétll, negativ elGjellek?
715." Hatdrozzatok meg a b dsszes olyan egész értékét, melyre az alabbi
egyenletek gyokei is egészek:
1) x>+ bx+6=0; 2) x>+ bx—12=0.
716." Hatarozzatok meg a b osszes olyan egész értékét, melyre az alabbi
egyenletek gyokei is egészek:
1) x*+bx+8=0; 2) x? + bx — 18 = 0.
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7177 Az x* + bx + ¢ = 0 egyenlet gyokei egyenlSk a b és ¢ egyutthatéval.
Hatarozzatok meg a b és a ¢ értékét!

718." Az a mely értékére lesz az x* — 4x + a = 0 egyenlet gyokeinek négy-
zetosszege: 1) 12; 2) 67

719." Az a mely értékére lesz az x? + (a — 1)x — 2a = 0 egyenlet gyokeinek
négyzetosszege 9?

I ISMETLO FELADATOK

720. EgyszerUsitsd az alabbi kifejezéseket:

4a-16 ¢ +10c+25 n®—n®
D 3 H ) ——————; 5) —3
a®-16 5c+25 n®-n
3 2 2 2
2) 12b° - 8b : 4) 24—m ; 6) %—Zx )
2-3b m°—-4m+4 4x° -8x+4

721. Egy gytumolcsosben 48 fat tiltettek, soronként azonos mennyiséget.
8-cal kevesebb a sorok szdma, mint amennyi fat tiltettek egy-egy sorba.
Hany fat ultettek egy-egy sorba, és hany sort tltettek?

722. Rajz nélkil hatarozzatok meg az y = x? és y = x + 2 fliggvények grafi-
konjainak metszéspontjat! Abrézoljétok a fuggvényeket, és jeloljétek
a meghatarozott pontokat!

723. A gytuimolesos 60%-a cseresznye és szilvafa. A cseresznye és szilvafak
20%-a szilvafa. A gylimolesés hany szazaléka szilvafa?

l FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ

724. Az alabbi kifejezéseket csoportositdasi médszerrel alakitsd szorzatta:
1) x? — 7x + 10; 3) a®>+ 8a +12;
2) ¥y + 3y — 4; 4) x> — x — 6.

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

725. Laszl6 harom, x, y, z szamjegyre gondolt. Péter megnevez harom
szamot: a, b és c. Laszl6 megmondja az ax + by + cz kifejezés értékét.
Mely szamokat kell megneveznie Péternek ahhoz, hogy a kapott in-
formaéci6 alapjan meg tudjuk mondani, mely szimokra gondolt Lasz16?
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ELLENORIZZETEK MAGATOKAT! 5. SZ. TESZTFELADAT
1. Az alabbi egyenletek koziil melyik masodfoka?

A) x?=0; B) x2+x=0; C)x*+x=0; D)x*+x—-2=0.
2. Oldjatok meg a 9x — x? = 0 egyenletet!
A) -3;0; 3; B) 0; 3; C) -3; 3; D) 0; 9.

xz—x_x—2_3—x

3. Oldjatok meg az 5 3 = 3 egyenletet!
A) 0; 5; B) 5; C) V5; D) —/5; V5.
4. Az alabbi egyenletek kozil melyiknek nincs gyokuk?
A)x>-5x—-2=0; C)x?*—2x+5=0;
B)x*-5x+2=0; D)x?+2x—-5=0.
5. Hany gyoke van a 6x? + 13x + 5 = 0 mésodfokt egyenletnek?
A) kettd; C) egyetlen egy sem;
B) végtelen sok; D) egy.
6. Hatarozzatok meg az x% + 4x — 21 = 0 egyenlet gyokeit!
A) T,-3; B) -7; 3; C) -7, -3; D) 3; 7.
7. Mennyi az x> — 10x — 12 = 0 egyenlet gyokeinek ¢sszege?
A) 10; B) —10; C)-12; D) 12.
8. Mennyi a 3x? — 16x + 6 = 0 egyenlet gyokeinek szorzata?
A) 6; B) 2; C) -16; D) 3.

9. Az x mely értékei mellett egyenl6k a (3x — 1)(x + 2) és a (x — 12)(x — 4)
kifejezések értékei?
A) -12,5; 2; B) 12,5, -2; C) -25; 4; D) 25; —4.

10. frjatok fel olyan masodfoku egyenletet, melynek gyokei a 3-/2 és

3++/2!

A)x®>+6x—-T7=0; C)x?+6x+7=0;

B)x*—6x—-7=0; D)x>?—6x+7=0.
11. Oldjatok meg az x|x| — 9x — 10 = 0 egyenletet!

A) -1; 10; _9_\/5; _9+\/H; C) —1; M;
2 2 2
B) 10; _9_2\/5; 79+2\/E; D) -1; 10.

12. A 2x? + 9x + ¢ =0 egyenlet egyik gyoke —5. Hatarozzatok meg a masik
gyOkot és a ¢ értékét!
A) x,=0,5, c =-5; C)x,=9,5,c=22,5;
B) x,=-0,5, c = 5; D) x,=9,5, c =-22,5.
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AR Masodfoku polinom

Meghatarozas. Az ax®> + bx + ¢ kifejezést masodfoku
polinomn ak nevezziik, ahol x valtozo, a, b és c barmely szam
ésa+0.

Lassunk néhany példat olyan tébbtagu kifejezésre, melyek masodfokt
polinomok:

2x? — 3x + 5; x? + Tx; x* — 5; 3x2.

Jegyezziik meg, hogy az ax? + bx + ¢ = 0 masodfoku egyenlet bal oldala

1s masodfoku polinom.

Meghatarozas. Amasodfoka polinom gyokének
nevezziik a valtoz6 azon értékét, melyre a kifejezés helyettesitési
értéke 0.

Példaul a 2 gyoke az x? — 6x + 8 masodfokd polinomnak.

Ahhoz, hogy meghatarozzuk az ax? + bx + ¢ masodfokd polinom gyo6-
keit, meg kell oldani az ax? + bx + ¢ = 0 masodfokl egyenletet.

A D = b? — 4ac kifejezést az ax* + bx + ¢ masodfokt polinom
diszkriminansanak nevezziik.

Ha D < 0, akkor a méasodfokd polinomnak nincsenek gyokei, ha
D =0, egy gyoke van, ha D > 0, akkor két gyoke van.

Csoportositasi modszerrel bontsuk tényezdkre az x> — 3x + 2 masodfo-
kt polinomot. (Ilyen volt a 724. feladat, melyet a felkésziiléskor oldottunk):
2—-3x+2=02—-x—-2x+2=x(x-1)-2@x—-1)=
=(x—-1) (x—2).

Ezt az azonos atalakitast nevezziik az x> — 3x + 2 kifejezés linearis
tényezbkre bontasanak.

A maésodfokt polinom gyokei és linearis tényezG6i kozotti 6sszefliggést
a kovetkezd tétel mondja Kki.

21.1. tétel. Ha az ax? + bx + c masodfoku polinom diszkrimi-
nansa pozitiv, akkor a masodfoku polinom szorzatta alakithato:
ax’+bx+c=a (x-x;) (x—x,),

ahol x, és x, a polinom gyokei.
Bizonyitds. Mivel x, és x, az ax? + bx + ¢ = 0 masodfokt egyenlet
c

gyokei, igy Viete tétele alapjan x, +x, = —%, XXy =
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Ezért
a@—x) (x—%xy) =a (2 — (0, + xy) X+ x7%0,) =
:a(x2 +2x+5)=0wc2 +bx+c. A
a a

Megjegyezzik, hogyha a diszkriminans nulla, akkor tgy te-
kintjik, hogy a masodfoku polinomnak két egyenls gyoke van, vagyis
X, = x,. Ebben az esetben

ax?+ bx +c=a (x—x)>

21.2. tétel. Ha az ax? + bx + ¢ masodfoku polinom diszk-
riminansa negativ, akkor a masodfoku polinom nem bonthaté
linearis szorzotényezékre.

Bizonyitas. Tételezziuk fel, hogy az ax? + bx + ¢ masodfoku
polinom szorzatta alakithaté, vagyis léteznek olyan k, m és n szamok,
melyekre teljesil az ax? + bx + ¢ = k(x — m)(x — n) egyenlGség. Ebben az
esetben viszont m és n a polinom gyokei. Vagyis a diszkriminans nem-
negativ, ami ellentmond a feltételezésnek. A

1. PELDA. Bontsuk tényezkre az alabbi polinomokat:
1) x? — 14x — 32; 2) —x% + 17x — 30; 3) 3x? —Tx + 2.
Megoldds.1) Meghatarozzuk a polinom gydkeit:
x?—14x - 32 =0;
X, =—2, x, = 16.
Tehat x% — 14x — 32 = (x + 2) (x — 16).
2) Oldjuk meg a —x? + 17x — 30 = 0 egyenletet! Azt kapjuk, hogy
x2—17x+30=0;
X, =2, x,=15.
Vagyis —x% + 17x — 30 = — (x — 2) (x — 15).
3) Megoldjuk a 3x* — 7x + 2 = 0 egyenletet:
1

x1:§, Xy = 2.

Tehat 3x2—7x+2:3(x—%)(x—2):(3x—1)(x—2). A

Z_g-1

5. PELDA. Egyszerdsitsiik a 66; —2=1 trtet.
a

Megoldds. Bontsuk tényezdkre a tort szamlaldjat. Oldjuk meg a
6a?—a—1=0 egyenletet. Az egyenlet gyokei:
1 1

al :—g, (l2 =§.
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6a2—a—1:6(a+%)(a—%):3(a+l)~2(a—%):(3a+1)(2a—1).

3
Vagyis:
6a®-a-1_(Ba+1)(2a-1) 2a-1
9a2-1 (Ba+1)@Ba-1) 3a-1"
2a -1
F : . A
elelet 301

3. PELDA. Az m mely értéke mellett lehet a 2x* + 9x + m masodfoku
polinomot olyan szorzatként felirni, melynek egyik tényezdje az (x + 5)
linearis kifejezés?

Megoldds. Mivel az egyik szorzétényezd az (x + 5) linearis kifejezés,
igy a polinom egyik gyoke —5.
Vagyis:
2:-(=5)2+9:(-5)+m=0;
m =-5.
Felelet: m=-5. A

. Mit neveziink mésodfoku polinomnak?
. Mi a masodfoku polinom gyoke?
. Mit neveziink a mésodfoku polinom diszkriminansanak?

A W N P

. Mikor nincs a masodfoki polinomnak gyoke? Mikor van egy gyoke? Két
gyoke?

(&)

. Mikor bonthaté linearis tényezékre egy masodfoku polinom?
6. Irjatok le a masodfokt polinom tényezékre bontasanak képletét!

7. Mely esetben nem lehet tényezékre bontani a masodfoku polinomot?

I GYAKORLATOK

726.° Hatarozzatok meg a kivetkez6 masodfoka polinomok gyokeit:

1) x?—x—12; 3) 3x? — 16x + 5; 5) 4x? + 28x + 49;

2) x* + 2x — 35; 4) 16x% — 24x + 3; 6) 3x%+ 21x — 90.
727.° Tényezlkre lehet-e bontani a kovetkezs kifejezéseket?

1) x? — 12x + 6; 3) 2a%> - 8a + 8;

2) 3x? — 8x + 6; 4) —6b%+ b + 12.
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728.° Bontsatok linearis tényezbékre az alabbi polinomokat:

D= T+ 12; B) —x+ x4+ 2 9) %bz—%b+1;
2) x? + 8x + 15; 6) 6x% — bx — 1; 10) —2x? — 0,5x + 1,5;
3) x% — 3x — 10; T) 4x? + 3x — 22; 11) 0,4x% — 2x + 2,5;
4) —x? — bx — 6; 8) —3a? + 8a + 3; 12) -1,2m? + 2,6m — 1.
729.° Bontsatok linearis tényezGkre az alabbi polinomokat:
1) x?—3x—18; 4) 5x? + 8x — 4; 7 —ix2—2x—3;
2) x? + bx — 14; 5) 2a’—3a + 1; 8) 0,3m?—3m + 17,5;
3) —x2 + 3x + 4; 6) 4b%> - 11b — 3; 9) x? — 2x — 2.
730.° Egyszertsitsétek a kovetkezd torteket:
2 2
1) X +x—6; 3 3x—-15 : 5) X —7x+12;
) x+3 x2—x-20 ) x%—3x
2) x-4 ) x2-3x+2, 6 x%+4x
x*-10x+24° 6x-6 ’ x*+2x -8
731.° EgyszerUsitsétek a kovetkezs torteket:
1 x%—6x+5, gy _22+12 3) x%+9x+14
x-5 x?+3x-18’ 2+7x
732.° EgyszerUlsitsétek az alabbi torteket:
) 40 -9 | c®—5c-6 | 5) x2-16 .
2a* ~9a-18’ ¢ —8c+12’ 32— 4x—x?’
2) 2% -Tb+3, 4 mi-1 6) 4n® -9n+2
4b? —4b+1’ m? +9m-10" 2+9n-5n%"
733.° EgyszerUsitsétek az alabbi torteket:
4x®> +x-3 a®+5a+4
) A rre3, 3) 4°+batd,
) x? -1 ) a’®-a-20
) 2y® +3y -5 4 3+20b —7b>
yi-2y+1’ ™ -6b-1"

734. A b mely értéke mellett lehet az alabbi polinomokat olyan szorzatta
alakitani, melynek egyik tényezdje a megadott linearis kifejezés?
1) 2x?—5x+ b; (x — 3);
2) —4x?+ bx+ 2; (x + 1);
3) 3x?—4x+ b; (3x — 2).
735. A a mely értéke mellett lehet az alabbi polinomokat olyan szorzatta
alakitani, melynek egyik tényezgje a megadott linearis kifejezés?
1) 2x2—"Tx+ a; (x—4);
2) 4x*—ax+6; 2x+1).
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736." Egyszerisitsétek a kovetkezs kifejezéseket:
1) 9a% -4 a-2  a-1,
20°-5a+2 3a+2 1-2a’

2) b—4 ( b-1 1 )
b2 —b \202+3b+1 b>-1)
c+2 2¢ .2 +3c .
3) 2 T2 . 27
c“—c—-6 ¢"-6¢c+9/ (2c¢-6)

3 2m 4m -6 4m-16
4) ( + . ) : .
m-4 m+1 m“-3m-4) 2m-3
737.” Igazoljatok, hogy az alabbi kifejezések értéke fliggetlen az a valtozd
értékétdl:
) 250> -36 . 5a+6 9a-8,
10a>-9a+2 5a-2 1-2a’

2a 1 4 2a+1
2) (a+3+a—1 a2+2a—3)' a+8’
738." Abrézoljétok az alabbi fuggvényeket:
2 2 2
—-6x+5 3x°-10x+3 x°“ -4
1) y= X =62+5, 2 y- o4
)y -1 )y x—-3 x+2

739.” Abrézoljétok a kovetkez6 fliiggvények grafikonjat:

x%-2x-8 x-x-2 x2-x-30

Dy= x—4 2 y= x+1  x+5
740." Alakitsatok szorzattd az alabbi tobbtagu kifejezéseket:

1) x% — 6xy + 5y% 3) 3m? — 8mn — 3n?,

2) a’ + bab — 36b%; 4) 4x® — Bxy + y*.
741. Alakitsatok szorzattd az aldbbi polinomokat:

1) a® — 14ab + 40b%; 2) 12b2 + bc — 6¢2.
742. Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:

@-a-6)x=a*>-9; 2)(@*—-8a+7)x=2a*>-13a - 1.

743." Az a minden értékére oldjatok meg az
(@®+Ta—8)x=a?+ 16a + 64
egyenletet!

I ISMETLO FELADATOK

744. EgyszerUsitsétek az alabbi torteket:

D 3++/3. 3) 2-6 . 5 9a-b
243 J6-3 9a +6b \a + b
5-J5 . o _ta-2 6 aa-8

a+2x/;+4'

? fo_s43 ) ez
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745. A 36. abra egyik rajzan egy allandé sebességgel haladd gyalogos
mozgasi grafikonja lathaté. Hatarozzatok meg a gyalogos sebességét!

S, S, S,
km m m
1 1 / 1
ol 1 t, bra ol 1 t, fra ol 1 t, éra
a 6 8
36. dbra

746. 2 liter 8%-0s és 3 liter 6%-o0s zsirtartalmu tejet 6sszedntottek.
Héany szazalék a kapott tej zsirtartalma?

l FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ

747. Oldjatok meg a kévetkezb egyenleteket:

1) x%=09; 3) (dx + 1) = 9; 5) Vx =9;

2) &2 = —9; 4) (x—1)*=5; 6) Vx =-9.
748. Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

1) 4x -1 _ x+5;
x-2 x-2
2y°-3y-20 .
2) e y=1

5x-3 4x-2 ..
3) x+1 x+2 =5

11 9
y-5 y+4 (y-5y+4)

4)

l NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

= 749. Milyen téglalapbdl van tobb: olyanbdl, amelynek kertilete 1000
egység vagy olyanbdl, amelyeknek a kertilete 1002 egység? A feladat
feltételében az Osszes olyan téglalap szerepel, melyek oldalhosszainak
mérdszama természetes szam.
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8l Masodfokura visszavezethetd egyenletek
megoldasa

1. PELDA. Oldjuk meg az x* — 13x2 + 36 = 0 egyenletet.
Megoldas. Vezessink be 4j valtozét: x2= t. Akkor x* = 2. Ekkor az
egyenlet felirhaté a ¢ valtozon keresztil:
t?—13t+36=0.
Az utébbi egyenletet megoldva kapjuk, hogy ¢, = 4, t, = 9. Mivel
t =x?, ezért az
x2=4ésx*=9
egyenletet kell megoldani.
Tehat x, = -2, x, =2, x,= -3 és x, = 3.
Felelet: kétféleképen is felirhatjuk: —2; 2; —3; 3 vagy £2; £3. A
Meghatarozas.Azax*+ bx>+c=0 alaku egyenletet bik-
vadratikus egyenletnek nevezzik, ahol x valtozo, a, b,
c valés szam és a # 0.

Az x? = t valtozocserét alkalmazva a bikvadratikus egyenlet vissza-
vezethet6 at? + bt + ¢ = 0 alakl masodfoku egyenletre. Ezt a mddszert
valtozécserének nevezziik.

Ezt az elvet nemcsak bikvadratikus egyenletek megoldasakor alkal-
mazhatjuk.

2. PELDA. Oldjuk mega (2x — 1)* + (2x —1)2 — 2 = 0 egyenletet.

Megoldds. Vezessiik be a t = (2x — 1)? valtozét. Ezt behelyettesitve

az egyenletiink

2 +t— 2 =0 alaku lesz.
Innét ¢, = -2 ést, = 1.
Tehat a (2x — 1) = -2 és (2x — 1) = 1 egyenleteket kell megoldani.
Az elsG egyenletnek nincs megoldasa. A masodik egyenletbdl a
2x-1=1vagy2x—-1=-1

egyenleteket kapjuk, melyek megoldasa az x; =0 és x, = 1.

Felelet:0;1. A

3. PELDA. Oldjuk meg a 6x+5+/x +1=0 egyenletet.

Megoldds. Vezessink be 1) ismeretlent. Legyen Jx = t, akkor
t? = x. Igy az egyenletiink: 6¢% + 5¢ + 1 = 0 alaku lett.
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1

Ennek az egyenletnek két gyoke van: ¢, = —%, t, 5"
Két egyenletet kaptunk:

R S/
N NN

Mivel vx >0, ezeknek az egyenleteknek nincs megoldasuk.
Felelet: az egyenletnek nincsenek gyokei. A

4. PELDA. Oldjuk meg az xjc+_2x = 5i+(158 egyenletet.
Megoldads. Ez az egyenlet ekvivalens a
x%+2x=5x+18,
{x -6%0
egyenletrendszerrel. Innét
x2-3x-18=0,
{x # 6;
x=-3vagy x =06,
{xiG;
x=-3.
Felelet: —3. A
5. PELDA. Oldjuk meg az —; 5 - 24 -1 egyenletet.
x°—4x+4 x°-4 x+2

Megoldas. Rendezzik az egyenletet: 5 4 _1
(x-2)? (x-2)(x+2) x+2

b

5(x+2)—4 (x—2)—(x - 2) _0
(x-2)% (x+2) '
Ez az egyenlet ekvivalens az alabbi rendszerrel:
5(x+2)—4(x—-2)—(x—-2)*=0,
x#+2,

x #-2.

Ebbdl kovetkezik, hogy
5x+10—-4x+8—-x?+4x-4=0,

X #2,

X+ -2
x%?—-5x-14=0,
X #2,
X+ -2
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x=Tvagy x=-2,
X #2,
x#-2
x="1.
Felelet: 7. A

‘?

| Mit neveziink bikvadratikus egyenletnek?

I GYAKORLATOK

750.° Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:

1) x*—5x2+4=0; 4) x* + 14x%> - 32 =0;
2) x*—5x2+6=0; 5) 4x*—9x% + 2 =0;
3) x*—8x2—-9=0; 6) 3x*+ 8x2—-3=0.
751.° Oldjatok meg a kovetkezs egyenleteket:
1) x* —29x% + 100 = 0; 4) x* + 3x? — 70 = 0;
2) x* —9x%+ 20 =0; 5) 9x* — 10x2+ 1= 0;
3) x* —2x? — 24 =0; 6) 2x* —5x2+2=0.
752.° ()ldjétok meg az alabbi egyenleteket:
x%+3x—-4 x®+4x 9x+50
Y x+1 =0; 7 x-5 x-5
x2—6x—-T7 .. x> —6x  15-2x _
2) x-1T =0; 8 x-3 | x-3
3x?—x— 2 x2—6x_ .
3) —1 o 0; 9) ) =4;
4) x? -8x __20 |, 10) 5x+18 _
x+10  x+10° -2 ’
x®-14 _ b5x | 6
5) x+2  x+2’ 11)x+1_x
x%+10x _12x+48 8 18
6) 8 = .8 12) 5-==
753.° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
x®-bx-6 _ . x*+12x 5x-12 _
Y x-6 =0; 5) x+4  x+4
dx® —Tx -2 x%—3x
2 —_— =V, —6°
) x-2 0; 6) x+6 ’
2x2+6 _ 13x . 2- 33y
3 x+8 x+8’ D -4 =Ty
2
4) x +4x:5x+56; 8) y—@:IO.

x+7 x+7

’

b
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754.° Oldjatok meg a kiovetkezd egyenleteket:
D@x+3)*—-3x+3)?2-4=0;
2) 2x+1)*— 10 Cx+ 12+ 9=0;
3) 6x—T)'+46x—T)2+3=0;
) x—4*+2x—-4)2>-8=0.

755.° Oldjatok meg a kovetkezb egyenleteket:
1) Bx—1)*-20 3Bx—-1)2+64=0;
2) 2x+ 3)*—24 2x+ 3)2—-25=0.

756.° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

1)x—3\/;+2:0; 4)8\/;+x+7=0;
2) x—Jx-12=0; 5) 6Jx —27+x=0;
3) 8x-10/x +3=0; 6) 8x—10/x +3=0.

757.° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
1) x—6Jx+8=0; 2) x-5/x-50=0; 3)2x-3x+1=0.
758.° Oldjatok meg a kiévetkezd egyenleteket:

2 2
1) x 729x+18:0; 3) x2712x+35:0;
x“-9 x°—-10x + 25
2) 3x2—14x—5:0_ 4 x2—7x+6:0
3x%+x ’ x2+2x-3
759.° Oldjatok meg a kovetkez§ egyenleteket:
2 2
-9x-10 +5x—14
1) %:0; 2) xz—x:
x” -1 x°—6x+8
760.° Oldjatok meg a kiévetkezd egyenleteket:
2y 3y+3 5x+2 4x+13
1) =2 ="2"%, 3 = ;
) y-3 y ) x-1 x+7
3x+4 2x-9. 2x® ~8x+1 _o
2 x-3  x+1’ 9 x-1 =3x—4.
761.° Hatarozzatok meg a kovetkezd egyenletek gyokeit:
2x-13 _x+6 3x” —4x-20
1 =T, 2) = —— 2 —2x-5.
) x—6 x ) x+2 x5
762.° Hatarozzatok meg a kovetkezd egyenletek gyokeit:
10 9 1 10 3—x
1 +==1; 6) ~——— =2"2%.
)x+2 x )x x2-5x x-5
) 48 48 ~1 7 4x _x=-2 _1,
14-x 14+x x?+4x+4 x*+2x x
3) x—l+ x 8 : 8) 6 3 N x—12 0;

x+2 x-2 x2_4 x2—36_x2—6x x24+6x
4) x—1+x+1:2x+18; 9) x +x+7:63—5x;

x+3 x-38 x%-9 x+7 x-T7 x?-49

4x-10 x+6 4 1 10
5 =—=——+ =4, 10 - = .
) x-1  x+1 )x2—10x+25 x+5 x2-25
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763.° Oldjatok meg a kivetkezd egyenleteket:

60 60 1 2y+3 y+1 1
— - == 4 - + =0;
x x+10 5 ) 2y+2 2y-2 421
9) % +x+2: 216 : 5) — 3x _ ozc—3 :l;
x+2 x-2 x°-4 x“-10x+25 x°-bx X
9 14 24 x—20 10 5
3 —t——5=" 6) = 2 T2 =
x+3 x-3 «x x“+10x x°-100 x°-10x
764.° A valtozo mely értékénél lesz:
24 16 . . . '
1) a T sa tort 6sszege 3;

3
X+

2) a % tort értéke i-del t5bb a

765.° A valtoz6 mely értékénél lesz:

D a 3% tort értéke L-del kevesebb a 30 tort értékéndl;
x+3 2 x

6 5 tort értékénél?

tort értékénél?

2) a 29 tort értéke 9-cel tobb a
x x+18
766.” Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

210, 4 sr-l gdx6__x __ 14
+1 x+l xPox+1] x+2 x+1 x%43x+2
2) 6 +5—236_ 3 . 4) x 3x-1 _ 2

x?-4x+3 x-1 x-38 2 4 x2%+x-6 x2+5x+6
767.” Oldjatok meg a kévetkezd egyenleteket:
3x+2 , x°+39_ 5 x | x+l 8
1 + = ; 2 + = .
)x2+2x+4 x¥-8 x-2 )x—l x+3 x2+2x-3
768.” Oldjatok meg a kivetkezd egyenleteket! Vezessetek be 1) valtozot:
1) (?-22-8x2-2)+7=0;
2) (x? + 5x)2— 2 (x% + bx) — 24 = 0;
3) (x2—3x+1) (x*—3x+3)=3;
4) (x® + 2x + 2) (x% + 2x — 4) =-5.
769.” Oldjatok meg a kovetkez egyenleteket! Vezessetek be Gj ismeret-
lent:
2
1 (2x—1) _6(2z—1)+5:0; 2) 8x-1_ x+1 o1

X

x+1 3x-1 3’
770.” Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

4 2
1) (2 — 6% + (x? — 62) — 56 = 0; 3 X __Ar _5_0;
(x-2)° x-2
2) (¥ + 8x + 3) (x? + 8x + 5) = 63; g x+4_x-3_3

x-3 x+4 2°
771. Oldjatok meg az aldbbi egyenleteket! Vegyétek figyelembe, hogy a
valés szam:

1) x2—8x+7:0; 3) xz—(3a+2)x+6a=0;
x—a x—6
9) %@ __g. 4 4x-a) _q

x> -8x+7 x+3
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* Apté x®—ax+5
7727 Az a mely értéke mellett lesz az T:o egyenletnek egy
gyoke?
I ISMETLO FELADATOK
773. Igaz-e, hogy az
(a-1)? 21 L +-2

a®-1 a?-2a+1) a+1
kifejezés értéke az a barmely értékére pozitiv?

774.A\/5+2_«/E—2

, Jo-2 Jb+2
775. Abrazoljatok az

kifejezés értéke racionalis vagy irracionalis szam?

—%, hax<-2,
y:

2 >
fliggvényt! x%, hax>-2

l NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

776. A szamitégép monitoran az 1-gyes szamjegy lathat6. A gép minden
masodpercben a monitoron 1évd szdmhoz hozziadja a szam szamje-
gyeinek 6sszegét. Lehetséges-e, hogy bizonyos id6 maltan a monitoron
a 123 456 789 szam legyen lathat6?

Egyenletek megoldasa Uj valtozo
bevezetésével @

A 22. pontban megismerkedtetek az egyenletek megoldasanak azzal
a modszerével, mikor ) valtozot vezettunk be. Tekintsiink at még né-
hany példat ennek a mdédszernek az alkalmazasara, melyek igazoljak a
modszer hatékonysagat.

7 2 - —
1. PELDA. Oldjuk megaz = 8x—6 8x =-2 egyenletet.

x _x2—3x—6

2
Megoldds. Jelsljik az #:t kifejezést ¢-vel, akkor

28—x:§. Behelyettesitve, az egyenletiink t-8__2 alaku lesz,
x“-38x-6 t t

2 — =
amely ekvivalens a {t +02t 8=0, egyenletrendszerrel.

t#
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Megoldva ezt az egyenletrendszert azt kapjuk, hogy ¢, =—4 és t, = 2.

Tehat az adott egyenlet megoldasat visszavezettiik két egyenlet
megoldasara:

1) x> -3x-6 -4

x 9
2
2) x"—3x-6 _
X

Ezeket az egyenleteket oldjatok meg 6nalléan!
Felelet: —3;-1;2;6. A

2.

2. PELDA. Oldjuk meg a (2x%+ 3x — 1)2— 10x2 — 15x + 9 = 0 egyenletet.
Megoldds. Alakitsuk at az egyenletet:
2x?+3x—1)2—10x2—15x+ 5+ 4 = 0;
@Cx2+3x—-12-5@x?+3x—1)+4=0.
Vezessiink be 0j valtozét: 2x? + 3x — 1 = ¢t. Ekkor az egyenlet ¢ — 5¢ +
+ 4 = 0 alakban irhaté fel, melynek megoldasa ¢, = 1 és t, = 4.
Vagyis 2x? + 3x—1=1vagy 2x2+ 3x— 1 =4.
A kapott masodfoku egyenleteket megoldva kapjuk meg az eredeti
egyenlet megoldasat.
1 5
Felelet: —-2; PURL 1. A
3. PELDA. Oldjuk meg a (2x2— 3x + 1) (2x% + 5x + 1) = 9x? egyenletet.
Megoldas. Kénnyen leellenérizhetd, hogy az x = 0 érték nem gyoke
az adott egyenletnek, ezért osszuk el az egyenlet mindkét oldalat x2-tel,
igy az eredeti egyenlettel azonos
2x2—3x+1.2x2+5x+1:9
x X

egyenletet kapjuk.

Tnnét (2x—3+l)(2x+5+l)=9.

X X

Vezessiink be 4j valtozot: 2x + % —3=t. Akkor 2x +5+ % =t+8. Ekkor
t (t+ 8)=9. A kapott masodfoku egyenlet gyokei: ¢, =1 és t, = 9.

Ezeket az értékeket visszahelyettesitve két egyenletet kapunk:

D) 2x+l-3=1;

X
2) 2x+1-3=-9.
Az egyenleteket oldjatok meg 6nalléan!

242 —3+7

5 . A
2 2

Felelet:
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4. PELDA. Oldjuk meg a 7(x+%)—2(x2 +i2):9 egyenletet.
X

2
Megoldads. Vezessiink be ) valtozot: x+%:t. Ekkor (x+%) =2

Innen x2+2+i2=t2; x?+
X

1

x2

=t%-2.

Az eredeti egyenletbe visszahelyettesitve:
T—2t*-2)=09;

212 - Tt +5=0.
A kapott méasodfoku egyenleteket megoldva: ¢, = 1 és &, = g
Tehat x+l:1 vagy x+l:§.
x x 2

Ezeket az egyenleteket oldjatok meg 6nalléan!
Felelet: %; 2. A

5. PELDA. Oldjuk meg az (x2 — 2x + 2)% + 3x (x2 — 2x + 2) = 10x2
egyenletet.
Megoldds. K('jpnyen meggy6zédhetink arrdl, hogy az x = 0 nem gyoke
az egyenletnek. Igy az egyenlet felirhaté
2 2 2
(x —232c+2) +3(x J62x+2) ~10

X
alakban, mivel az egyenlet mindkét oldalat elosztottuk x2-tel.
Az x%—2x+2

=t 4j valtozé bevezetésével a
X

?+3t—10=0
masodfoku egyenletet kapjuk.

Fejezzétek be onalléan!

Felelet: 2—\/5; 2+\/§; -1;-2. A

Ezen példak megoldasa kozben felmeriilhetett bennetek, hogy miért
nem alkalmaztunk azonos atalakitasokat?

Az igazsag az, hogy a kijelolt azonos atalakitasok utan az ax* + bx® +
+cx? + dx + e =0 alaku egyenletet kapjuk (gy6zidjetek meg réla 6nalléan).
Ha a # 0, ezeket az egyenleteket negyedfoku egyenleteknek nevezziik.
Ha a =0 és b # 0, akkor harmadfokanak. Ezen egyenletek részesete
a bikvadratikus egyenlet, amikor b = 0 és d = 0. Ezeket az egyenleteket
mar meg tudjatok oldani.

Altaldnos esetben a harmadfoku és negyedfokt egyenletek megol-
dasahoz ismerni kell a megoldoképletet. A megolddképlet kivezetésének
torténetérdl olvashatsz a kovetkezd értekezésbdl.
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I GYAKORLATOK

Oldjatok meg a kovetkezb egyenleteket:
3x°-9x 12
1 - =3;
) 2 x% —3x
2)

6 . 8 _

(x+1D)(x+2) (x-1(x+4)
3)x(x+3)(x+5) (x+8)=100;
4 (x+2) (x+3) (x+8) (x+12) = 4x?;
5) 7(x+l)—2(x2+i2)=9;

x x

6)2(x*+x+1)2—-7((x—-1)72=13 (x* - 1);
7) (x—6)* + (x — 4)* = 82.

Scipione del Ferro titkos fegyvere I —g 7

Konnyen meg tudjatok oldani a kévetkez6 harmadfoku egyenleteket:
x—8=0,x*+x2=0,x>—x=0.
Ezek az egyenletek részesetei az ax® + bx? + cx + d = 0 egyenletnek,

.
’

ahol x a valtozo, a, b, ¢, d valés szam és a # 0. A harmadfoka egyen-
let megolddképletének levezetése nehéz feladat. Nemhidba tekintik a
XVI. szazad egyik kiemelked§ matematikai felfedezésének.

ElGszor Scipione del Ferro (1465—1526) olasz matematikus vezette le
az x° + px = q egyenletet, ahol p és ¢ pozitiv szam. Scipione del Ferro a

Niccolo Girolamo Niels Henrik
Tartaglia Cardano Abel
(1499-1557) (1501-1576) (1802-1829)
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felfedezését titokban tartotta. Abban a korban egy tudés érvényestilése
sokban fliggott a matematikaversenyeken elért eredményeitél. Ezért
volt szamara kifizet6dd, hogy titokban tartsa felfedezését, mert titkos
fegyverként tudta alkalmazni.

Scipione del Ferro halala utan egyik tanitvanya, Fiore, aki ismerte a
titkos képletet, kihivta Niccolo Tartagliat, egy velencei szamolémestert
(1499-1557) egy tudomanyos parbajra. Néhany nappal a parbaj el6tt
Tartaglia is felfedezte a harmadfoku egyenletek megoldasanak eljarasat
és 1535. november 20-an folényes gybdzelmet aratott.

Elészor a titkos képletet Girolamo Cardano (1501-1576) ismert
olasz matematikus jelentette meg a A nagy miivészet, avagy az algebrai
szabdlyokrol cimd konyvében. Ebben a miben talalkozunk elGszor a
negyedfoku egyenlet megoldasi eljarasaval is, melyet Ludoviko Ferrari
(1522-1565) dolgozott ki.

A XVII — XVIII. szazad matematikusai sok energiat fektettek az
otodfoku egyenletek megoldasaba. Az elért eredményekhez sokban hoz-
zajarultak Paolo Ruffini (1765—-1822), és Niels Henrik Abel (1802—-1829)
fiatalon elhunyt norvég matematikus. Az eredmény meglepd volt: bebi-
zonyitottak, hogy az altalanos 6todfokt és magasabb foku egyenletek
véges szamu algebrai mivelettel (6sszeadds, kivonds, szorzas, osztas és
gyokvonas) nem oldhaték meg.

Bl A raciondlis egyenlet, mint a redlis
probléméak matematikai modellje

A 7. pontban mar tanultatok a racionalis egyenletek alkalmazasat a
realis problémak megoldasara, matematikai modelljére. Most, hogy mar
meg tudtok oldani masodfoku egyenletet is, a feladatok kore kibGvithetd.

1. PELDA. Az Ahelységbél egy kerékparos indult el, majd 45 perccel
kés6bb ugyanabba az iranyba egy teheraut6. A teherauté az A helységtdl
15 km-re utolérte a kerékparost. Mekkora atlagsebességgel haladt a ke-
rékparos és a teherautd, ha a teheraut6 sebessége 18 km/h-val t6bb volt?

Megoldds. Jeloljuk a kerekparos sebességét x km/h-val, akkor a

teheraut6 sebessége (x + 18) km/h. A kerékparos a 15 km-es utat % 6ra
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15
x+

45 perccel, % oraval révidebb idG alatt tette meg, mint a kerékparos, ezért

ora alatt. Mivel a teherauté ezt az utat

alatt tette meg, a teherauté

515 _3
x  x+18 4’
Igy:
15__15 _3,
x x+18 4’
5__ 5 _1,
x x+18 4’
20x+360720x7x2718x:0.

4x (x+18) ’
x%2+18x—-3860=0,
x =0,
x#-18.

x =12 vagy x = -30.

A —30 nem felel meg a feladat feltételeinek.

Tehat a kerekparos sebessége 12 km/h, a teherautéé pedig 12 + 18 =
= 30 (km/h).

Felelet: 12km/h, 30 km/h. A

2. PELDA . Az ttjavitast 7 6ran keresztiil egy brigad végezte, majd
csatlakozott hozzajuk egy mésik brigad. Két éra kzos munkaval be is
fejezték az utkarbantartast. Hany 6ra alatt végzett volna kiilon-kiilon a
két brigad az atjavitassal, ha az elsének 4 6raval tobb idére van sziiksége?

Megolddas. Jeloljuk x-szel azt az 1dGt, ami alatt az els6 brigad elké-
szul az Utjavitassal, akkor a masodik brigad (x — 4) éra alatt. 1 6ra alatt

az elsd brigad az Gt % -ed részét javitja ki, a masodik az at %-ed részét.

Az els6 brigad 9 6rat dolgozott, igy az Ut g-ed részével végzett, a maso-
X

2

X —

dik brigad 2 érat dolgozott, tehat az at 1 -ed részét javitotta ki. Mivel

a munkat kozosen fejezték be, igy a 9, % =1 egyenletet irhatjuk fel.
X X —

A kapott egyenletnek két megoldasa van: x;, = 12 és x, = 3 (6nalléan

ellendrizzétek le). A masodik gyok nem felel meg a feladat feltételeinek,

mivel akkor a masodik brigad x = 3 — 4 = -1 éra alatt fejezné be a mun-

kat, ami lehetetlen.
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Tehat az els6 brigad 12 éra alatt, a masodik 8 6ra alatt végezné el az
atjavitast, ha egyedil dolgozna.
Felelet: 12 6ra, 8 éra. A

3. PELDA. Egy séoldat 120 gramm vizet tartalmaz. Miutdn az
oldathoz hozzaadtak 10 g s6t, az oldat koncentraciéja 5%-kal megndétt.
Hany gramm s6 volt eredetileg az oldatban?

Megoldds. Jeloljuk az eredeti oldat sétartalmat x-szel. Akkor az

x
x+120

oldathoz 10 g sét adtak, akkor az oldat sétartalma (x + 10), és az oldat

x+10
x+130°

oldat tomege (x + 120) gramm, tehat a toménysége . Miutan az

tomege (x + 130) gramm, a toménysége pedig Ez a toménység

5%-kal, azaz %-dal tobb az eredeti oldat toménységénél. Tehat

x+10  x _ 1
x+130 x+120 20°
A kapott egyenletnek két gyoke van x; = 30 és x, =—280, melyek kozil

a masodik nem felel meg a feladat feltételeinek.
Vagyis az eredeti oldatban 30 gramm sé volt.

Felelet: 30g. A

I GYAKORLATOK

777.° Az A és B varosok kozotti tavolsag els6 150 km-ét egy személygép-
kocsi meghatarozott sebességgel tette meg. Majd a tovabbi 240 km-en
a sebességét 5 km/h-val novelte. Hatarozzatok meg a személygépkocsi
kezdeti sebességét, ha a két varos kozotti utat a személygépkocsi 5 6ra
alatt tette meg!

778.° Egy motorkerékparos a 90 km-es utat 18 perccel révidebb id§ alatt
teszi meg, mint egy masik motorkerékparos, mert a sebessége 10 km/h-
val nagyobb. Hatarozzatok meg a motorkerékparosok sebességét!

779.° Az egyik helységbil a masik helységbe, melyek kozott a tavolsag
240 km, egyszerre indult el egy személygépkocsi és egy autébusz. Az
autébusz atlagsebessége 20 km/h-val kisebb, mint a személygépkocsié,
és igy 1 o6raval kés6bb érkezett meg. Mekkora a személygépkocsi és
az autdbusz atlagsebessége?
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780.° Egy vonat 10 perces késését ugy probalta behozni, hogy az ut
utols6é 80 km-es szakaszan az atlagsebességét novelte 16 km/h-val.
Hatarozzatok meg a vonat kezdeti sebességét!

781." A Meggyes és Kortvélyes kozotti 15 km-es tavolsagot egy lovas
valamilyen atlagsebességgel tette meg. A visszatUton a sebességét
3 km/h-val novelte, igy 15 perccel révidebb id6 alatt ért vissza. Ha-
tarozzatok meg a lovas kezdeti sebességét!

782.° Egy gépirondnek meghatarozott id6 alatt 180 oldalt kellett legépel-
nie. O viszont 5 éraval hamarabb végzett a munkaval, mert éranként
a tervezettnél 3 oldallal tobbet gépelt le. Hany oldalt gépelt éranként
a gépirénG?

783.° Az egyik szivattyu 90 m? vizet 1 éraval révidebb 1dd alatt pumpal
at, mint egy masik szivattyud 100 m*-t. Mennyi a szivattyuk teljesit-
ménye, ha az els6 6ranként 5 m?-rel tébb vizet pumpal at?

784. Egy munkasnak 72 alkatrészt kellett meghatarozott id§ alatt
legyartania. Mivel naponta 4 alkatrésszel tébbet készitett, igy a
munkat a tervezetnél 3 nappal hamarabb fejezte be. Hany nap alatt
végzett a feladattal?

785.° Egy sétahajo a folyon lefelé 16 km-t tett meg és felfelé 30 km-t. Az
egész ut 1 6ra 30 percig tartott. Hatarozzatok meg a hajé atlagsebes-
ségét allovizben, ha a vizfolyas sebessége 1 km/h!

786." Egy csbénak 15 km-t tett meg a folyon lefelé, majd visszafordult.
Visszafelé az Gt 1 6raval hosszabb volt. Hatarozzatok meg a csénak
sebességét a folyon lefelé, ha a vizfolyas sebessége 2 km/h!

787.° Az egyik kikot6bdl a folyon lefelé egy tutaj indult el, majd 4 6raval
késébb egy csonak. A csénak a kikot6tsl 15 km-re utolérte a tutajt.
Hatarozzatok meg a vizfolyas sebességét, ha a csénak sebessége Al-
16vizben 12 km/h!

788.° Egy sétahajé 4 6ra alatt 45 km-t tett meg a folyén lefelé és 28 km-t a
folyon felfelé. Hatarozzatok meg a vizfolyas sebességét, ha a sétahajé
sebessége allovizben 18 km/h!

789.° Egy turista az ut %-ét hajon, a tobbit személygépkocsival tette meg.

A személygépkocsi sebessége 20 km/h-val nagyobb a hajé sebességé-
nél. Személygépkocsival 1 6ra 30 perccel kevesebbet utazott, mint
hajon. Hatarozzatok meg a személygépkocsi és a hajo atlagsebességét,
ha a turista 160 km-t tett meg dsszesen!
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790.° A menetrend szerint az autébusznak 72 km-t kellett megtennie.
24 km megtétele utan egy sorompénal az autébusz 12 percet varako-
zott. Hogy tartani tudja a menetrendet, az autébuszvezets a sebességét
12 km/h-val novelte, és igy csak 4 percet késett. Hatarozzatok meg
az autébusz kezdeti sebességét!

791.° Az iskolasok egy csoportja turistautat szervezett A varosbdl B
varosba. Odafelé autébusszal mentek, visszafelé pedig vonaton. Visz-
szafelé az Ut 30 perccel révidebb volt. Hatarozzatok meg a vonat és az
autobusz atlagsebességét, ha a vonat sebessége 20 km/h-val kevesebb
a busz atlagsebességénél, és a két varos kozott a mdat 160 km, a
vasutvonal pedig 150 km!

792.° Egy turista kajakkal 4 km-t a tavon és 5 km-t a folyén lefelé
ugyanannyi idg alatt tett meg, mint 6 km-t a folyon felfelé. Mekkora
sebességgel haladt a kajakos a tavon, ha a vizfolyas sebessége 2 km/h?

793.° Egy g6z6s 1 6ra alatt 16 km-t tett meg a tavon és 18 km-t a tébdl
eredd folyon. Hatarozzatok meg a gézos sebességét allovizben, ha a
foly6 sebessége 4 km/h!

794.° Egy kozonséges tort nevezdje 3-mal tobb a szamlaldjanal. Ha a tort
szamlaléjat 4-gyel, a nevezdjét pedig 8-cal noveljiik, akkor a kapott
tort értéke %-dal tobb az eredeti tort értékénél. Hatarozzatok meg az
eredeti tortet!

795.° Egy kozonséges tort szamlaldja 5-tel kevesebb a nevezdjénél. Ha a
tort szamlalgjat 3-mal csokkentjiuk, a nevezdjét pedig 4-gyel néveljik,
akkor a kapott tort %-dal kisebb az eredeti tortnél. Hatarozzatok meg

az eredeti tortet!

796." Két munkas egytitt a kijelolt feladatot 20 nap alatt végzi el. Hany
nap alatt késziilnének el kiilon-kiilé6n a munkaval, ha az egyikiiknek
9 nappal tobb idbére van sziiksége?

797.° Egy éplilet homlokzatanak kifestésére az egyik munkasnak 5 6raval
tobb idére volt sziiksége, mint egy masik munkasnak. Az egyik mun-
kas 3 orat dolgozott, majd felvaltotta 6t a masik munkas. Két 6raval
kés6bb a homlokzat 40%-a volt kifestve. Hany éra alatt késziilne el
az egész munkaval kiilon-kiiléon mindkét munkas?
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798." Az egyik traktoros 6 6rat dolgozott a mezén. Masnap besegitett
neki egy masik traktoros, igy 8 érai kézos munka utan befejezték a
szantast. Hany ora alatt szantana fel kiilon-kiilon mindkét traktoros
ezt a mezét, ha az egyiknek erre 3 éraval kevesebb id6re van sziiksége?

799.° A 20 gramm sét tartalmazoé séoldathoz 100 g vizet ontottek, igy
az oldat toménysége 10%-kal csékkent. Mennyi vizet tartalmazott
az oldat eredetileg?

800." Egy 10 kg cinket tartalmazé cink-réz 6tvozethez hozzaolvasztottak
10 kg rezet. A kapott 6tvozet 5%-kal tobb rezet tartalmaz, mint az
eredeti. Mennyi rezet tartalmazott az eredeti 6tvozet?

801.” 2 6ra 40 perccel késGbb, mint ahogy az A kik6tGbdl elindult egy
tutaj, a B kik6t6bdl a folyon felfelé elindult egy motorcsénak. Hata-
rozzatok meg a folyoviz sebességét, ha a tutaj és a motorcsénak az A
kiko6t6tl 14 km-re talalkozott! A motorcsonak sebessége allévizben
12 km/h, és a két kikotG kozott a tavolsag 32 km!

802.” Egy medencébe két cs6 vezet. Az egyik csovon keresztil toltik meg
a medencét vizzel, a masikon keresztiil engedik le a vizet. A viz leen-
gedése 1 6raval tovabb tart, mint a medence megtoltése. Ha mindkét
cs6 nyitva van, akkor a medence 30 dra alatt telik meg vizzel. Hany
6ra alatt lehet megtolteni vizzel az tires medencét?

803.” Egy medencét harom csapon keresztiil lehet megtolteni vizzel. Az
els6 csapon keresztul annyi id§ alatt telik meg a medence, mint a
masik kettén egytitt. Az elsG csapon keresztil 2 éraval gyorsabban
telik meg a medence, mint a masodikon és 8 éraval hamarabb, mint a
harmadikon. Hany 6ra alatt telne meg a medence az egyes csapokon
keresztiil?

804.” A 400 km-es tavolsagot egy autébusz meghatarozott atlagsebesség-
gel szerette volna megtenni. Az elsG két éraban a tervezett sebességgel
haladt, de kézben 20 percre meg kellett allnia. Ahhoz, hogy idejében
megérkezzen, az Ut hatraléveé részén 10 km/h-val nagyobb sebességgel
haladt. Mekkora volt az autébusz tervezett sebessége?

805.” Egy munkasnak meghatarozott id6 alatt 360 alkatrészt kell le-
gyartania. Az elsé 6t napban a tervnek megfelelGen dolgozott, majd
naponta 4 alkatrésszel névelte termelését, igy a hataridd el6tt egy
nappal mar 372 alkatrészt készitett el. Hany alkatrészt kellett elké-
szitenie naponta a terv szerint?
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806." Egy meghatarozott feladatot az egyik munkas 12 éraval gyor-
sabban fejez be, mint egy masik, és 4 6raval kés6bb, mintha egyutt
dolgoznanak. Hany dra alatt végzi el a kijel6lt munkat az els6 munkas?

I ISMETLO FELADATOK

807. Szamitsatok ki:

4 -9
77,;12; 3) (10°)?-1000°°.

808. Hatarozzatok meg az a® —2a J5+2 kifejezés értékét, ha a = J5-3!

1) @27-37% 2)

809. Abrazoljatok az y = —2x + 4 fiiggvényt!
1) Mi a figgvény zérushelye?
2) Hatarozzatok meg x azon értékeit, melyeknél y > 0!
3) Illeszkedik-e az M(—36; 68) pont a fliggvény grafikonjara?

810. A k mely értéke mellett illeszkedik az A (—/12;+/3) pont az y :%
fiiggvény grafikonjara? Rajzoljatok meg a grafikont!
811. Az alabbi egyenlGségek koziil melyik igaz?
V(B-2) =32 vagy V(3-2) =2-3.
A valaszotokat indokoljatok meg!

812. Egyszerisitsétek az alabbi kifejezéseket:

-2 4 -3
1) (ia'lb’3) ; 2) (;—J ; 3) (0,2a7'b%)? - 4a% .

I NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

813. Egy tanyéron 9 kiilonb6z6 tomegi sajtdarab van. Bizonyitsatok
be, hogy az egyik darabot ketté lehet osztani gy, hogy a kapott 10
sajtdarabot két tanyérra rakva azokon egyenld tomegd sajt legyen!
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Eurépa elsdé szamitéogépe I —g

A szamitastechnika gyors fejlédése tobb matematikai szakterilet
sziletését eredményezte, és j tudomanyos és alkalmazott kutatast
inditott el: a kiillonb6z6 folyamatok szamitégépes szimulacidjat (néhany
matematikai modellel mar megismerkedtetek a 7., 23. pontokban).

Ma mar el se tudjuk képzelni az életiinket szamitégép nélkil. Epp
ezért hihetetlen, hogy a térténete kevesebb mint szaz éves.

Az els@ elektronikus szamolégépet, az ENIAC-ot az USA-ban készitet-
ték el a XX. szdzad 40-es éveiben, amit tuzérségi lovedékek roppalyajanak
kiszamitasara hasznaltak.

Eurdpa els6 elektronikus szamologépét Kijevben alkottak meg.

1947 végén Szerhij Olekszijovics Lebegyev iranyitasaval az Ukran
Tudomanyos Akadémia Elektrotechnikai Intézetének elektrotechnikai
és specialis modellezés laboratériumaban megkezd8dott az dgyneve-
zett elektronikus szdmolégépmodellek programja, az MESZM (malaja
elektronnaja szcsotnaja masina). Ezek a szamol6gépek mar 1951 decembe-
rében olyan gyakorlati feladatokat oldottak meg, melyekhez a programot
az Ukran Tudomanyos Akadémia Matematika Intézetének munkatarsai
irtak. Az MESZM t6bb mint egy évig a kontinentalis Eurépa nem csak
els6, hanem egyetlen elektronikus szamitégépe is volt.

1957-ben hoztak létre az Ukran Tudomanyos Akadémia szamitokoz-
pontjat, amit 1962-ben Kibernetikai Kutatéintézetté szerveztek at. Az
intézet alapitdja és 1982-ig igazgatdja Viktor Mihajlovics Hluskov volt.

Kijev egyik elévarosanak, Feofanianak az az Sz. O. Lebegyev
épulete, ahol megalkottdk az MESZM-t (1902-1974)
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A szamitogépek altal megoldott elsG feladatok az Urkutatas és az
atomenergia kutatasat szolgaltak. Ezek a szamitasok a piléta nélkili
vagy pilotaval rendelkez6 repiild szerkezetek réppalyajat szamitottak
ki a valés id8ben, kivalasztottak az optimalis konstrukciét. Az ilyen
faladatok a ami napig jellemzdek a gyors szamitégépek alkalmazasara.

A Kibernetikai Kutatéintézet volt a Szovjetunidé szamitastechni-
kajanak, a szamitastechnika, kibernetika és informatika tudésainak
bolesbje. A munkatarsak tudomanyos eredményei az egész vilag elisme-
rését kivaltotta. Ma is Ggy tekintjik, hogy a szamitastechnika alapjai,
a matematikai modellezés, az automatak elmélete, a robotiranyitasu
szerkezetek és mas szamitastechnikai szakteriilet részben az ukran
tudésok munkassagan alapszik. Az intézet tuddésai megalapitottak a
vilaghir{ matematikai kibernetika, a szamitégépek, az optimalizalas és
rendszeranalizis, matematikai modellezés, matematikai megbizhatésag
és a programozas elméletének doktori iskoldjat.

A Kibernetika Kutatéintézet 6nallé részlegein 1992-1997 kozott
hoztak létre az Ukran Nemzeti Tudomanyos Akadémia (NTA) kiilonbo-
z6 — Szoftver Rendszerek, Matematikai Gépek Probléméja, Urkutatasi —
intézeteit, a Nemzeti Urkutatési Ugynokséget, az Ukran Oktatasi és
Tudomanyos Minisztérium (OTM) Alkalmazott Rendszeranalizis Inté-
zetét valamint az Ukran NTA és Ukran OTM Nemzetko6zi Informacids

Technolégiak Tudomanyos és Oktaté Kozpontjat.

V. M. Hluskov Az Ukran NTA Hluskov
(1923-1982) Kibernetikai Intézete
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ELLENORIZZETEK MAGATOKAT!
6. SZ. TESZTFELADAT

1. Hatarozzatok meg az 5x% — x — 6 masodfoku polinom gydkeit!

A) 2;-0,6; B) -2; 0,6; C)1;-1,2; D) -1;1,2.
2. Alakitsatok szorzatta a —x? — 4x + 5 polinomot!
A) (x—1) (x+5); C)—(x—1) (x+ 5);
B) (x + 1) (x - 5); D)—(x+1) (x-5).
2
3. Egyszerisitsétek az M tortet!
x%+x—
x+4, x—4, x+4, x—4
A) x-2’ B) x-2’ © x+2’ D) x+2°

4. Oldjatok meg az x* + 7x%2 — 18 = 0 egyenletet!
A)-3;3; B) —/2; V/2; C)-3; —/2; vV2; 3; D) V2; 3.

5. Hatarozzatok meg az (x? — 4x)* — 2 (x* — 4x) — 15 = 0 egyenlet gyokeit!

A)-1;1;3;5; B)-1;5; C)1; 3; D) 1; 3; 5.
6. Oldjatok meg az x —Jx-12=0 egyenletet!

A) -3; 4; B) -2; 2; C) 16; D) 9; 16.

-z x*-6 x !

7. Oldjatok meg az 3 1.3 egyenletet!

A) -2; B) 3; C) -2; 3; D) -3; 2.
8. Oldjatok meg a Sx-1__4 _ 12—9x egyenletet!

x x-2 x%-2x
4. 5. 4. . _4.
N-%2 BL2 oL D) 2.

9. Két varos kozott 350 km a tavolsag. Az egyik varosbdl a mésikba egy-
szerre és egy iranyba elindult egy teherauté és egy személygépkocsi.
A tehergépkocsi atlagsebessége 20 km/h kisebb a személygépkocsi
sebességénél, igy 2 éraval kés6bb érkezik meg. Jeloljiik x km/h-val
a teherautd sebességét, akkor az alabbi egyenletek koziil melyik a
feladat matematikai modellje?

350 350 . 350 350 _,,.
A)T x+20_2’ C)x+20 x %
B) 350, 350 _,. D) 330 _ 850 _

x x+20 x x-20
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10. Egy g6z6s 30 km-t tett meg folyon lefelé, majd visszafordult. Oda-visz-
sza az utat 3 6ra 10 perc alatt tette meg. A vizfolyas sebessége 1 km/h.
Jeloljik a g6z0s sebességét allovizben x km/h-val. Az alabbi egyenletek
koziil melyik felel meg a feladat feltételeinek?

30 30 30 30 1

A +—=——=3,1; +===3%;

)x+1 x-1 3 ©) x+1 x 36
30 30 30 30 1
B -2 -3 D +20 =3~
)x+1 x-1 3 )x+1 x-1 36

11. Egy munkasnak meghatarozott id6 alatt 96 alkatrészt kellett legyar-
tania. Mivel naponta a tervezettnél 2-vel tobb alkatrészt készitett,
igy a munkat 3 nappal hamarabb fejezte be.

Jeloljik x-szel a munkéas napi termelékenységét. Az alabbi egyenletek
kozul melyik felel meg a feladat feltételeinek?

96 96 96 96
___:3; C —_— =4,
x x-2 x x-3

) 20 _96_3; ) 9696 _
x-2 x ’ x-3 «x

12. Két munkés egytuitt 10 éra alatt késziil el a kijelolt feladattal. Ugyan-
ezt a munkat egyedil, az egyik munkas 15 6raval hamarabb végzi el.
Jeldljik x éraval azt az 1d6t, ami alatt az egyik munkas egyediil elvégzi
a kijelolt feladatot, akkor az alabbi egyenletek koziil melyik lesz az
adott probléma matematikai modellje?

A E_FL:]_; C) E+l_ ;
x 10-x x x+15

p 19, 15 _y D)0, 10 _q
x x-10 x x-15
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A 3. PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASA

Els6foku egyenlet
Az ax = b alaku egyenleteket, ahol x a valtozod, a és b barmely szam,
emellett a # 0, els6foku egyenleteknek nevezziik

Masodfoku egyenlet
Az ax?+ bx + ¢ =0 alaku egyenletet masodfoku egyenletnek nevezziik,
ahol x a valtozo, a, b és ¢ barmely szam és a # 0.

Rendezett masodfoku egyenlet
Azt a masodfoku egyenletet melynek a f6egytitthatdja 1, rendezett
masodfokl egyenletnek nevezziik.

Hianyos masodfoku egyenlet
Ha az ax® + bx + ¢ = 0 masodfoku egyenlet legalabb egyik egytittha-
tdja, kivéve a féegyutthatot nulla, akkor az ilyen egyenletet hianyos
masodfokl egyenletnek nevezzik.

Hianyos masodfoku egyenletek megoldasa

Az ax’*+bx+c=0 ., o
egyenlet egytitthatdi Hidnyos egyenlet Gyokok
b=c=0 ax2=0 x=0
biO,C—O ax’+bx=0 xlzo’xzz__
b=0,-5<0 ax’+c¢=0 nincs megoldésa
a
c c
b=0,—§>0 ax’+c=0 X, = /—;, xzz_l_z

A masodfoku egyenlet diszkriminansa
Az ax? + bx + ¢ = 0 egyenlet, a # 0, diszkriminansa a D = b?>— 4ac
kifejezés.

A masodfoku egyenletek megoldasa

Ha D < 0, akkor az egyenletnek nincs megoldasa.

Ha D = 0, akkor az egyenletnek egy megoldasa van: x = —%.
Ha D > 0, akkor az egyenletnek, két x, és x, megoldasa van:

5D 22D

1 2a
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Viéte tétele
Ha x, és x, az ax® + bx + ¢ = 0 egyenlet gyokei, akkor x, +x, =—% és

XX =<
172 a‘

Viéte tételének megforditasa
Ha o és B szamokra igaz, hogy oc+[?>:—§ és aﬁzg, akkor ezek a
szamok az ax? + bx + ¢ = 0 egyenlet gyokei.

Masodfoku polinom
Az ax? + bx + ¢ kifejezést masodfokd polinomnak nevezzik, ahol x
valtozo, a, b és ¢ barmely szam és a # 0.

A masodfoku polinom szorzatta alakitasa
Ha az ax? + bx + ¢ masodfokt polinom diszkriminansa pozitiv, akkor a
masodfokud polinom szorzatta alakithaté: ax? + bx + ¢ = a(x —x,)(x — x,),
ahol x, és x, a polinom gyokei.

Bikvadratikus egyenlet
Az ax* + bx? + ¢ = 0 alaku egyenletet bikvadratikus egyenletnek ne-
vezzik, ahol x valtozo, a, b, ¢ valés szam és a # 0.
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ISMETLO FELADATOK A 8. OSZTALY TANANYAGAHOZ

814. Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:

3m-n _ _a. a”—-2a _
1) erzn,ham— 4, n=3; 2) 4a+2,haa— 0,8.
815. A valtozé mely értékeire vannak értelmezve az alabbi kifejezések?
-2
1) 7b - 11; 8 =
)70 -1k ) Txl+7
9 4
2) —; 9 ;
) x ) x®-25
5 3
3) 50 10) 3
) 2-y ) | x|-5
g "3, 1)
7 4
8+—
X
3+t 5
5) 4_—t, 12) 2 ’
ﬁ_i
X
x-1 x-6 (x—-3)(x—4)
5 x+8
7 5 14) ————.
) x®+3 ) (x+8)(x-3)
816. Egyszertsitsétek a kivetkezd torteket:
8a%c? 25mn? 60a%bc?d® 42x8y9
1) == 2 ; 3) ———; 4 .
) 4a3c? ) 75m®n ) 18a*b%c®d ) 14x%y3

817. irjétok fel az alabbi hanyadosokat tort alakban, majd egyszerisit-
sétek a kapott torteket:

1) 4mn?p : (28m?2np"); 3) —63xy? : (=72xy7).
2) —30x5y3 : (36xy®);
818. Egyszertsitsétek az alabbi torteket:

1) 3x -6y, 5 x2-9 | Tm?—Tm+17,
)—7 o . A )Ty
3x x“+6x+9 14m° +14
) 3a+9b . 6) b” +b* . 10 a?+bc-b+ac,
4a+12b° b2+ 0%’ ab+c? +ac—b>’
) a®-49, 7 a®+64, 11) 20mn® - 20m®*n + 5m®
3a+21° 3a+12° 10mn —5m?>
4 12x% —4x g xb—-5y+5b—xy 19 x%—yz+xz—y?
) 2-6x ’ ) x?-25 ’ >x2+ —xz-y?’
yz—xz—-y
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819. Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:

5 7 3.9
D XY ZY hax=-02,y=0,5;

3y
2
2) 24(1—_36’ haa= 2,
5a° —30a +45
2
3) (3a +3b)° , ha a:l, b:—l;
3a? 2 3 6

20x2 —140xy + 245y>
4 ha 2x - 7y =-0,5.
) ix 14y , ha 2x — Ty 0,5
820. EgyszerUsitsétek az alabbi kifejezéseket (n természetes szam):

100" | 571 _p5" 41.9"

1) 92n+3 p2nl’ 3) 2.5% 5) W
22n+1 .7n+1 18”
. 4 —
6-28” ’ ) 32n+2.2n+3
821. Az a minden értékére oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:

D@+2)x=T, 3)(@+3)x=a®>+6a+9;
2) (@+6)x=a+6; 4 @-4Hx=a-2.

822. Az alabbi kifejezéseket adjatok meg tort alakban:

6a2—4a_a2+a,

1) Yo, da, g THY_X, 7) ;
22 22 9p 9p 15a 15a
8x bx a a-b X-y x+Yy
—_——— 5) =— ; 8) —F+—=%;
3y 3y ) 8 8 ) 8 8

3) 7x—2y+3x+7y; 6) 7p—17+7—2p; 9) 10x—6_4x+11.
15p 15p 5k 5k x x

823. Egyszer(sitsétek az alabbi kifejezéseket:

Ba-1*  (a-3)°,

Ty 14
1) - ; 5 ;
)y2 4 y*-4 ) 4a-4 4-4a
y? -3y Ty-25, x*-3x x-4 .
e 2 6) 2T o
25-y% 25—y 2-x?2 (x-2)
3) 9p+5 10p-12 9p-1, 7 7T b,
3p+6 3p+6 3p+6’ a-2 2-a’
4) 7x+5+5x+11; 8) 6a  4a )
3-x x—-3 5-a a-5
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824. Végezzétek el az alabbi miveleteket:
8 5 7.5 5 7 5b* -8b+1 2b-1
1)=2-= 2 —+=; - ;4 - .
) x y ) b b ) 24xy 18xy ) a’b? a’b
825. Végezzétek el a kijelélt miveleteket:
1) 2a-1 3a+2 .
a-4 2(a-4)
2 4-x
o) X+2 _ :
) 3x+9 bx+15

) m+l m+2,

m-3 m+3’

x 2y* y .
x+y_y2_x2_x—y’
5) m 3m?—3mn
3m-2n 9m?-12m+4n®’
6) a+3 a-2 a+2;
a2—2a 5a-10 ba
3 a-1
7 3a-3 2a*-4a+2’

14 .
8 2-—5-m

2x+1 8 2x -1
9 2 T2 T2 .
x°-6x+9 x°-9 x"+6x+9
826. Igazoljatok a

1 _ 1 + 1 -0
(b-c)(c—a) (a-b)(c-b) (a-c)(b-a)
azonossagot.

827. irjétok fel az alabbi torteket egy egész és egy tortkifejezés Gssze-
geként:

2 2
1) a—7; 2) a +2a—2; 3) x +3x—2‘
a+2 x—3
828. Ismeretes, hogy * =4. Hatdrozzatok meg az aldbbi kifejezések ér-
Yy

tékét:
1) x+y; 2) 3x+4y.
X X

829. Hatarozzatok meg az n 6sszes olyan természetes értékeit, melyekre
az alabbi kifejezések értéke is természetes szam:

2 3 2
1) 12n —5n+33; 2) n®—-6n +54; 3) 10—4n; 4) 12—3n.

n n? n n
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830. Az alabbi egyenlGségekbdl fejezd ki az x valtozot:

) x+d=1; 2) L1y, 3 & x_0
b x a b 4 a
831. Igazoljatok az alabbi azonossagokat:
1 L2 1 144
a?+12a+36 36-a®> a’-12a+36 (a’-36)>’
2 2 2
) a b + ¢ =1.
(@a-b)(a-c) @B-a)(b-c) (c-a)(c-Db)
832." Egyszertsitsétek az
1 + 1 n 1 n 1
a@+3) (a+3)(a+6) (a+6)(a+9 (a+9)(a+12)
kifejezést!

833." Bizonyitsatok be, hogyha Ziztz = Z:Zi;, akkor b =0 vagy ¢ =0.
834. Végezzétek el az alabbi szorzasokat:

9 y 16a* 9b? 24t7 5
1) — =% 3 — 5 -34u’;
) y 24x )21b5 1043 )16u3
m°n -5t 2 3n® 4x5y2 21xb” 25a5y
) 2 . ;
2) S5¢ (mnz), 4) 26m L3’ 6)

7a% 10y°%a° 3x%
835. Végezzétek el az alabbi szorzasokat:

1 2xy-y° 36, 3) m®-64 m”-81,

9 yt’ m®-9m?® m?+8m’
2x* -16x+32 x°+8
3x2-6x+12 4x?-64"

836. Adjatok meg tortalakban az alabbi kifejezéseket! Végezzétek el
hatvanyra emelését:

52 2 53
10x

(3] (28]
) (x4 ) 3a'p®

4 4, 4 2 2 3

2)(_ 4y2); 1) (_Zabj (_ 5x )
3m 25x° 4a°p®

837. Végezzétek el az alabbi osztasokat:

x%-10x+25, x5 .
1) 2 . ’
x2-100 ~x-10

2 2 2
—Tab a°b+2ab
9) & . ; 4
) a®+2ab a®-T7a% )

x2—16y2 . x2+8xy+16y2 .
25x2 —4y? " 25x% + 20xy + 4y’

2) az—l,a2+2a+1, 6) n2—3n, n*-27n
a-8" a-8 49n? -1 49n® -14n+1’
3) ab+b® ab+a®, 7 m'?-n'  5m®+5m'n®+5n"°
8% =~ 2a 2m'*—8n' " 3mP+6n"
2 Am2
4) 2;_13:(2c—3); 8) 5a° —20ab , 30 (a —4b)

3a2+p> ~ 9a'-b!
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838. Tudjuk, hogy az alabbi tortek egyszerlsithetetlenek. Helyettesit-
sétek az x és y valtozokat olyan egytagu kifejezéssel, hogy az alabbi
egyenlGségek azonossagok legyenek:

x y _6a362, 36m2nt .y 21n
) —5E = ; 2) : = )
Ta’b” 4c b x 35p°  5mp®
839. Ismeretes, hogy 3x—%=8. Hatarozzatok meg a 9x? +i2 kifejezés
x
értékét!
840. Ismeretes, hogy 4x? +i2 =6. Hatarozzatok meg a ox—1 kifejezés
X X
értékét!

841. Egyszerisitsétek az alabbi kifejezéseket:
x3k xﬁh 7 . 7 ,
1) 1=, ha k és n is egész szam;
y

y2n
k+5 k+3 k+3 k+2
a 3,;+b2 4 21;?1 , ha k egész szam;
c c
ny\2 _ n_n 2n_ 2n
3) (< +3y )y —l2vy %~ —, ha n egész szam!
x4 27y (x" -38y")* +12x"y

842. Egyszerlsitsétek az alabbi kifejezéseket:
1 (a+4_a—4). 16 -a?

a-4 a+4) 324%°
4x 14x-50

2 (7x——):—;
) x—-3 3x-9

3) 2a a+7 32
a-2 8- 4(1 7a+a

’

4)( 9¢ ) ~-65 8c+64,
T —16c+64 c*—64 e 8’
2
o5 e )
) atb q +ab+b2 -b a —b2
6)( L 86+b° b _6b+b2_
b+6 36-6° b-6) (6-b)

x3+1 x%-x+1 x-1 4 Tx+1”
843. Igazoljatok, hogy az a valtozok megengedett értékeire a
1 6 9 ). 4(2-3)* 2a°
2 z T 2 2 2 - 2
(@-3)° 9-a° (a+3) @ -9@-27 9-a
kifejezés értéke allando.
844. Egyszer(sitsétek a kovetkezb emeletes torteket:
a+- 22
1) a+10 ; 2)1-
25
25_, -4
a -1

)( 2c . 1-=x 2 ).x2—2x+1_x—1

1
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845. Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

1) 2246 _o. 3)2x=9, 3x _o.
x+3 2x+5 3x-2
2 2

2) x _16=—8; 4) 5x"+8 2x-1 3x-1

x+4 x2-16 x+4 4-x

846. Hatarozzatok meg a kovetkezs kifejezések értékét:

x+2 . x—a _
1 x+a_0’ 2 x—l_o'
847. Hatarozzatok meg a kovetkezs kifejezések értékét:
-3 2

1) 2% 4 4% 3) (1) (3) ;

3 3
-2
2 (2) +c18r-57 92643

848. Az alabbi torteket irjatok fel olyan alakban, melyben nincs se negativ
se nulla hatvanykitevd:
5 3x 8y 5212 ) % 1,001%m 5" p
7a0b—364 4 2—3a—11b160—22

849. Az alabbi kifejezéseket irjatok fel hatvanyalakban vagy hatvanyok
szorzataként:

1) a”’. alo; 9) (a—12)—2;
2) a”-a% 10) (@®)*: @?)’: (@)
3) a17 . a—4 . a—ll; 11) (m—3n4p7)—4;
4) a?:a’ 12) (a'b72)73
5) a12 : a—4; 13) (xSy—4)5 '(x—2y—3)3;
11,7 -3
6)a’:alh 14) (—i’3d4 ) ;
N 4\
. o (5] (2"
8) (@)
850. Hatarozzatok meg a kovetkezd kifejezések értékét:
1) 1172.11%; 4) 10*%:10*.102
2) 317 . 3—14; 5) (14—10)5 . (14—6)—8;
3) 4716 ; 4-12; 6) 3712.(37%*®

(3—3)—4 i (3—4)2 *
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851. Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:

-12 5
1 2573_58; M’
) ) 8174 3 7
15%.57
2) 642 : 32-%; 5) 155
) ) 575
8 1paT
3) 10°:1000°% - (0,001) ; 6) %.

852. Egyszer(sitsétek a kovetkezd kifejezéseket:

1) 3 —3 5 5x4y—7, 7) (_5a—3b2c—2)—2.(0,1a2b73c)73;
2) 0,2a12b 9.50a71%!9, 8) 0,1m°n*-(0,01m3n)%

-3
3) —0,3a'%" -5a7%; 9) 6 Lyt (— ’sz) ;

-3
4) O,36a’5b6c3-(—2 9) pie® 10) —(4a*p%)2 -(—%a:*b’:’) ;
19¢7"° 1167,
33p7 760717’

5) 2x" - (-3x7’y%)%; 11)

g\2
6) (a®°)® - (-2a'b""); 12) (gxzj -(27x2y*h)2
Y
853. Egyszertisitsétek a kovetkezd kifejezéseket:
D@’-D@’+1)—(a°-2)%

-2 -2
2) L —"—;
x+y
3 a®-3p7° a?+307°%,
) a%_2a% 5 +p 12 ) _p12?’
—4 -4 -4 -6 -10
m-+n " m n +n
4) P n? ’
. 2 . X2 2 +y72 ‘
) 2 _y—z | 2 _y—2 - 2 ’
4 1 x 42
6) ~ . - ;
) x™ x5 42 x™
7)( 4¢78 _ ¢ ) 4c_6+3 2¢7°
1 cPi20+1) ¢ 1 o1
854. Végezzétek el a kijelolt miiveleteket! Adjatok meg az eredményt
normalalakban:
1) 1,3-10*+1,8-105% 3) 5,6-10%-3,2-10%

2) 1,5-10°-2,8-10% 4) 4,8-10%+6-10"
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855. Egyszer(sitsétek a kovetkezd torteket (n egész szam):

n-1 6 11 n+2 n-2
D) s O PR
3 a+a 5
7m+lgnt a®+a’+a’! 27" +1
2) ————; 5) — 8 .
) 14" ) a®+a’+a ) 2" +1
2n-1 qn+1 n+2 _@n
2ty 6 826"
12" 35

856. Az y= —% képlettel megadott fliggvényre hatarozzatok meg:
1) a figgvény helyettesitési értékeit a —4; 8; 1,2 argumentumbhelyen;
2) azon argumentumértéket, melynél a fuggvényérték 24; —18; 60!

857. Abrézoljatok az y = 6 képlettel megadott fiiggvényt! Hatarozzatok

Tx
meg:
1) a fliggvény helyettesitési értékeit a 2; —1,5; 4 argumentumhelyen;
2) azon argumentumértéket, melynél a figgvényérték —2; 3; —4,5;
3) azon argumentumértékeket, melyeknél a fiiggvényérték negativ!

858. Abrazoljatok az y = % fiiggvényt!

859. Ko6z6s koordinata-rendszerben rajzoljatok meg az y :% ésy=x-3
fiiggvények grafikonjat! Olvassatok le a metszéspontok koordinatait!

860. Hatarozzatok meg a p értékét, ha ismert, hogy az alabbi pontok
illeszkednek az y= % fuggvény grafikonjara: 1) A (-3; 2); 2) B (—%; 3);
3) C (-0,4; 1,6)!

861. Rajzoljatok le a kiévetkezd fuggvények grafikonjat:

3x-1, ha x<2,
—g,hax<—3, 10
) y=4 x 2) y= = ha 2<x<5,

1-x,hax>-3;
x-3, ha x=>5.

862. Rajzoljatok le a kévetkez6 fliiggvények grafikonjat:

4x +12 32242
1) y=22122, 2) y=2222%
) x2+3x ) x3 —16x
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863. Hatarozzatok meg a kovetkezd kifejezések értékét:

1) 0,4 /62 —i\/144; 4)4/13—?4/32%—0,04 10 000;
2) 640,25 +/2* +9; 5) %\/62 —%\/289.

3) 30,25 —7% +24%;

864. Hatarozzatok meg a kiévetkezd kifejezések értékét:

1) (V3)" - J1,69; 4) \/1089—(% \/216)2;
2) (3v15) ~(15+3)’; 5) %J39,69—%\/59,29+(—%J%)2;

3) 50.(_%\/?)2_%.(3\/5)2; 6 3 172—152+(2\/%)2—0,3M.

865. Oldjatok meg a kovetkezl egyenleteket:

D VJx=2; 5) Vx +5=0; 9) VTx—4=2;
1 1 . 28 .
2) Jx = T 6)ZJ§+5=0, 10)ﬁ_7,
3) Jx-3= 7 JTx —4=0; 11)\/1L4:3;
X+

4) 2Jx -7=0; 8) VTx—-4=0; 12) V4+/3+x =5.

866. Vonjatok gyokot az alabbi kifejezésekbdl:

; . q91. 9 1024,
1) J9-100; 4) J0,64.0,25-121;  7T) \[ 102
2) /0,49-16; 5) %; 8) ,/3— 4—.

3) J676-0,04; 6) 18%;

867. Vonjatok gyokot az alabbi kifejezésekbdl:

1) J75-284; 2) {/2-800; 3) 1,6-12,1; 4) \/2890-2,5.

868. Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:

1) V108 -/3; 3) V160 -/250; 5) %;
%) 83 .13; 1) J0.4-19; 6) Y90 _

0,225
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869. Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:
1) J17,1)%; 4) -2,4\(-4); 7) 2074
2) (-1,17); 5) V11%; 8) /(-3)*-2° . (-0,1)".
3) 4(62)’; 6) \(-23)';

870. Egyszerisitsétek az alabbi kifejezéseket:
1) g%, ha ¢ > 0;
2) \/t?, ha ¢ <0;
3) \/m, ha m=>0;
4) /0,812, ha a >0, b<0;
5) %x\/m, ha x<0;
Va%?c*

6) ERE ,haa>0,c<0;

3 14
7) 1’2? 1/y_1o’ hay>0, x<0;
y X

8) —0,1x2/1,96x"®y'®, ha x <O0.

871. Egyszerlsitsétek az alabbi kifejezéseket:

1 (10-vi1); H (3-8 +(2-V6)’;
2) V(v10-11)"; 5) V(21 -5) —\(Ja1-4).

3) V(v10 -11)’;

872. Egyszerisitsétek az alabbi kifejezéseket:

1) J18+82; 4) /26 -6 17 —\66-1417;
2) J38-1242; 5) V46 +10+/21 +/46-1021.

3) 16+ 67 +/23-87;

873. Emeljetek ki tényezi6t a gyokjel aldl:

1) V24; 3) V700; 5) %\/196; 7) -1,6 V50;
2) V63; 4) \J0,32; 6) -2,4/600;  8) 21/3%.



204 Ismétl6 feladatok a 8. osztaly tananyagahoz

874. Emeljetek ki tényezbt a gyokjel aldl:

1) v10a?, ha a >0; 4) \36m®n, ha m < 0;
2) V15b%, ha b<0; 5) \4x5y%, ha x> 0;
3) Vx''y'?, hay#0; 6) V700a°h*2, ha b < 0.

875. Vigyetek be tényezét a gyokjel ala:
1) 3/10; 3) 0,3/3; 5) 2/98; 7) -0,5/30;

2) 213; 4) %\/175; 6) —57; 8) 4 a.

876. Vigyetek be tényezbt a gyokjel ala:

1) a5; 2) bV—b; 3) xJx7; 4) n/m, ha n<0.

877. Hasonlitsatok 6ssze az alabbi szamokat:

1) 546 és 6+/5;  3) 0,3,/3% és \J0,3;
9) V55 és 36;  4) %Jm% és %,/5%.
878. Egyszerlsitsétek az alabbi kifejezéseket:
1) V64a +da —121a; 3) 6/125a —2+/80a +3+/180a.
2) V45 +/20 —/320;

879. Végezzétek el az alabbi szorzasokat:

1) (/80 -/45) /55 5) (V19-v13) (V19 +13);

2) (26 ++/54 —/96 ) J6; 6) (4Vm +9n)(4Vm -9n);

3) (12-v10)(3+10); 7) (Vox +11y)

1) (245 +7) (27 -5); 8) (3v11-2+10)’.

880. Egyszertsitsétek az alabbi torteket:

x2-19 29-/29 .

D e RN

2) f;g, 5)%\/%:%,haa>0,b>0;
m+8-m . 11-+/33

g) MI=C 6) Ny
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881. Gyoktelenitsétek az alabbi tortek nevezdjét:

3 2 n+9 6
1) <= 3) —=; 5 7) ————;
"% NT >\/—n+ NN
7 6 18
2) ——; 4) —; —; 8) ———.
P ' O T2 ) Tit e
882." Gyoktelenitsétek az aldbbi tortek nevezdjét:
) ——1 9 — 2
\/E + \/5 +1 \/E + \/g - \/g
883. Hatarozzatok meg a kovetkezs kifejezések értékét:
2
1) 3) (V526 +5+26) .
4- 3J_ 4+3J_ W J )

J4+JFE+1 J4+VF_ 1

884. Egyszerlsitsétek az alabbi kifejezéseket:

ik SR

D75 o o ve Ve ) T Ae

885." KEgyszerlisitsétek az alabbi kifejezéseket:

1)\/(J—+5) zof\/ —4) 116 Vx;
2)\/a+2x/a+3+4+\/a—2\/a+3+4.

886." Egyszertsitsétek az

1

1 1 1
vz Bivs iievs o Js0+aT

kifejezést.

887." Bizonyitsd be, hogy:

M~\/2+\/m.\/2+\/2+m -\/2—\/2+m -1

888. Rendezzétek novekvd sorrendbe az alabbi szamokat: 13; +/165; 12,7;

V171; 13.,4.

889. Abrazoljatok kézos koordindta-rendszerben az y= Jx ésy=x-6
figgvényeket! Jeloljétek a metszéspontot!

890. Az alabbi szdmoknak melyik két egész szdm szomszédja: 1) V17;
2) V67; 3) V103; 4) /51,252

891. Mely egész szamok vannak az alabbi szadmok kozott?

1) 66s V67; 2) 14 és52; 3) /53 és-4,9; 4) —/31 és2,7.
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—2, ha x <0,
X

892. Adott az f(x)=43, ha0<x<4, figgvény.
\/;, hax>4

1) Hatarozzatok meg f(—0,5), f(0), f(4), f(9) helyettesitési értéket!
2) Rajzoljatok le a fiiggvény grafikonjat!

893. Oldjatok meg a kovetkez6 egyenleteket:

1) x? —4x— 32 =0; 5) x?+6x—15=0;
2) x> — 10x + 21 = 0; 6) 3x>2—x—5=0;

3) 6x2—5x+1=0; 7) 4x% + 28x + 49 = 0;
4) 8x? +2x—3=0; 8) x2—16x + 71 =0.

894. Oldjatok meg a kovetkez6 egyenleteket:
Dx—4) (x+2)—2Bx+1) (x—3)=x (x+27);
2) (4x—-3)2+Bx—-1) Bx+1)=9;
x+4) x*+x—-13)—(x+7) (x*+2x—-5)=x+1;
2(x*-9) x+1 _x-41,

4)

5 2 4
2 2

5) x +5x_x+3=2x —2-
3 2 8

895. Oldjatok meg az alabbi egyenleteket az ¢ minden értékére:
x>+ Ba-1)x+4a>—a=0;
2) x2— (2a + 3) x + 6a = 0;
3) a®x? — 10ax + 16 = 0.

896. Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

1) | x2—2x—6 | =6; x| x| +2x—15=0;
2x2—-6| x| —-16=0; 4) || x*—6x—4 -3 =1.
897. Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:
2 _Gr4_2 __2 _g.
1) x 6x+x—2_x—2 ;

2) (Vx —5)(15x2 —7Tx-2)=0;

3) (22 +6x) (Vx —4) (x2 —8x - 48) =0.
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898. Oldjatok meg a kovetkez6 egyenleteket:

1) Va? +3x—4 +/x? +6x+8 =0;
x> —4x+4+ | x2-3x+2 | =0;

3) V25-x? +| x? +8x-20 |=0.

899. A diszkriminans kiszadmitasa nélkiil hatarozzatok meg az a azon
értékét, melynél az alabbi egyenleteknek egy gyokiik van:
1) x*+22x+ a=0; 2 x?—ax+81=0
Szamitsatok ki ezt a gyokot!

900. A b mely értéke mellett lesznek az x* + bx — 23 = 0 egyenlet gyokei
ellentett szamok? Hatarozzatok meg ezeket a gyokoket!

901. —% gyoke a 12x? — bx + 5 = 0 egyenletnek. Hatarozzatok meg a b
értékét és az egyenlet masik gyokét!

902. 0,2 gyoke a 8x? — 3,2x + k = 0 egyenletnek. Hatarozzatok meg a k
értékét és az egyenlet masik gyokét!

903. Az x? — bx + 20 = 0 egyenlet x, és x, gyokeire igaz, hogy x, = 5x,.
Hatarozzatok meg a b egytitthatdt és az egyenlet gyokeit!

904. irjatok fel olyan masodfoku egyenletet, melynek a gyokei 1-gyel
kisebbek az x? — 3x — 5 = 0 egyenlet megfelel6 gyokeinél!

905. Oldjatok meg a kévetkezb egyenleteket:

1 x*-Tx_ 8 | 563 2 T
x+1  x+1’ x?+8x x2-8x x’
2
2) 3x2+4x:32—4x; 6) 2x n 3 _ 4x -2 :
x°-9 x?-9 x—2 x+4 (x+4)(x-2)
4-x 2x-2, 1 2 x+4
3) = ) 7 2 ) - ’
4x-3 T-x x“+2x x°-4 5x(2-x)
gy L1 _T, 822 _31:23-
x+1 x-6 12 x*-2x+1 x°-1 x“+x+1
906. Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:
-1 x+5_10 x* 4x
) PR A 3 - -5=0;
)x+5 x-1 3 )(3x_1)2 3x-1
2
2)x —3x+6+ _ 2x =3; 1) — 24 - 15 —9.
X x°-3x+6 x“+2x-8 x"+2x-3

x%-2ax+3

=0 egyenletnek egy
x—2

907. Az a mely értékei mellett lesz az

gyoke?
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908. Igazak-e a alabbi allitasok:
1) ha m és n az ax®>+ bx + ¢ = 0 egyenlet gyokei, a # 0 és ¢ # 0, akkor
a—m és —n gyokei az ax’— bx + ¢ = 0 egyenletnek;
2) ha m és n az ax®>+ bx + ¢ = 0 egyenlet gyokei, a # 0 és ¢ # 0, akkor
1
m

koljatok meg!

az L gs 1 gyokei a cx?+ bx + a = 0 egyenletnek? A feleletet indo-
n

909." Hatdrozzatok meg a b azon egész értékeit, melyeknél az aldbbi
egyenlet gyokel is egész szamok:

1) x?+bx—6=0; 2) x? + bx + 21 = 0!

910." x, és x,az x>~ (2a — 5) x + a® — 7 = 0 egyenlet gyokei. Az a mely
értéke mellett igaz, hogy 2x, + 2x, = x,%,?

911." Az a mely érteke mellett lesz az x* + (a + 9)x + a®> + 2a = 0 egyenlet
gyOkeinek szorzata 15?

912. Egy autébusznak 255 km-t kellett megtennie. Miutan megtette az

ut %-ét, 1 6rara leparkolt. Az Gt hatralévl részén a sebességét

5 km/h-val csokkentette, és igy 9 6ra mulva érkezett célba. Mekkora
volt az autébusz kezdeti sebessége?

913. Egy réz-cink 6tvozetben 20 kg cink van. Az 6tvozethez hozzaol-
vasztottak 3 kg rezet és 4 kg cinket. Az igy nyert 6tvozet 5%-kal
tobb rezet tartalmaz, mint az eredeti. Mennyi rezet tartalmazott az
eredeti 6tvozet?
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BARATKOZZUNK A SZAMITOGEPPEL

Az el6z6 osztalyokban mar hasznaltal szamitégépet matematikaodra-
kon. Megtanultad:

e a szamologépek hasznalatat;

e a szovegszerkesztd programokat (példaul a Microsoft Word al-

kalmazasat);

e tablazatkezel6 programokat (példaul a Microsoft Excel alkalma-

zasat);

e rajzprogramokat (példaul a Paint alkalmazasat);

e az internet haszndalatat.

Ezt a tudasodat tovabbra is mélyitened kell.

Ha szeretnél matematikus, programozé matematikus vagy mérnok
lenni, tehat olyan szakember, akinek sziiksége van a szamitégép min-
dennapos hasznalatara, ajanljuk, hogy szerezz be olyan programokat,
melyek megkonnyitik szamodra a feladatok megoldasanak mechanikus
részét. Ilyen program példaul a MathLAB vagy a MathCAD. Hasznos
még a rajzkészits programok, példaul CorelDraw, Visio stb. ismerete is,
melyekkel mértani alakzatokat lehet rajzolni. Ha szeretnétek el6adast,
illetve bemutatot tartani, akkor célszerd prezentaciokészitot, példaul
PowerPoint-ot alkalmazni.

A matematika konnyebb megértését és gyakorlasat segitd ilyen és
ehhez hasonlé programok az internetrdl tolthetdk le.

Lehet, hogy koztetek is vannak olyanok, akik képesek a matematika

tanulasat megkonnyitd programok megirasara?

i i
Toébb mint 70 éve szervezik meg orszagunkban Ukrajna Kis Tudoma-

nyos Akadémiajat (MAN — az intézmény ukran nevének mozaikszava),
mely keretén belil a tudomany szamos agaban készithetnek a tanulok
elméleti vagy gyakorlati kutatbmunkakat. Részt vehetnek a kilonb6zd
szekciok munkajaban, 6rak utani foglalkozasokon, szakmai megmérette-
téseken, az orszagos tanulmanyi versenyeken, bemutathatjak munkaikat
az Orszagos Tudomanyos és Kutatéi Diakkonferencian.
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Ebben a fejezetben olyan feladatokkal talalkoztok, melyek megol-
dasaban segit a szamitégép. Némelyik a tankonyv adott feladatanak
folytatdsa, tovabbgondolédsa (ezeket a feladatokat a konyvben = jeloltiik,
ebben a fejezetben pedig utalunk a feladat szamara).

Ha a feladat megoldasa szamoldgépet igényel, haszndaljatok zsebsza-
mologépet, vagy a szamitogépetek szamolégép funkcidjat.

Az informatika irant komolyan érdeklddd tanulék szamara olyan
feladatokat ajanlunk, melyekben a tanult matematikai ismeretek alkal-
mazasaval kell algoritmust vagy programot irni. Ezeket a feladatokat
csillaggal jeloltiik. Amig nem ismerkedtek meg valamely programozasi
nyelvvel, addig elegendd az algoritmust szavakkal leirni, vagy folyamatab-
rat késziteni. Megjegyezziik, hogy az algoritmikus gondolkodéas (1épésrdl
Iépésre végrehajtott eljarasok) nemcsak az informatikaban, hanem mas
tudomanyagakban is hasznos lehet szamotokra.

Az 1. ponthoz
Racionalis tortek
Tanuljatok meg a tortkifejezések értékét szamologéppel kiszamitani.
Mely esetben nem lehet egy tortkifejezés értékét meghatarozni? Mindig
pontos értéket kapunk-e?
2-4. példak. Valamelyik példat szamolbgéppel vagy valamilyen mate-
matikai programmal szamitsatok ki!

A 2. ponthoz

A racionalis tortek alaptulajdonsaga

46., 47. Valasszatok ki az egyik példat! Hatarozzatok meg a kifejezés
értékét kétféleképpen: elGszor rogton behelyettesitve a valtozo értékét,
majd egyszerisités utan! Hasznaljatok szamolégépet vagy valamilyen
matematikai programot! Egyszer(isités utdn mennyivel csékkent a
1épések szama? Elvégezhetl-e szoban a szamitas, miutan a kifejezést
leegyszertsitettétek?

63. A rajzot grafikonrajzol6 programmal készitsétek el! Milyen eszkozre
van sziikség, hogy az y = 2x fuggvény grafikonjabdl megkapjuk az
y = 2x —1 fuggvény grafikonjat?

A 3. ponthoz

Egyenl6 nevezojili racionalis tortek 6sszeadasa és kivonasa

74., 75. Valasszatok ki az egyik példat! Hatarozzatok meg a kifejezés
értékét kétféleképpen: el6szor rogton behelyettesitve a valtozo értékét,
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majd egyszerlsités utan! Hasznaljatok szamologépet vagy valamilyen
matematikai programot! Egyszerlsités utan mennyivel csokkent a
1épések szama? Elvégezhetl-e szoban a szamitas, miutan a kifejezést
leegyszertsitettétek?

A 4. ponthoz

Kiilonb6z6 nevezo6ji racionalis tortek 6sszeadasa és kivonasa

138. Ehhez a feladathoz is hasznaljatok szamolégépet! Minden esetben
a kivant eredményt kaptatok?

Az 5. ponthoz

Racionalis tortek szorzasa és osztasa. Racionalis tort hatvanyo-

zasa

160., 161. Valamelyik példat szamitsatok ki szamolégéppel! Milyen ko-
vetkeztetést vonhattok le, ha szamolégépen tortszamokkal szamoltok?

A 6. ponthoz

Racionalis kifejezések azonos atalakitasai

194., 195. A 194. feladat allitasat igazoljatok szamoldgép segitségével!
Melyik igazolas a szemléletesebb? Igazolhat6-e ily médon a 195. gya-
korlat allitasa?

A 7. ponthoz
Ekvivalens (egyenértékii) egyenletek. Racionalis egyenletek

222. Hasznaljatok szamolégépet a megoldashoz!

A 8. ponthoz
Negativ egész kitevoja hatvany

Létezik-e a ti1 szamoldgépeteken vagy altalatok hasznalt programok-
ban olyan eszkoz, amely megadja a szamok normalalakjat? Toltsetek le
ilyen eszkozt!

* Milyen lehet8ségeket kinal az 4ltalatok kivalasztott programozasi
nyelv tortszamok adatbevitelére? Hogyan torténik az adatok mentése?
Milyen hatdsa van a mentési médnak a szamitdsok pontossagara?
262-264. Valasszatok ki az egyik gyakorlatot! Az adatokbdl készitsetek

tablazatkezeldvel tablazatot! Hasznaljatok automatikus szlrést! Ké-

szitsetek diagramot! Mennyire szemléletes a rajz? Miért?
266. A feladat megoldasahoz hasznaljatok szamologépet! Mi a k6zos ben-
niik, és miben kilonb6znek egymastdl ez és a 222. feladat? Melyek

a kozos 1épések a két feladat megoldasaban?
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" Készitsétek el a 222. és a 266. feladatok megolddsanak algorit-
musat! Tegyétek lehet6vé, hogy az algoritmus tetszdleges évszamra is

alkalmazhat6 legyen!

A 9. ponthoz

Az egész kitev6ji hatvanyok tulajdonsagai

276. Az 5-8. példak egyikét szamitsatok ki szamolbgéppel olyan sorrend-
ben, ahogy le van irva (egyszertsités nélkil). Ugyanazt az eredményt
kaptatok-e, mint a fuzetetekben? Mi lehet az eltérés oka? Vonjatok
le kovetkeztetést!

293., 294. Mennyire egyszerUsiti a szamok normalalakja a szamitasokat?
* Nézzetek utdna, hogyan torténik a szadmitégép memdridjaban az

adatok mentése lebeglpontos szdmabrazolds alkalmazasival! Milyen

algoritmus szerint végeznek miiveleteket az ilyen formatumu adatokkal?

Hogyan hat az ilyen formatum a szamitas pontossagara?

307. TablazatkezelGvel készitsétek el az értéktablazatot gy, hogy auto-

matikus legyen a kitoltés!

A 10. ponthoz
Az y =% képlettel megadott fiuggvény és grafikonja

315., 316. A tablazatot tablazatkezeld programmal téltsétek ki! Abra-
zoljatok a jelenséget leird fuggvényt! Mit kell javitani, hogy minél

pontosabb legyen a rajz?

A 11. ponthoz

Az y=x? fuggvény és grafikonja

357-360. Valasszatok ki egy fliggvényt! Rajzoljatok meg a grafikonjat
kétféleképpen! Eldszor: hatarozzatok meg, milyen mértani alakzat ez
a grafikon, és rajzoljatok meg egy rajzoléoprogrammal! Mdsodszor:
adjatok meg a fuggvény értéktablazatat, majd készitsétek el a rajzot
az automatikus grafikonszerkeszt6vel! Ehhez valasszatok egy olyan
grafikont, amelyen az adott pontokat szakaszok kotik 6ssze. Melyik
rajz lett pontosabb? Hogyan kell figyelembe venni a fliggvény tulaj-
donsagait az argumentum értékeinek megadasakor?
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A 12. ponthoz

Négyzetgyok. Szamtani négyzetgyok
Tanuljatok meg gyokot vonni szamoldgéppel vagy mas matematikai

programmal!

398. Szamitsatok ki kétféleképpen: 1) egyszerisitsétek le a flizetetekben;
2) szamitsatok ki szamologéppel egyszertsités nélkil. Vonjatok le
kovetkeztetéseket!

*421. frjatok algoritmust a feladat megoldasara probalkozassal!

A 13. ponthoz
Halmazok és elemeik. Részhalmazok

Keressetek az interneten érdekes tényeket! Mutassatok be a halmaz,
a halmaz eleme, részhalmaz, iires halmaz kifejezések alkalmazasaval!
Adjatok meg halmazt elemeik felsorolasaval és kozos tulajdonsag meg-
nevezésével!

A 14. ponthoz
Szamhalmazok

Minden szamhalmaz néhany elemét vigyétek be a szamologépetekbe!
Barmely raciondlis szam minden szamjegyét be tudtatok vinni? Be lehet-e
vinni irraciondlis szamot? Milyen pontossiaggal adja meg a szamol6gép
az ilyen szamokat? Vonjatok le kévetkeztetést!

Hogyan lehet bevinni egy szamoldgépbe a © szamot?

Gondoljatok ki olyan kifejezést, amelyben a valtozé értéke olyan ra-
cionalis szam, melynek pontos az értéke, viszont a kifejezés értéke vagy
valds szam vagy irracionalis szam, melyet a szamologép kerekitve ir ki.
Szamologéppel szamitsd ki ennek a kifejezésnek az értékét!

* Vonjatok le kovetkeztetést arrdl, hogy a valds szamokkal végzett
miveletek mikor adnak pontatlan eredményt! Hogyan kell ezekben az
esetekben helyesen eljarni?

450., 451. Hasznaljatok szamolégépet vagy valamilyen matematikai
programot!

A 15. ponthoz
A szamtani négyzetgyok tulajdonsagai

483 (6)., 495. Egyszerisités nélkul szamologéppel szamitsatok ki! Melyik
szamitas egyszerlibb?
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A 16. ponthoz

Négyzetgyokot tartalmazo kifejezések azonos atalakitasai
Szamologéppel szamitsatok ki az 515., 516. valamint az 529. példakat!

Pontos értéket kaptatok-e?

A 17. ponthoz
Az y= Jx fliggvény és grafikonja

TablazatkezelGvel készitsétek el a fliggvény értéktablazatat! A tablazat
segitségével abrazoljatok a fuggvényt!

A 18. ponthoz
Masodfoku egyenletek. A nem teljes masodfoku egyenletek
megoldasa
) frjatok algoritmust a hidnyos masodfoku egyenletek megold4sara!
*629. Oldjatok meg a feladatot prébalgatassal! irjétok le a feladat meg-
oldasanak algoritmusat!

A 19. ponthoz

A masodfoku egyenlet megoldoképlete
* Irjatok algoritmust, hogyan kell megoldani az ax? + bx + ¢ = 0

egyenletet, ha ismerjik az a, b és c egyuitthatékat! Milyen részeseteket

kell figyelembe venni?

* 643., 644. Oldjatok meg a feladatokat prébalgatassal! Irjatok le a fel-
adatok megoldasanak algoritmusat! Mely feltételek teszik lehetévé,
hogy ezeket a feladatokat meg lehet oldani a préobalgatas modszerével,
mig a 653. és 654. feladatokat nem?

A 20. ponthoz
Viéte tétele

irjatok le két olyan tizedes tortet, melyben az egész rész és a tortrész
is tobbjegyt! Viete tételének megforditasa kovetkezményét alkalmazva
adjatok meg olyan masodfoku egyenletet, melynek az adott szamok a
gyokei! Szamitégéppel szamoljatok!

A 21. ponthoz
Masodfoku polinom
. irjatok olyan algoritmust, ami a masodfok polinomot linearis té-
nyezdkre bontja!
*746. irjétok le a feladat altalanositasdnak matematikai modelljét!
*749. Oldjatok meg a feladatot prébalgatdssal! Irjatok le a feladat meg-
oldasanak algoritmusat!
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A 22. ponthoz
Masodfokura visszavezethet6 egyenletek megoldasa

* frjétok le a bikvadratikus egyenletek megoldasanak algoritmusat!
Felhasznalhatjatok a masodfoku egyenletek megoldasanak algoritmusat
(lasd a 19. témat).

*776. Oldjatok meg a feladatot prébalgatéassal! frjatok le a feladat meg-
olddasanak algoritmusat!

Egész tanév folyaman a Bardtkozzunk a szdmitégéppel cimi feje-
zetben sok olyan feladattal talalkozhattatok, melyeket prébalgatassal
ajanlottunk megoldani. Elemezzétek ezeket a feladatokat, és probaljatok
megmagyarazni, miért a probalgatas médszere angolul , brute force”.

A 23. ponthoz
A racionalis egyenlet, mint a realis problémak matematikai
modellje

* Felallithaté-e ugyanaz a matematikai modell e paragrafus tébb
feladatanak megoldasara? Keressetek ilyen feladatokat, és irjatok algo-
ritmust megoldasukra!
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A 7. OSZTALYBAN TANULTAK ISMETLESE

EGESZ KIFEJEZESEK

1. Valtozot tartalmazo kifejezések. Egész raciondlis kifejezések. A kifejezés

helyettesitési értéke

v

v

v

Azokat a kifejezéseket, melyekben valtozok (vagy csak valtozo, ha
egy van), szamok, zarodjel van, valtozét tartalmazoé kifejezéseknek
nevezzik.

Ha a valtozdk helyére behelyettesitiink konkrét szamokat, akkor
szamkifejezést kapunk. Ennek a szamkifejezésnek az értékét
nevezzik a valtozét tartalmazé kifejezés helyettesitési értékének.
A szamkifejezéseket és a valtozot tartalmazé kifejezéseket algebrai
kifejezéseknek nevezziik.

Azokat a kifejezéseket, melyek nem tartalmaznak valtozéval vald

osztast, egész kifejezéseknek nevezziik.

2. Azonosan egyenl6 kifejezések. Azonossagok

v

Azok a kifejezések, melyek barmely helyen vett helyettesitési ér-

téke egyenld, azonosan egyenl§ kifejezéseknek nevezziik.

Azt az egyenlGséget, amely a valtozok barmely értékére teljesil,

azonossagnak nevezzik.

Ha egy kifejezést vele azonosan egyenld kifejezéssel helyettesitiink,

akkor azonos atalakitast végziink.

Azonossag bizonyitasa annyit jelent, hogy igazolni kell az adott

egyenlGségrdl azt, hogy az azonossag.

Az alabb felsorolt lehet8ségekkel igazolhatunk azonossagot:

e azonos atalakitassal az egyik oldalt olyan alakra hozzuk,
amilyen a masik oldal;

e azonos atalakitassal mind a két oldalt egyenl6 alakra hozzuk;

e igazoljuk, hogy a két oldal kiilonbsége nulla.

Ahhoz, hogy bebizonyitsuk egy egyenlGségrdl, hogy nem azonossag,

elegendd felhozni egy ellenpéldat: megnevezni a valtozénak egy

olyan értékét, melyre az egyenlGség nem teljesil.
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3. Természetes kitevdjii hatvany

v' Az a szam n-edik hatvanyanak nevezziik, n nagyobb mint 1, azt
az n tényezds szorzatot, melyben minden tényezs a, a # 0.

v' Az a szdm els6 hatvinya maga az a szam.

v Az a szam n-edik hatvanyanak jel6lése: a” (olv. a n-edik hatvanya,
a az n-ediken). A 2. és 3. hatvanyra kilon szavunk van: négyzet
és kob.

v' Barmely nemnegativ szim hatvanya nemnegativ szam.

v" Negativ szam paros kitev§ji hatvanya pozitiv, paratlan kitevGji
hatvanya negativ szam.

4. Természetes kitevdjl hatvanyozas azonossagai

v' Barmely a szamra és természetes m és n szdmra igaz, hogy:
aman = am +n
azonos alapu hatvanyok szorzasakor a hatvanyalapot a kitevGk
Osszegére emeljik.

v' Barmely a szdmra és természetes m és n szamra, ha m > n igaz,

hogy:

am.ar=an "
azonos alapu hatvanyok osztasakor a hatvanyalapot a kitevGk
kilénbségére emeljik.

v' Barmely a szamra és természetes m és n szdmra igaz, hogy:

@) =amn,
hatvanyok hatvanyozasakor az alap Gj kitevdje a kitevGk szorzata
lesz.

v' Barmely a és b szimra és természetes n szamra igaz, hogy:

(ab)r = amb",
a szorzat n-edik hatvanya a tényezdék n-edik hatvanyainak szor-
zataval egyenld.
5. Egytagu kifejezések

v' Azokat a kifejezéseket, melyek a szamok és valtozok szorzata,
egytagu kifejezéseknek nevezzik.

v Azt az egytagu kifejezést, melyben csak egy szdmtényez§ van,
ami az els6 helyen all, a t6bbi tényez6 pedig kiilonb6zb alapi hat-
vany, az egytagu kifejezés normalalakjanak nevezziik. A nullatél
kilénbo6z6 szamok, valtézok és azok hatvanyai is normalalaku
egytagu kifejezések.
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A nulla is egytagu kifejezés. A nullaval azonosan egyenl6 egytagu
kifejezéseket nulla értékd kifejezésnek nevezziik. Nem soroljuk
Gket a normdlalaku egytagu kifejezések kozzé.

Az egytagu kifejezések szamtényezjét egytitthaténak nevezzik.
Azokat az egytagu kifejezéseket, melyek legfeljebb egyutthatoik-
ban kiilénbo6znek, egynem kifejezéseknek nevezziik.

Az egytagu kifejezések fokszamanak nevezzik a benne szerepld
valtozok hatvanykitevéinek Gsszegét. Azon egytagu kifejezések
fokszamat, melyek nullatdl kiilonb6zd szamok, nullanak tekintjik.
A nulla értéki kifejezéseknek nincs fokszamuk.

Két egytagu kifejezés szorzata is egytagu kifejezés. Egytagu ki-
fejezés hatvanya szintén egytagu kifejezés.

6. Tobbtagu kifejezések

v

v

Egytagu kifejezések 6sszegét tobbtagu kifejezésnek (polinomnak)
nevezzik.

A tobbtagt kifejezésekben szerepl6 egytagu kifejezéseket tagoknak
nevezzik.

Azokat a polinomokat, melyeknek két tagja van, kéttagu kife-
jezésnek, melyeknek harom tagja van, haromtagu kifejezésnek
nevezzik. Az egytagu kifejezések a tébbtagu kifejezések részesete.
Ezek olyan polinomok, melyeknek egy tagja van.

Ha a tobbtagu kifejezések tagjai k6zott vannak egynemdek, akkor
ezeket a tagokat a polinom egynem tagjainak nevezzik.

Azt a tébbtagu kifejezést, melynek minden tagja normalalaku egy-
tagu kifejezés és nincs kozottiik egynemi, normalalaku tobbtagu
kifejezésnek nevezziik.

A tobbtagu kifejezés fokszama a benne szerepld legnagyobb fok-
szamu tag fokszama.

Ahhoz, hogy 6sszeadjunk két tobbtagt kifejezést, a kifejezéseket
zardjelbe vesszik és kozéjik ,+” jelet teszliink, majd a zardjel
felbontasa utan ésszevonjuk az egynem tagokat (ha van ilyen).
Ahhoz, hogy kivonjunk két tobbtagu kifejezést, a kifejezéseket
zaroOjelbe vesszuk és kozéjuk ,—” jelet tesziink, majd a zardjel
felbontasa utan osszevonjuk az egynem tagokat (ha van ilyen).
A tobbtagu kifejezés szorzatta alakitasanak nevezziik azt az elja-
rast, amikor a kifejezést tobb tényez6 szorzatara bontjuk.
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7. Egytagu kifejezés szorzasa tobbtaguval

v" Ahhoz, hogy egy egytagt kifejezést megszorozzunk egy tobbtagu-
val, a tébbtagu kifejezés minden tagjat meg kell szorozni az egy-
tagu kifejezéssel, majd az igy kapott szorzatokat 6ssze kell adni.

8. Tobbtagu kifejezés szorzasa tdobbtaguval

v" Ahhoz, hogy egy tobbtagu kifejezést megszorozzunk egy tobb-
taguval, a tobbtagu kifejezés minden tagjat meg kell szorozni a
masik kifejezés minden tagjaval, majd az igy kapott szorzatokat
ossze kell adni.

v' Tobbtagu kifejezések szorzata is tobbtagu kifejezés.

NEVEZETES AZONOSSAGOK

9. Két tag 6sszegének és killbnbségének szorzata

v Egy kéttagu kiilonbség és ugyanazon tagok 6sszegének szorzata
egyenld az elsd és a masodik tag négyzetének kulonbségével:
(@a—b)a+b) =a?- b2

10. Két tag négyzetének kulénbsége

v Két tag négyzetének kiillonbsége egyenld ezen tagok kiillonbségének
és Osszegének szorzataval:
a’l—-b*>=(a—-b)a+b).

11. Kéttagu 6sszeg és kuldnbség négyzete

v Egy kéttagi 0sszeg négyzete megegyezik az els6 tag négyzetének,
az els6 és masodik tag kétszeres szorzatanak és a masodik tag
négyzetének 6sszegével:

(a+ b)?=a?+ 2ab + b2

v Két tag kiilonbségének négyzetét megkapjuk, ha az elsé tag négy-
zetébdl kivonjuk az elsd és a masodik tag kétszeres szorzatat, és
hozzaadjuk a masodik tag négyzetét:

(@—b)?=a®>—2ab + b2

12. Tobbtagu kifejezések atalakitasa kéttagu 6sszeg vagy kiilonbség négy-
zetévé
v' Az alabbi képletek lehet6séget adnak a haromtagu kifejezések
kéttagu kifejezés négyzetévé ,tomoritésére”:
a’*+ 2ab + b*= (a + b)?,
a?*—2ab + b?>= (a — b)%
v Azokat a haromtagu kifejezéseket, melyek atalakithatok kéttagu
kifejezések négyzetévé, teljes négyzetnek nevezzik.
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13. Két tag kdbeinek dsszege és kildénbsége

v

v

A a® — ab + b? kifejezést a kiulonbség nem teljes négyzetének ne-
vezzik.
Két tag kobeinek 6sszege egyenlS a tagok Osszegének, valamint
kilonbségiik nem teljes négyzetének szorzataval:
a®+ b= (a + b)(a®— ab + b?).
Az a® + ab + b? kifejezést az 6sszeg nem teljes négyzetének ne-
vezzuk.
Két tag kobeinek kiilonbsége egyenld a tagok kiilonbségének és
0sszeglk nem teljes négyzetének szorzataval:
a?—b3=(a—b)a®+ ab + b?).

EGYENLETEK

14. Az egyenlet gydke

v

v

Az egyenlet gyokének nevezzik a valtozd azon értékét, melyre az

egyenldség teljestl.

Az egyenlet megolddsa olyan eljaras, amellyel meghatarozzuk az

egyenlet gyokeit, vagy igazoljuk, hogy nincs megoldas.

Szoveges feladatok megoldasanal célszerl az alabbi algoritmust

kévetni:

1) a feladat feltétele alapjan irjunk fel egyenletet (allitsuk 6ssze
a feladat matematikai modelljét);

2) oldjuk meg a felirt egyenletet;

3) ellendrizzik le, hogy az egyenlet gyokel megfelelnek-e a feladat
feltételeinek.

15. Az egyenletek azonos atalakitasai

v

Az egyenlet gyokei nem valtoznak, ha az egyenlet mindkét olda-
lahoz hozzaadjuk (vagy mindkét oldalabdl kivonjuk) ugyanazt a
szédmot.

Ha egy olyan egyenlet mindkét oldalahoz, melynek nincsenek
gyokei, hozzdadjuk vagy mindkét oldalabdl kivonjuk ugyanazt
a szamot, olyan egyenletet kapunk, melynek szintén nincsenek
gyokei.

Az egyenlet gyokel nem valtoznak, ha az egyenlet egyik oldalardl
atviszuink a masik oldalra egy tagot ellenkezé elGjellel.

Az egyenlet gyokei nem valtoznak, ha az egyenlet mindkét olda-
lat megszorozzuk (vagy mindkét oldalat elosztjuk) ugyanazzal a
nullatdl eltérs szammal.
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16. Egyismeretlenes lineéaris egyenletek

v' Egyismeretlenes linearis egyenletnek az ax = b alaku egyenletet

nevezzuk, ahol x az ismeretlen, a és b adott szamok.

Az a és b értékek a#0 a=0,b=0 a=0,b%#0
Bu e = al.?kl.l _b - ba}rmely Nincs megoldas
egyenlet gyokei = szam

FUGGVENYEK

17. A fuiggvény. A fliggvény értelmezési tartomanya és értékkészlete

v

<

Ha a fuggetlen valtoz6 minden értékéhez, meghatarozott szabaly
szerint csak egy érték tartozik, akkor az ilyen megfeleltetést
egyértelmd hozzarendelésnek, fliggvénynek nevezziik.

A fuggetlen valtozot altalaban x-szel, a fligg6 valtozot y-nal, a hoz-
zarendelési szabalyt f-fel jeloljik. Ha az y és az x valtozdok kozott
egyértelmd a hozzarendelés, akkor az y = f(x) jelolést hasznaljuk
(olv.: y egyenld f az x helyen).

A fuggetlen valtozét argumentumnak nevezziik.

A flugg6 valtozé értékét figgvényértéknek nevezzik.

Az x, argumentumhoz tartozé fliggvényértéket a fliggvény helyet-
tesitési értékének neveziink és f(x,)-val jeloljik.

Az argumentum oOsszes értéke alkotja a fliggvény értelmezési
tartomanyéat. A fuggd valtozo altal felvett 6sszes érték alkotja a
fliggvény értékkészletét.

18. A figgvény megadasi moédjai

v

v

Egy fliggvényt adottnak tekintiink, ha ismerjik az értelmezési
tartomanyat és a hozzarendelési szabalyt.

Mivel egy fliggvény egy egyértelmi hozzarendelés, ezért megad-
haté szavakkal, képlettel, tablazattal, grafikusan.

Ha egy fuggvény olyan képlettel van megadva, melynek jobb oldala
egész kifejezés és nincs meghatarozva az értelmezési tartomanya,
akkor ugy tekintjik, hogy a fliggvény értelmezési tartomanya
minden szam.
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19. A figgvény grafikonja

20.

v

Az ffliggvény grafikonja olyan gorbe, mely a koordinatasik azon, és
csakis azon pontjaibdl all, melyek abszcisszaja egyenld a fiiggvény
argumentumaval, ordinatdja pedig az f fliggvény helyettesitési
értékével.

Ha egy gorbe az f fliggvény grafikonja, akkor az alabbi két feltétel

teljesul:

1) ha x, a fliggvény valamely argumentuma és az f(x,) a hozza
tartoz6 fuggvényérték, akkor az (x,; f(x,) koordinataja pont
illeszkedik a grafikonra;

2) ha a grafikon valamely pontjanak koordinatai (x,; y,), akkor x,
és y, megfelelGen a fliggvény fliggd és fuggetlen valtozdi, vagyis
Yo = f(x0)-

Egy gorbe akkor tekinthet§ egy fuggvény grafikonjanak, ha az

abszcisszara bocsatott barmelyik merdleges egyenesnek az adott

gorbével nem tobb mint egy kézos pontja van.

A linearis fliggvény, grafikonja és tulajdonsagai

v

v

Az y = kx + b képlettel megadott fliggvényt linearis fliiggvénynek
nevezzlk, ahol k& és b adott szam, x a figgetlen valtozo.

A linearis fuggvény értelmezési tartomanya barmely szam, grafi-
konja egyenes.

Az y = kx, k £ 0 képlettel megadott fliggvényt egyenes aranyos-
sagnak nevezzik.

Az egyenes aranyossag grafikonja olyan egyenes, ami atmegy az
origon. Ezért az egyenes aranyossag grafikonjanak abrazolasahoz
elegendd meghatarozni egy, az origdtdl kiilonb6z6 pontot, meghtizni
ezen a ponton és az origéon O(0; 0) keresztil egy egyenest.

Ha az y = kx + b képletbe £ = 0 értéket helyettesitiink, akkor
y = b. Ebben az esetben a fluggvényérték valtozatlan barmely
argumentum helyen. A fliggvény grafikonja olyan egyenes, amely
parhuzamos az abszcisszatengellyel.

KETISMERETLENES LINEARIS EGYENLETRENDSZER

21. Kétismeretlenes egyenlet

v

v

A két valtozét tartalmazd egyenlGséget kétismeretlenes egyenlet-
nek nevezziik.

A valtozdék azon értékparjait, melyre az egyenlGség teljesil, a
kétismeretlenes egyenlet gyokeinek nevezziik.
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A kétismeretlenes egyenlet megoldasa azt jeleni, hogy meghataroz-

zuk azokat a szamparokat, melyekre teljesul az egyenlGség vagy

igazoljuk, hogy nincs ilyen szampar.

A kétismeretlenes egyenletekre érvényesek azok az azonos atala-

kitasok, melyek az egyismeretlenes egyenletekre is (lasd a 15.

pontot a 220. oldalon).

A kétismeretlenes egyenlet grafikonja a koordinatasik azon, és

csakis azon pontjai, melyek koordinatai (szamparok) az egyenlet

gyokei.

Ha egy gorbe az egyenlet grafikonja, akkor az alabbi két tulaj-

donsag teljestl:

1) azegyenlet gyokei olyan pontok koordinatai, melyek illeszked-
nek a grafikonra;

2) a grafikon barmely pontjanak koordinatai olyan szampar, ami
az egyenlet gyoke.

22. Kétismeretlenes linearis egyenlet grafikonja
v' Kétismeretlenes linearis egyenletnek nevezzik az ax + by = ¢
alakl egyenletet, ahol x és y ismeretlen, a, b és ¢ adott szamok.
Egyenlet Az a, b és c értékei Grafikon

ax+by=c b+#0,aéscbarmely | Nem merGleges egyenes
szam

ax+by=c b=0,a#0, cbarmely MerdGleges egyenes
szam

ax+by=c a=b=c=0 Az egész koordinatasik

ax+by=c a=b=0,c#0 Nincs megoldas

23.

Kétismeretlenes linearis egyenletrendszer

v

v

Ha t6bb egyenlet kozos megoldasat kell meghatarozni, akkor azt
mondjuk, hogy egyenletrendszert kell megoldani.

Az egyenletek rendszerbe foglaldsahoz kapcsos zardjelet haszna-
lunk.

A kétismeretlenes egyenletrendszer megoldasanak nevezziik a
valtozok azon értékeit, melyekre egyidejlleg teljesil mindkét
egyenlet.

A kétismeretlenes egyenletrendszer megoldasa azt jeleni, hogy
meghatdrozzuk azokat a szamparokat, melyekre teljesiil az egyen-
18ség, vagy igazoljuk, hogy nincs megoldas.
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24, A kétismeretlenes linearis egyenletrendszer grafikus megoldasa

v Az egyenletrendszer grafikus megold4dsa abban rejlik, hogy:

ko6zos koordinata-rendszerben abrazoljuk a rendszer mindkét
egyenletének grafikonjat;

meghatdrozzuk a grafikonok metszéspontjainak koordinatait;
a meghatarozott szamparok lesznek a rendszer megoldasai.

v" Ha a rendszerben foglalt egyenletek grafikonjai egyenesek, akkor a
rendszer gyokeinek szdma az egyenesek kélesonos helyzetétsl fugg:

ha az egyenesek metszik egymast, akkor a rendszernek egy
megoldasa van;

ha az egyenesek illeszkednek egymadsra, akkor az egyenlet-
rendszernek végtelen sok megoldasa van;

ha az egyenesek parhuzamosak, akkor az egyenletrendszernek
nincs megoldasa.

25. A kétismeretlenes linearis egyenletrendszer megoldasa behelyettesité
modszerrel

v" Ahhoz, hogy a kétismeretlenes egyenletrendszert behelyettesit
moédszerrel oldjuk meg, a kovetkezs 1épeseket kell elvégezni:

D
2)

3)
4)

5)
6)

kifejezzik az egyik egyenletbdl az egyik valtozét a masikon
keresztil,;

az igy kapott kifejezést behelyettesitjiik a masik egyenletbe a
valtozé helyére;

megoldjuk az igy kapott egyismeretlenes egyenletet;
visszahelyettesitjik a valtozé meghatarozott értékét az elsd
1épésben kapott kifejezésbe;

kiszamitjuk a masodik valtozé értékét;

felirjuk a megoldast.

26. A kétismeretlenes linearis egyenletrendszer megoldasa egyenlé egyiitt-
hatok modszerével

v" Ahhoz, hogy a kétismeretlenes egyenletrendszert az egyenld
egyutthaték moédszerével oldjuk meg, a kovetkezs lépeseket kell
elvégezni:

D

2)
3)

4)

megfeleld szorzétényezdket valasztunk tigy, hogyha megszoroz-
zuk az egyik egyenletet, vagy mindkét egyenletet a valasztott
szammal, valamelyik valtozé egyutthatdi ellentett szamok
legyenek;

tagonként Osszeadjuk az igy kapott egyenletek jobb és bal
oldalat;

megoldjuk a masodik 1épés eredményeként kapott egyismeret-
lenes egyenletet;

visszahelyettesitjik a valtozé meghatarozott értékét az eredeti
rendszer valamelyik egyenletébe;
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5) kiszamitjuk a masik valtozo értékét;
6) felirjuk a gyokoket.

A SZAM ABSZOLUT ERTEKE

27. A szam abszollt értéke

v

v

Az a szam abszolut értékének nevezzik a szamegyenesen az a
szamot jelold pont és az origd tavolsagat.
Az a szam abszolut értékének jelolése: |a| (olv.: az a szam abszolat
értéke).
A pozitiv szam abszolut értéke magaval a szammal, a negativ szam
abszolut értéke pedig ellentettjével egyenld.

[0] =0.
Kapcsos zarodjelet alkalmazva az abszolat érték tulajdonsaga igy
irhato fel:

a, ha a>0;

ol
-a,ha a<0.

Az abszolut érték csak nemnegativ értékeket vehet fel.
Ellentett szamok abszolut értéke egyenls: |a| = |—al.

KOORDINATASIK

28. Derékszogi koordinata-rendszer

Huzzunk a sikon két, egymasra merdleges szamegyenest ugy,
hogy az origék egybeessenek (37. dbra). Ezeket az egyeneseket
koordinatatengelyeknek, a metszéspontot, az O pontot a szamla-
las kezdépontjanak (origénak) nevezziik. A vizszintes tengely az
abszcisszatengely, melyet x-szel jeloliink, a fliggéleges tengely az
ordinatatengely, és y-nal jeloljuk.

vyt s
Ei)
31
o]
2——:§
1__§Ab- sszatengel
] . 0] &« sz;clsslza Engc}
| | | 0 1 I I >
3-2-1° 1 2 3«
_2__
_3__

37. abra
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v Az abszcisszatengelyt x tengelynek, az ordinatatengelyt y tengely-

nek is szoktuk nevezni. E két tengely egytitt alkotja a derékszogl
koordinata-rendszert, melyet Descartes-féle koordinata-rendszer-
nek is neveziink.

Azt a sikot, melyen koordinata-rendszer van, koordinatasiknak
nevezziik.

A koordinatatengelyek négy részre osztjak a sikot, melyeket ko-
ordinatanegyedeknek neveziink, és a 38. abran lathaté médon
szdmozunk.

yn yn
II. negyed 3T I. negyed 13
20 +2
1+ +1 A
—+— ——t> — ———>
3-2-1° 1 2 3x 2-1°% 12 3=
-2+ -2 -0-‘6 ---------------- .M
II1. negyed IV. negyed
34 -3+
38. abra 39. abra

Jeloljuk a koordinatasikon az M pontot (39. abra). Az M ponton
atmend, az abszcisszatengelyre merGleges egyenes az abszcisz-
szatengelyt az A pontban metszi, az ordinatatengelyre merdleges
egyenes ezt a tengelyt a B pontban metszi. Az A pont koordinataja
az x tengelyen 3, a B pont koordinatéja az y tengelyen —2. A 3-as
szamot az M pont abszcisszajanak, a —2-t az M pont ordinatdjanak
nevezziik. Ezért ezeket a szamokat az M pont koordinatainak
nevezzuk. Jelolése: M(3; —2).

A pont koordinatainak felirasakor els6 helyre az abszcisszat,
masodikra az ordinatat irjuk.

Ha egy pont az abszcisszatengelyen van, akkor az ordinataja
nulla, ha az ordinatatengelyen van, akkor az abszcisszdja nulla.
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50. 0,3. 51. 5. 53. 3% 54. Nem. Utmutatds. irjuk fel az adott

2
" (az—l)
a”+1

2) nincs megoldasa; 3) nincs megoldasa. 59. 1) nincs megoldasa; 2) —7.

60. 1) Ha a = 0, akkor nincs megoldasa; ha a # 0, akkor x :%; 2) ha

torte alakban. 58. 1) x — barmely szam, kivéve a —1-et;

a = 0, akkor x barmely szam; ha a # 0, akkor x = 1; 3) ha a = 6,
akkor x — barmely szam; ha a # 6, akkor x = a — 6; 4) ha a = -2,
akkor nincs megoldas; ha a = 2, akkor x barmely szam; ha a # -2 és

a # 2, akkor x:ﬁ. 61. 1) Ha a = -3, akkor nincs megoldas; ha
a # -3, akkor xzﬁ; 2) ha a = 0, akkor nincs megoldas; ha a = 9,

akkor x barmely szam; ha a # 0 és a # 9, akkor xzaa;g. 64. —4, ha

_ _1, 3 . 1
a = 2b. 65. 48 km/h, 60 km/h. 76. 1) 5’ 2) —t 3) -
3, a-5 1 . 3 . m 1 . y+6
77. 1) e 2) P 78. 1) s 2) Py 3) —r 79. 1) —(x_7)2, 2) TR

87. 2) 5; 3) 4%. 88.2) -3;3)—-4,5.89.1)1;2; 3;6;2) 1; 2; 7; 14; 3) 1;
2;8.90.1)1; 3;9;2) 1; 2; 4; 8; 3) 2. 91. 15 km/h, 12 km/h. 92. 1) -2;

. , 5 16 2 +1 1
. 2. ; ; . . =3
2) nincs megoldas. 112. 6) PR 7 T ) 1956 113. 5) o
8 1, . . e
6) oL 116. 2) 4. 117. 1) =3 2) 2,5; 3) 0,1. 118. 1) 1,2; 2) T
3 2n® 2-2b a+b 1
121. 2) —= . 122. 1 ;2 . 124. 1) - 5 2) —
) b2-3b+9 ) am?—n? ) 8% +1 ) ab ) 2x
10062 1 3 . Lt
; . 128. ——=2— . Utmutatds. Irjatok fel az
) @ 250 P g2 @-1)(a-4) !
sszeadandékat két tort kiilonbségeként. Példdul —L -
(a-1)(a-2)
11 3 . , .
P 129. —(a—7) @D 132. Utmutatds. A bal oldalon minden

torthez adjatok hozza 1-et, a jobb oldalon 3-at. 135. 270 km. 160. 1) —5;
9) 0,9: 3) —5: 4) —3,2. 161. 1) %; 2) %. 162. 83. 163. 10. 164. 7 vagy
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2
7. 165. 2 vagy —2. 166. 1) 1; 2) 1. 167. 1) E“;gz; 92) 1. 170. 1) 0,5;
a

2) x barmely szam. 172. 1,2 éra. 173. 50 liter, 30 liter. 174. 5 férfi,

" 3 . 2 . 12 1 . 2 .

1 né, 6 gyerek. 178. 1) — 2) T 3) FWEE 4) o5’ 5) P

6) 22 179. 1) 25 9) -1, 3 v + 3 9 L2, 180. 1) “S 2) 4

3) —- 4 221 5) 9. 6) a — 2. 181. 1) 7*;‘ 2) ¢ —5; 3) —2; 4) ygz.
+

(=

184. 1) Nem; 2) igen. 186. 1) Z; 2) a-3; 3) a+1; 4

a
a®+b% . _a+b, 1 az.
187. 1) PR 2) —a. 188. 1) 2ab 2) a.189. y. 192. 1) e 2) 1

193. 1) —1%; 2) % 195. Utmutatds. frjétok fel a kifejezést 10-3" — 5.2

alakban. 196. 480 kg. 197. 500 hrivnya, 700 hrivnya. 198. 2 éra.
199. 90 alkatrész. 200. 9 veréb, 10 galamb, 11 gerle. 207. 2) nincs
megoldas; 3) —2; 4) x barmely szam, kivéve a 2-t; 5) x bérmely szam;

6) 3; 7) 0,5; 8) nincs megoldas; 9) —=; 10) 17; 11) 12; 12) 1 ; 13) —4;

4; 14) 0; 15) 4. 208. 1) —1; 2) nincs megoldas, 3) 10; 4) nincs megoldés;
5) 4; 6) x barmely szam, kivéve a 0-at; 7) 6; 8) x barmely szam, Kki-

véve a —0,5-et; 9) —3; 3. 209. 7. 210. 10. 212. 1) 2) nincs megoldas;

3) 7; 4 0; —2; 5) nincs megoldas; 6) —17; 7) 0, 8) nincs megoldas.
213. 1) 10; 2) —-0,5; 3) —3; 4) —4; 4; 5) nincs megoldas; 6) —5.
214. 2 km/h. 215. 29 km/h. 216. 9 km/h. 217. 1) nincs megoldas; 2) 9;
3) 0. 218. 1) 0,6; 2) 0. 219. 1) Ha a # 1, akkor x = 1; ha a = 1, akkor
nincs megoldas; 2) ha a # -5, akkor x = a; ha a = -5, akkor nincs
megoldas; 3) ha a = 0, akkor x barmely szam, kivéve a 3-at; ha a # 0
és a # 3, akkor x = a; ha a = 3, akkor nincs megoldas; 4) ha a # 7,
akkor x = @ vagy x = 6; ha a = 7, akkor x = 6; 5) ha a # 4 és a # -2,
akkor x = 4 vagy x = —-2; ha a = 4, akkor x = —2; ha a = -2, akkor
x =4;6) haa+4és a+ -2, akkor x = a; ha a = 4 vagy a = -2,
akkor nincs megoldas. 220. a = 2 vagy a = —2. 221. a = -9 vagy
a = -3 vagy a = 0. 222, 70 000 lakos. 223. 60 km. 251. 1) 2,7,

2) Qﬁ 258. 5. 259. 6. 265. 31 darab vastomb. 266. 80 000 lakos.
1

267. 2 km. 280. 6) —<3 7) 5; 8) ?. 281. 5) 16; 6) 144. 291. 1) —3;
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2) —5; 3) —2; 4) -7, 5) 0; 6) 2. 292. 1) 4; 2) 1; 3) —1; 4) 6. 295. 8 perc.
296. 5,34 kg. 297. 81-szer. 298. 1) ﬁ; 2) —4b? 3) 15¢° + 5; 4) ——L.
m

16b

2
299. 1) 323 -5 2) . 300. 1) —1 vagy 0; 2) 3 vagy 4; 3) 4 vagy 5;

4) 2 vagy 3. 301. 1) 6 vagy 7; 2) 4 vagy 5; 3) 4 vagy 5; 4) 4 vagy 5.
302. 28; 8. 303. 31,6%-kal. 304. 5 6ra 45 perc. 305. Igen, 5 darab
5 hrivnyas cimlet és 3 darab 2 hrivnyas cimlet. 331. 1) 2; 2) —1; 3;
3) nincs megoldas. 332. 1) 2; 4; 2) —1; 1; 3) nincs megoldas. 345. Nincs
megoldas. 346. 9%-kal cs6kkent. 347. 36 érme, 24 érme. 348. 12 km/h.
353. 1) Nincs megoldas; 2) —1; 3; 3) 2. 354. 1) —3; —1; 2) nincs meg-
oldas; 3) —1. 369. 4. 371. 56 km/h, 3 km/h. 397. 1) —10; 2) 25; 3) —23,8;
4) 13; 5) 216; 6) —20. 398. 1) 13,4; 2) 21; 3) —20. 399. 2) x < 0; 3) x bar-
mely szam; 4) x = 0; 5) x > 8; 6) x < 8; 9) x barmely szam, kivéve a
8-at; 10) x > 0 és x # 9; 11) x > 0; 12) x = 0; 13) x-nek nem létezik
olyan értéke; 14) x barmely szam; 15) x = 0; 16) x barmely szam,
kivéve a 0-t. 400. 2) y < 0; 3) y =2 0; 4 y < 0; 5) y =0; 6) y > 0;
Ty >0ésy+ 1. 401. 6) —10; 10. 402. 4) -7, 7. 405. 1) 167; 2) 2116;
3) nincs megoldas. 406. 1) 4900; 2) nincs megoldas. 407. 1) Ha a # 0
és b # 0, akkor a és b azonos elGjelliek; ha a = 0, akkor b bérmely
szam; ha b = 0, akkor a barmely szam; 3) ha b # 0, akkor a > 0; ha
b = 0, akkor a barmely szam; 5) ha a # 0, akkor b < 0; ha a = 0,
akkor b barmely szam. 408. 2) Utmutatds. x* — 4x + 5 = (x — 2)? + 1.
409. Utmutatds. —x*> + 6x — 12 = —(x — 3)2 — 3. 410. 2. kifejezés.
411. 1) 0; 2) nincs megoldas; 3) 1; 4) —-2; 5) —1; 1; 6) 1. 412. 1) 0;
2) nincs megoldas; 3) 1; 4) 3. 413. 1) a > —1; 2) a = —1; 3) a < —1.
416. 1) Ha a = 0, akkor x > 1, ha a # 0, akkor x = 1; 2) ha a = 1,
akkor x barmely szam; ha a # 1, akkor x = 0; 3) ha a = 0, akkor
x 2 1; ha a # 0, akkor x = 2; 4) ha a < 0, akkor nincsenek gyckok;

ha a > 0, akkor x = a? + 2. 417. a < 0 vagy a = 1. 418. 13. 419. a+10

420. 27 darab 100 hrivnyas cimlet, 500 hrlvnyasbol 4 cimlet.
428. 2) -2, 2}; 4) . 429. 4) {5}. 439. 1) 5b+15 ; 2) 727 440. 1,4 km/h,

441. 7. 457. Utmutatds. Legyen ™ és E az adott racionalis szam.
n q

Akkor az 6sszeguk mg+np. vagyis %, ahol seZ, teN. 458. Utmuta-
nq

tds. Ha feltételezziik, hogy az adott 6sszeg raciondlis szam, akkor az
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adott irracionalis szam megadhaté két raciondlis szam kiilonbsége-
ként. 459. 1) Nem, példaul +3+(-/3)=0; 2) nem, példaul
V3.3 =(43)"=3; 3) nem, példaul V3-0-0. 460. A harmadik 1épcsé-
hazban, a hatodik emeleten. 461. l;—z. 463. 18 I. 493. 1) Nem létezik
olyan x érték; 2) 3; 3) —1; 3. 494. 1) —4; 2) 2. 495. —4. 496. 120 ha.
525. 1) 6+2; 2) 112; 3) 10V3; 4) 9v6a; 5) -a+ab; 6) 0.
526. 1) —6/3; 2) 6/7b; 3) 10a®Va. 528. 1) 16++/3; 2) -10/5-5;
3) 1; 4) 1; 5) 4. 529. 1) 10-4+/2; 2) 74; 3) 4; 4) 32. 536. 1) Ja —2;
Y P e 9 R 9 5 9
9) %; 10) Vx. 537. 1) a+4\/a_; 2) _JTE; 3) %; 4) \/%; 5) Jx;
6) 2—2a. 538. 1) m*v-m; 2) a®°b; 3) —2x%\y; 4) m?n®Jmn;
5) -3xy"bx; 6) 8ab*\b; 7) -11m°b°2m; 8) mnp” \-p.
539. 1) -m®-m; 2) a2 Ja; 3) —Ta~b; 4) a*d* Jab; 5) —3x"y'" V/3x;
6) —bm?n’p®\—2p. 540. 2) Mivel a feltételek szerint b < 0, ezért

b-b=—-b% 3) Jc; 5) —Jx*y’; 8) Va®’. 541. 2) —54n?;

3) Jp’; 6) —J—5a°. 543. 1) fff 2) Va. 544. 1) V2+1; 2) V3+2;
a+

3) V6 +/5. 545. 1) 7 +1; 2) V6 +3; 3) V5 ++2. 546. 9. 549. 1) 4++/2;
2) 33 +1. 550. 180 alkatrész. 551. 25%-kal. 552. 6 km/h, 2 km/h.
553. 17 vagon. 571. 1) 0; 1; 2) 0; 1; 3) nincs megoldas; 4) 1; 5) 4; 6) 1.
573. 4) 5-2 V3. 574. 2) —/2. 575. 0. Utmutatds. Az egyenlet bal ol-
dala csak nemnegativ értéket vesz fel, a jobb oldala csak nem poziti-
vat. 580. 1) V7-1 2) V3-+2; 3) 3-3; 4) 6-+2. 581. 1) V5-2;
2) NGENCE 3) 5-2 J3. 582. Ha a > 0, akkor egy gyok van; ha a <0,
akkor nincs megoldas. 583. 2\/E+1, haa>1;3,ha0<a<1.584.12,
ha a > 36; 2va, ha 0 < a < 36. 585. 63 kg. 586. 3 km/h. 588. 1 éra
12 perc. 605. 6; 7. 606. 9; 10. 608. 1) 0; 14; 2) nincs megoldas.

609. 1) 0; %; 9) —242; 24/2. 615. —3; -2 vagy 3; 4. 616. —1; 0 vagy

2)
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0; 1. 617. 1) 4; 2) 0; —8; 3) —9; 9. 622. 1) 0; —3; 3; 2) 0; 1; 3) 1; 4) —2;
2.623.1) 0; 7, -7; 2) 0; 5; —7; 3) —1,5; 1,5. 624. 1) 2; 2) 3; 3) 0,5; —2;
4) nem létezik ilyen érték. 625. 1) a = 4, x, = —4; 2) a =0, x, = 2
7

vagy a = -1, x2=9; 8 a=3 x =-2 629. 35 636. 1) 1; -2 2) ;
9; 3) 3”_ . 637.1) 2 -1 2) _3; 1. 638. 1) 4; —3,5: 2) 1; —%; 3) 2:
; 4) —3++/15; 5) 3; 6; 6) 3**/_ . 639.1) 3 9: 2) ‘2“/_ . 3) nincs

megoldas. 640. 7. 641. 38 cm. 642 6 és 14 vagy —14 és —6 643. 10;

11. 644. 13; 14. 645. 1) V5; 3‘/— 5 2) -1 V65 3) 6 25 ) 1,

22
646. 1) /2, —22; 2) 2; J§; 3) 1; %- 647. —20: 4. 648. 1: —g.

649. 8 cm. 650. 6 cm vagy 12 cm. 651. 16 cm, 30 cm. 652. 9 cm,
40 cm. 653. 9; 11; 13. 654. 4; 6; 8; 10. 656. 16 majom vagy 48 majom.
657. 9 csapat. 658. 15 oldal. 659. 1) —-8; —-7; 0; 1; 2) —1; 1; 0,6; —0,6;

3) —3+/14; 4) —2; 2: 5) 3: 5; —3; —5; 6) 2; —2. 660. 1) —12; 2; —2; —8;
2) 3; 8) 15; —7++/34; 4) 9; 9. 661. 1) —10; 2) 3. 662. 1) %; 2) 3.

663. 1) b =-2;2) b =-12 vagy b = 12. 664. 1) b = 13,5; 2) b = —
vagy b = 8. 668. 1) x = —2a — 1 vagy x = —a; 2) x = 2a vagy x = 4;

3) ha a # 0, akkor x:275 vagy x:—l, ha a = 0, akkor nincs megol-

L 1 _1 _1 =
das; 4) ha a=g, akkor x—3 ha a # 2, akkor x 3 vagy x=o-—.
669. 1) x = 3a — 5 vagy x = —a; 2) x = —3a vagy x = 4; 3) ha a = 0,

akkor x = 1; ha a # 0, akkor x = 1 vagy xzi. 670. 1) b = 0 vagy

b:—g; 92) b =—5 vagy b=2+6, vagy b=-26; 3) b =19. 671. 1) b = 0

674. 4, Jﬁ, 3+/2. 675. 45 tonna, 75 tonna. 676. 14 lap. 690. x, = 10,
g =-20.691. x, = -6, p = —1. 692. x, = 2, b = 14. 693. x, = 1,6,
m = —1,28. 694. —20,5. 695. —7. 696. V17; —/17. 700. x, = 1, x, = 9,
c=9 701. x, =-14, x, = -6, a = 84. 702, x; = 9, x, = —2,/m = -18.
703. x, = 1, x, = =5, n = =5. 706. 1) 1,5; 2) 69. Utmutatas.
X+ xl= (v, + x)%— 2x.4,; 3) 5T; 4) 567. 707. 1) 80; 2) -%; 3) V/89.
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Utmutatds. | x,—x, |=(x,~x)%. 708. x> + 12x + 17 = 0.
709. x? — 18x + 49 = 0. 710. 6x%> — 14x + 3 = 0. 711. x> — 15x + 8 = 0.
712. @ = 2 vagy a = —2. 713. a = 6 vagy a = —6. 715. 1) 7, -7; 5; —5;
2) —11; 11; -1; 1; —4; 4. 716. 1) -9; 9; —6; 6; 2) —17; 17; —7; 7; -3; 3.
717. b =c=0vagy b =1, ¢c = -2. 718. 1) a = 2; 2) nincs ilyen érté-
ke az a-nak. 719. a = 2. 721. 4 sor, minden sorban 12 fa. 723. 18%.
) _x+4, ) 1-4n

2
732. 1) 2a-3, 2) b-3 . ) c+1, ) m°+m+1,

2

6’ 26-1° c-2’ m+10 x+8’ 5n+1"
733. 1) - 3 ) zy*f 3) Zj; 4) 2"1’ 734. 1) —3; 2) —2: 3) %.

2b+1

735. 1) —4; 2) —14. 736. 1) 1; 2) ) —%; 4) 4. 740. 1) (x — )

(x = 5y); 2) (@ + 9b)(a - 4b); 3) (3m + n)(m — 3n); 4) (dx — Y(x — y).
741. 1) (@ — 4b)(a — 10b); 2) (3b — 2¢)(4b + 3¢). 742. 1) Ha a = 3, ak-
kor x barmely szam, ha a = —2, nincs megoldas, ha a # 3 és a # -2,

a+3

akkor x= Py 2) ha a = 7, akkor x barmely szdm, ha a = 1, akkor

2‘”11. 743. Ha a = -8,

nincs megoldas, ha a # 7 és a # 1, akkor x =

akkor x barmely szam, ha a = 1, akkor nincs megoldas, ha a # —8 és

a # 1, akkor x_a+213 746. 6,8%. 748. 1) Nincs megoldas; 2) —4; 3) 3;

4) y barmely szam, kivéve a —4-et és az 5-6t. 752. 1) —4; 1; 2) —1; 3)
—%; 4) —2; 10; 5) 7, 6) —6; 7) —5; 10; 8) 5; 9) 2; 8; 10) —2; 9; 11) -3;
2; 12) 4; -0,4. 753. 1) —1; 2) —0,25; 3) 0,5; 6; 4) 8; 5) —3; 6) —3; 12;
7 —1; %; 8) —3; 13. 758. 1) 6: 2) 5, 3) T, 4) 6. 759. 1) 10; 2) —7.
760. 1) 3+/18; 2) —23: 1; 3) —27; —1; 4) 3. 761. 1) 4; 9; 2) 5. 762. 1) —1;
18; 2) -98; 2; 3) —-1,5; 4) —2; 5) -3; 4; 6) —=3; 7) 2; 8 9; 9) 1; 10) 9.

763. 1) —60; 50; 2) —3; 3) —9; 24; 4) 2; 5) —20; 2. 6) 15. 764. 1) —%;
14; 2) —56; 60. 765. 1) —15; 12; 2) —20; 2. 766. 1) —5; 2) nincs megol-
das; 3) 3%; 4) 1. 767. 1) —15; 1; 2) 1,5. 769. 1) —J/3; V/3; -3; 3; 2) —6;

1

—4; -1; 1; 3) 0; 3; 4) —1; —3; 1. 769. 1) _§; 1; 2) 0,5. 770. 1) —1; 7; 2;

4; 2) —6; —2; —4i\/%; 3) —2; 1; 4) —g; 10. 771. 1) Ha a = 1, akkor

x =T haa="7 akkor x = 1; ha a # 1 és a # 7, akkor x = 1 vagy
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x=T, 2 haa#1ésa+?T7 akkor x = a; ha a = 1 vagy a = 7, akkor

nincs megoldas; 3) ha a # 2 és a # %, akkor x = 3a vagy x = 2; ha

a = 2 vagy azé, akkor x = 2; 4) ha a = 0, akkor x barmely szam,

kivéve a —3-t; ha a = —3, akkor nincs megoldas; ha a # 0 és a # -3,
akkor x = a. 772. a=2\/5, vagy a=-25 vagy a = 6. 777. 75 km/h.
778. 50 km/h, 60 km/h. 779. 80 km/h, 60 km/h. 780. 80 km/h.
781. 12 km/h. 782. 12 oldal. 783. 30 m? 25 m? 784. 6 nap.
785. 31 km/h. 786. 10 km/h. 787. 3 km/h. 788. 2 km/h vagy 2,25 km/h.
789. 60 km/h, 40 km/h. 790. 60 km/h. 791. 60 km/h. 792. 8 km/h.

793. 32 km/h. 794. i. 795. % 796. 45 nap, 36 nap. 797. 15 ora,

10 6ra. 798. 21 6ra, 24 6ra. 799. 80 g. 800. 30 kg. 801. 3 km/h.
802. 5 ora. 803. 4 dra, 6 6ra, 12 éra. 804. 80 km/h. 805. 24 alkatrész.

806. 12 6ra. 808. 6. 823. 3) 2. 829. 4) 1, 2, 3. 832. — %+ . 833. Ut-
3 a(a+12)
mutatds. Vizsgaljatok a két oldal kulonbségét. 886. @

909. 1) -5; 5; —1; 1; 2) —10; 10; —22; 22. 910. ¢ = 1. 911. a = 3.
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