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A SZERZOKTOL

TANULOKNAK
Kedves hetedikesek!

Most elkezditek egy Uj tantargy - a mértan tanulmanyoza-
sat. Figyeljétek meg, hogy a geografia és a geometria szavakban
k6zos a geo tag, ami gorogil foldet jelent. Azonban amig a 6. 0sz-
talyban a foldrajzérakon valéban a fold leirdsaval foglalkoztatok
(grafia gorogul leirast, rajzot jelent), ugy a mértandrakon nem
kell foldméréssel foglalkozni (metreo gordgul - mérni).

A mértan az egyik legdsibb tudoméany. Az elnevezését azzal
lehet magyarazni, hogy a mértan kialakulasa és fejl6dése szorosan
osszefiigg az ember sokoldalu gyakorlati tevékenységével: a fold-
teriletek hatarainak kijelolésével, utak, 6ntéz6csatornak és egyeb
létesitmények épitésével, vagyis ahogyan ilyen esetben mondjék,
alkalmazott tudomany volt. Fokozatosan, 1épésrél-1épésre dssze-
gy(lt az emberi tudas és a mértan szép és tokéletes, szigoru és
kovetkezetes matematikai elméletté valt. Ezzel a tudoménnyal
és a megszerzett tuddsotok gyakorlati alkalmazasaval fogtok
foglalkozni a mértanérakon.

A mértan ismerete rendkivil fontos. Val6ban, nézzetek ko-
ril - mindenitt jelen van a mértan, pontosabban a mértani
alakzatok: szakaszok, haromszogek, téglalapok, derékszog
parallelepipedonok (téglatestek), gémbdok stb.



4 A szerz6ktél

1. 4bra. Epitészeti létesitmények: 2. &bra. Szireci
a - Szaljut Hotel (Kijev); tv-torony
b - kozigazgatasi éptlet (London) (Kijev)

EImélyiilt mértani ismeretek nélkiil nem késziilhettek volna
bonyolult épitészeti szerkezetek (1., 2. abra), hajék és repiuil6gé-
pek (3. &bra) még a gyerek-épit6jatékok elemei és a himzések
mintai sem (4. 4bra). A mintak létrehozasa megkdveteli a nép-
mavészt6l azt, hogy legyen elképzelése a szimmetria és a par-
huzamos eltolds mértani fogalmakr6l. A mértan ismerete nélkul
senkib6l sem lehet tervez6mérndk, esztergalyos, asztalos, tudos,
épitész, dizajner, divattervez8, szamitdgépes grafikai szakember
stb. Altalanossagban a mértani ismeretek —az emberi kultira
fontos 0sszetev@i.

3. dbra. Gépgyartasi szerkezetek:

a - haj6 a mikolajivi hajogyar solyajan;
b - AN-225-6s (Mrija) repulégép
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a b

4. abra. Mértan a mindennapokban:
a- gyerek-épitéjaték; b - himzésminta

A mértan egy nagyon érdekes tantargy. Reméljik, hogy errél
révidesen meggy6z6dték, amiben segit majd ez a tankdnyv is.
Ismerkedjetek meg a szerkezetével.

Atankdnyv négy paragrafusra van bontva, amelyek mindegyi-
ke pontokbol all. A pontokban talalhaté az elméleti anyag. Ezt
tanulméanyozva forditsatok kiilénds figyelmet a vastag betdvel,
a vastag d6lt betlivel és délt betlivel szedett szdvegre; a kdnyv-
ben igy jeldlik a meghatarozasokat, szabalyokat és a legfontosabb
matematikai allitdsokat.

Az elméleti anyag kifejtése altalaban mintafeladatok megol-
dasaval zarul. Ezekre a leirdsokra a megoldasok elkészitésének
egyik lehetséges mintajaként lehet tekinteni.

Minden egyes ponthoz 6néllé6 megoldést igényl6 feladatokat
taladltok, megoldasukhoz csak az elméleti anyag elsajatitasat
kévetben ajanlatos nekifogni. A feladatok k6zott vannak kénnyii
és kOzepes nehézségi szintlek, illetve bonyolult feladatok is (k-
I6ndsen a csillaggal (*) jelzettek).

Minden pont Figyeljétek meg, rajzoljatok, szerkesszetek,
képzeljétek el rovattal zarul. Ide olyan feladatokat gydjtéttink
ossze, melyek megoldasahoz nincs sziilkség specidlis geometriai
ismeretekre, csak jézan észre, talalékonysagra és Otletességre.
Ezek a feladatok olyan hasznosak, mint a vitaminok: fejlesztik a
,mértani latast” és az intuiciot.

Ezenkivil a tankdnyvben érdekes elbeszéléseket olvashattok
a mértan torténelmébdol.

Hajra, el6re! Sok sikert!
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TANAROKNAK

Tisztelt kollégak!

Az altalanos és kozépiskolai tanintézmények 5-9. osztalyos
tanuldinak sz6l6 matematika oktatasi programjaban a kovetkez6
megallapitas szerepel: ,,A tananyag tartalma a megfelel6 oktatasi
kurzusok téméinak megfelelen strukturalt, a tanulmanyozasukra
szant Graszdm meghatarozasaval. A tartalom és a tanulmanyi id6é
ezen felosztasa tajékoztatd jellegli. A tanaroknak és a tankdnyvek
szerz6inek jogukban &ll modositani azt az elfogadott mddszertani
koncepcidnak megfeleléen...”

Erre valo tekintettel célszer(inek latjuk a tankényv masodik
paragrafusaban a Haromszogek téma attekintését. Ez lehetéséget
nyujt a Parhuzamos egyenesek paragrafus didaktikai anyaganak
valtozatosabba tételére.

Erthetd, hogy a kdzépiskolai keretek kozétt lehetetlen megval6si-
tani a mértan tanfolyaméanak formalis-logikai elven valo felépitését:
az axiémarendszert a rendszer alapjaba helyezni és tovabb deduktiv
maodon épiteni az anyag Kifejtését, vagyis szigoru logika szerint bizo-
nyitani a tételeket, az axiomaékra és a korabban bizonyitott tényekre
alapozva. Ez azzal magyarazhaté, hogy korlatozott a deduktiv gondol-
kozasra hajlamos tanuldk (kulondsen a hetedikesek) szama. Val6jaban
a tébbségre a szemléltet-képi gondolkodasmod a jellemz6. Ezért a
gyerek esetén a szemmel lathatosagra valé apellalas teljesen termé-
szetes és igazolhatd.

A kifejtetteknek megfelel6en a tankdnyv alapjaul a szemlél-
tet6-deduktiv modszer szolgél, egyesitve a részleges axiomati-
zacioval.

Ugy Véljik, hogy a mértan iskolai tanulmanyozasanak f6 célja- nem
kizarolag a logikus gondolkodasmad és a bizonyitas elvégzése képessé-
gének fejlesztése. A tankdnyv szerzGi szélesebb célt tliznek ki: pontosi-
tani a tanulok elképzelését az elemi mértani alakzatokrél (haromszég,
kdrvonal, téglalap stb.), fejleszteni benniik a bizonyitas igényét, vagyis
lerakni a deduktiv és a heurisztikus gondolkodas alapjait, a legf6bb pedig
- megtanitani atanulékat a mértani alakzatok tulajdonsagainak
alkalmazasara a gyakorlati és elméleti feladatok megoldasa
soran. Bizunk benne, hogy Ondk tgy értékelik majd ezt a tankonyvet,
mint olyat, amely el8segiti a kijel6lt célok megvalositasat.
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A konyvbe nagy és valtozatos didaktikai anyag kerilt be. Azonban
egy tanév alatt lehetetlen megoldani az 6sszes feladatot, ez nem is sziiksé-
ges. Ezzel egyiitt sokkal kényelmesebb a munka, amikor jelentds tartalék
feladat all rendelkezésre. Ez lehetévé teszi a szintek alapjan torténd
differenciacié megvaldsitasat és az egyéni hozzaallast a tanulas sorén.

Z6ld szin jelzi a hazi gyakorlatra javasolt feladatok szamat,
kék szin pedig azoket a feladatokét, amelyeket a tanar véleménye szerint
(az osztaly tanuldi egyéni sajatossagainak figyelembe vételével) szdban
is meg lehet oldani.

Tehat alakitsuk &t kdzdsen a mértan iskolai tanfolyamat érthetd és
vonz0 tantarggya.

Alkotoi ihletet és tiirelmet kivanunk Onoknek.

EGYEZMENYES JELEK
0 az elemi és kozepes tanulményi eredményi szinteknek meg-
n felel6 feladatok;

a megfeleld tanulmanyi eredményi szintnek megfelel6 fel-
adatok;

a magas tanulmanyi eredményi szintnek megfelel6 feladatok;

. matematikai szakkoroknek és fakultativoknak megfelel6
n feladatok;

0 kulcsfeladatok, amelyek eredményei felhasznalhatok mas
feladatok megoldasa sorén

megfeleld tanulmanyi eredményi szintnek megfeleld tétel
bizonyitasa;
magas tanulmanyi eredményi szintnek megfeleld tétel bizo-
nyitéasa;

® tanulméanyozéasra nem kotelez6 tétel bizonyitasa;

A atétel bizonyitdsanak befejezése;

#  afeladat megoldasanak befejezése;

Amikor elkésziltél a hazi feladattal rubrika.

A rajzokon az egyenl6 hosszlsagu szakaszokat egyenl6 szamu vo-
nalkdkkal, az egyenl6 nagysagu szdgeket pedig egyenl6 szdmu korivvel
jeloljuk. Ez alol azok a szakaszok, szdgek képeznek kiveételt, amelyeket
meg kell hatarozni.



BEVEZETO

Mit tanulmanyoz a mértan?

Habar a mértan Uj tantargy a szdmotokra, azonban a matema-
tikadrakon mar megismerkedtetek ennek a bdlcs tudoméanynak
az alapjaival. igy, az 5. 4brén lathat6o 6sszes mértani alakzat jol
ismert a szdmotokra.

A B M N

a egyenes AB szakasz  MN félegyenes POM szig (POMZ)

B
A d
ABCDEF toérottvonal ~ ABC haromszog ABCD téglalap
Korvonal Korlap

B1 Ci
Al

B

i f

/! /

ABCDAIB ICID 1derékszdg Sokszdgek

parallelepipedon (téglatest)

5. dbra



6. dbra 7. dbra

Vonalzé segitségével szakasszal tudtok 0sszekdtni két pon-
tot (6. abra), korzd' segitségével kdrvonalat tudtok szerkeszteni
(7. 4bra), egyenes és derékszogli vonalzo6 segitségével merdleges és
parhuzamos egyeneseket tudtok rajzolni (8. dbra). Meg tudjatok
mérni a szakasz hosszat és megadott hosszlsagu szakaszt tudtok
szerkeszteni milliméteres beosztasu vonalzé segitségével (9. abra),
meg tudjatok hatarozni a sz6g mértékét és megadott mértékd
szoget tudtak szerkeszteni sz6gmér6 segitségével (10. dbra), fel-
osztani a haromszdgeket (nézd az el6zéklapot).

9. 4bra



10

10. abra

Azonban az alakzat , kinézetének” felismerése, vagy az egy-
szer( szerkesztések elvégzésének képessége - csupan a mértani
alakzatok tulajdonsagardl sz6l16 tudomany, vagyis a mértan alap-
ismereteit jelentik.

A mértan szisztematikus tanfolyaméanak tanulméanyozéasa so-
ran fokozatosan, bizonyos sorrendben tanulményozni fogjatok a
mértani alakzatok tulajdonsagait, vagyis mind a méar ismert, mind
pedig az 0j alakzatokat. Ez azt jelenti, hogy meg kell tanulnotok
az alakzat egyes tulajdonsagai alapjan meghatarozni, és ami a
legfontosabb, bebizonyitani més tulajdonsagait.

A mértan iskolai tanfolyaméat hagyoméanyosan planimetria-
ra (sikmértanra) és sztereometriara (térmértanra) osztjak. A
planimetria a sikon fekv6 alakzatokat tanulményozza (planum
latinbol forditva - sik), a sztereometria pedig a térbeni alakza-
tokat (sztereosz goroghél forditva - térbeni).

Tehat elkezdjik a sikmértan tanulmanyozésat.



A LEGEGYSZERUBB MERTANI A C
ALAKZATOK ES TULAJDONSAGAIK 1"O™"

Ebben a paragrafusban attekintjik az als6bb osztalyokbol
szamotokra mar ismert alakzatokat, jelesil: a pontokat, egye-
neseket, szakaszokat, félegyeneseket és szdgeket.

Tobbet megtudtok ezeknek az alakzatoknak a tulajdonsa-
gairél. Egyes tulajdonsagokat megtanultok bebizonyitani.
Megszokotta, érthet6kké és gyakran hasznalttd valnak sza-
motokra a meghatéarozas, tétel, axibma szavak.
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1. Pontok az egyenesen

A pont - a legegyszer(ibb mértani alakzat. Ez az egyetlen
alakzat, amely nem bonthat6 részekre. Példaul all. abran lat-
hatd alakzatok részekre vannak bontva. Mig a 12. 4bran lathatd
alakzatrdl, amely két pontbdl all, elmondhat6, hogy két részbhél
all: az A és a B pontbdl.

11. 4bra 12. dbra 13. 4bra

A 13. 4bran az a egyenes és két, A és B pont lathato. Ugy
mondjak, hogy az A pont az a egyeneshez tartozik, vagy az A pont
az a egyenesen fekszik, vagy az a egyenes athalad az A ponton, és
ennek megfeleléen, a B pont nem tartozik az a egyeneshez, vagy a
B pont nem fekszik az a egyenesen, vagy az a egyenes nem halad
at a B ponton.

Az egyenes - meghatarozott tulajdonsagokkal rendelkez6
mértani alakzat.

Az egyenes alaptulajdonsaga. Barmely két pon-
tonlat egyenest lehet htuzni, méghozza csakis egyet.

Miért tartjdk Ugy, hogy ez az egyenes alaptulajdonsaga?

Legyen egy bizonyos vonalrél csak az ismert, hogy dtmegy az
A és a B ponton. Ahhoz, hogy elképzeljik, hogyan is néz ki ez az

alakzat, ez az informéacié szemmel latha-

téan hianyos. Hiszen az A és a B pontokon

% at sok kiillénb6z6 vonalat lehet meghutzni

-A LAy Xsi3— (14, abra). Az egyenest egyértelmien

meghatarozza ez a két pont. Eppen ebben

rejlik az egyenes alaptulajdonsagéanak a
lényege.

Ez a tulajdonsag lehet6vé teszi az egyenes megjelolését két
tetsz6leges pontja megnevezése altal. igy az M és az N pontokon

14. abra

11t és a tovabbiakban, amikor azt mondjuk kétpont, harom pont, két egye-
nes sth., Ugy tekintjik, hogy ezek kiilonb6z6 pontok és kilénbdz8 egyenesek.
Egybeesésiik esetét kiilon meghatarozzuk.
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a4t meghlzott egyenest MN egyenesnek (vagy NM egyenesnek
nevezik).

A mértani alakzat alaptulajdonsagat még axiomanak (az axio-
makrol részletesebben a 6. p. tanultok majd) is nevezik.

Ha meg kell magyardzni valamely fogalom (szakkifejezés)
értelmét, akkor a meghatarozasokat alkalmazzuk. Példaul:

1) 6ranak nevezik az id6 mérésére szolgalé mszert;

2)amértan- a matematika része, amely az alakzatok tu-
lajdonsagait tanulméanyozza.

A meghatdrozasokat a mértanban is alkalmazzak.

Meghatdrozas. A kdzos ponttal rendelkezd két egye-
nest egymast metszéknek nevezik.

A 15. abrdn az a és b egyenes lathatd, amelyek az O pontban
metszik egymast.

Gyakran egy tény igaz voltat logikai megfontolasok segitsé-
gével allapitjdk meg.

Vizsgéaljuk meg a kdvetkez6 feladatot. Ismert, hogy a M értan
utca 6sszes lak6ja - matematikus. Jen6 a Mértan u. 5-ben lakik.
Jend matematikus?

Afeladat feltétele szerint Jen6 a M értan utcaban lakik. Mivel
pedig ennek az utcanak az dsszes lak6ja matematikus, igy Jend
- matematikus.

15. abra 16. abra

A felhozott logikai megfontolasokat azon tény bizonyitasé-
nak nevezzik, miszerint Jend —matematikus.

A matematikaban az olyan allitdsokat, amelyeknek az igaz vol-
tat bizonyitas segitségével allapitjdk meg, tételeknek nevezzik.

1.1. tétel. Barmely két egyenesnek, amelyek metszik
egymast, csak egy k6zés pontjuk van.

Bizonyitas. ®Legyenazegymast metszda és begyeneseknek
a kdzos A pontjukon kivil még egy kdzos pontjuk, a B (16. &bra).
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1. 8. A legegyszerlibb mértani alakzatok és tulajdonsagaik

Akkor az A és a B pontokon két egyenes megy at. Ez pedig ellent-
mond az egyenes alaptulajdonsaganak. Tehat a feltételezés az a
és b egyenesek masik metszéspontjanak a létezésérdl hibas. a

?

6/

7>

1. Melyik alakzatot nem lehet részekre bontani?

Fogalmazzatok meg az egyenes alaptulajdonsagat.

3. Az egyenes mely tulajdonsaga teszi lehet6vé azt, hogy két
pontja megnevezésével jeldljik?

4. Mi célbol alkalmazzak a meghatarozasokat?

5. Milyen két egyenest neveznek egymast metszének?

6. Hogyan nevezik azt az allitdst, amelynek az igaz voltat bi-
zonyitassal allapitjak meg?

7. Fogalmazzatok meg a két egymast metszd egyenes tételét.

N

GYAKORLATI FELADATOK

Huzzatok egy egyenest, jeldljétek m-el. Jeldljétek meg az ezen
az egyenesen fekv6 A ésB pontokat, illetve a C, D, E pontokat,
amelyek nem fekszenek rajta.

Jeléljétek meg az M és a K pontokat, és huzzatok rajtuk ke-
resztiil egyenest. Ezen az egyenesen jeldljétek meg az E pontot,
irjatok le a kapott egyenes 6sszes lehetséges megnevezését.

Hlzzatok meg az a és a b egyeneseket Ggy, hogy metsszék
egymast. Metszéspontjukat jeldljétek C betlivel. A C pont
hozzatartozik-e az a egyeneshez?, a b egyeneshez?

Vegyetek fel harom pontot ugy, hogy azok ne fekiidjenek egy
egyenesen és minden egyes pontparon at hizzatok egyenest.
Hany egyenes keletkezett?

Vegyetek fel négy pontot Ugy, hogy kozulik egyik hadrmas
sem fekidjon egy egyenesen és minden egyes pontparon at
hGzzatok egyenest. Hany egyenes keletkezett?

Huzzatok harom egyenest ugy, hogy koéziulik minden par
metssze egymast. Jeldljétek meg ezeknek az egyeneseknek a
metszéspontjait. Hany metszéspontot kaphatunk?

Vegyetek fel négy pontot Ugy, hogy a rajzon az egyenesek
meghlzéasa sordn a pontparokon &t: 1) egy egyenes keletkez-
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zen; 2) négy egyenes keletkezzen; 3) hat egyenes keletkezzen.
Huzzatok meg ezeket az egyeneseket.

8.° A 17. &bra felhasznélasaval:

1) tuntessétek fel az 6sszes megjeldlt pontot, amely az
a egyeneshez tartozik; az MK egyeneshez tartozik;

2) tintessétek fel az 6sszes megjeldlt pontot, amely nem
tartozik az a egyeneshez; MK egyeneshez;

3) allapitsatok meg, metszik-e egymast az a és az MK egye-
nesek;

4) nevezzétek meg az 6sszes megjeldlt pontot, amely az
a egyeneshez tartozik, de nem tartozik hozza az MK egye-
neshez.

.
QD
.

17. &t

9. A 18. 4dbra felhasznéalasaval tiintessétek fel:

1) a megjel6lt pontok kozil melyek tartoznak ap egyeneshez,
és melyek nem;

2) mely egyenesekhez tartozik az A pont; a B pont; a C pont;
a D pont; az E pont;

3) mely egyenesek mennek 4t a C ponton; a B ponton; az
A ponton;

4) mely pontban metszik egymast a k és p egyenesek; az
m és n egyenesek;

5) mely pontban metszi egymast a négy abrézolt egyenes
kozul harom.
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10.*

11/

12."

13."

14"

15"

16/

17/

18/

19.

1. 8. A legegyszeriibb mértani alakzatok és tulajdonsagaik

A C pont az AB egyeneshez tartozik. Kulénb6znek-e az AB
és az AC egyenesek? A véalaszt indokoljatok meg?

Meghuztak négy egyenest, amelyek kozil kett6 metszi
egymast, méghozza4 minden metszésponton &t csupan két
egyenes megy at. Hany metszéspont keletkezett ekdzben?

Hogyan kell elhelyezni hat pontot Ggy, hogy azok hat egye-
nest hatarozzanak meg?

Az adott egyenest négy egyenes metszi. Hany metszéspontjuk
keletkezhet ezeknek az egyeneseknek az adott egyenessel?

Négy egyenest hliztak, amelyek kdzil mindegyik metsz egy
maésikat. Hany metszéspont keletkezhet?

Ot egyenest huztak, amelyek koézil mindegyik metsz
egy masikat. Mennyi ezen egyenesek metszéspontjainak
legkisebb lehetséges szdama? Maximaélisan hany metszéspont
keletkezhet?

Meg lehet-e szerkeszteni hat egyenest és felvenni azokon
11 pontot Ugy, hogy minden egyenesen négy pont legyen
megjelolve?

A sikon harom egyenest hiztak. Az elsd egyenesen 6t pontot
jeldltek meg, a masodikon —hét pontot, a harmadikon pedig
harom pontot. Mennyi a megjelélheté pontok legkisebb le-
hetséges szama?

Meg lehet-e jeldIni néhany pontot és meghUzni néhany egye-
nest gy, hogy minden egyenesen pontosan harom megjeldlt
pont fekidjon és minden ponton pontosan harom egyenes
menjen at?

FIGYELJETEK MEG,
RAJZOLJATOK, SZERKESSZETEK, -z -2m -
KEPZELJETEK EL L L I

Rakjatok dssze néhany, a 19. dbran lat-
hat6 alakzatbdl négyzetet.
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2. A szakasz és hossza

A 20. abran az a egyenes lathat6, amely atmegy az A és a B
pontokon. Ezek a pontok hataroljak az a egyenes piros szinnel
jelolt részét. Az egyenesnek ezt a részét, beleértve az A és a B
pontokat is, szakasznak nevezik, az A és B pontokat pedig e
szakasz végpontjainak.

20. abra 21. abra

Barmely két pont részére egyetlen szakasz létezik, amelynek
ezek a pontok a végpontjai, vagyis a szakasz a végpontjai altal
egyértelm(ien meghatarozott. Ezért a szakaszt a végpontjai megne-
vezése altal jeldlik. A 21. &bréan lathaté szakaszt példaul igy
jelolik: MNvagy NM (igy olvassuk: M N szakasz vagy N M szakasz).

A 22. 4bran az AB szakasz és a szakaszhoz tartozé X pont
lathat6, amely azonban nem esik egybe egyik végponttal sem.
Az X pontot az AB szakasz bels6é pontjdnak nevezik. Ebben az
esetben azt mondjéak, hogy az X pont az A és a B pontok kdzott
fekszik.

"4 .. B

22. abra 23. dbra

igy tehat az AB szakasz az A és a B pontokbol, valamint az AB
egyenes 0sszes, A és B pontja kozott fekv6 pontjabdl all.

Meghatédrozas. Két szakaszt egybevagonak nevez-
nek, ha egymasra helyezéssel fedésbe hozhatdk.

A 23. 4bran két azonos hosszusagu szakasz, az AB és a CD
lathato. igy irjdk: AB = CD.

Tudjatok, hogy minden szakasznak bizonyos hossza van és
a megméréséhez egységszakaszt kell véalasztani. Egységként
barmely szakasz szolgélhat. 30111 No 3

iM.& PAKOUI
BIBJINTOTEK
M. MyKateBO

ii
A
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24. abra 25. 4bra

Tekintsiik a 24. 4bran lathaté M N szakaszt egységnek. Ezt a
ténytigy irjuk le: MN = 1 egység. Akkor Ugy tekintik, hogy az AB
szakasz hossza hdrom hosszegység, eztigy irjak: AB = 3 egység,
hasznaljak az AB = 3 jelolést, ezt igy olvassak: az AB szakasz

2
hossza 3-mal egyenlé'. A CD szakasz esetében: CD --.

A gyakorlatban a leggyakrabban ezeket az egységszakaszokat
hasznaljdk: 1 mm, 1cm, 1 dm, 1 m, 1 km.

A hosszegység kivalasztasatél fuggéd'en valtozik a szakasz
szambeli értéke. Példaul, a 25 dbran adodik: AB =17 mm vagy
AB = 1,7cm vagy AB - 0,17 dm stb.

Atermelésben ésa mindennapokban sokféle miszert hasznal-
nak a szakaszok hosszdnak a meghatdrozasara (26. 4bra): beosz-
tassal ellatott vonalzot, mérd'szalagot, toldmércét, mikrométert,
terepkorza't.

I 1t f 4 f 1 F | e« «

UuiuilHU utU uuuiutiiuUiuiiiViiivilunuUiUHiUiiuuUumii

beosztassal ellatott vonalzé

tolémérce mikrométer terepkorz6
26. &bra
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Az egybevagd szakaszoknak egyenl6 a hosszuk és megfordit-
va, ha a szakaszok hossza egyenld, akkor maguk a szakaszok is
egybevagok.

Ha az AB szakasz hossza nagyobb, mint az MN szakaszé,
akkor azt mondjak, hogy az AB szakasz nagyobb, mint az M N és
igy jelolik: AB >MN. Ugyanigy mondhatjuk, hogy az M N szakasz
kisebb, mint az AB, ezt igy irjuk: MN <AB.

A tovabbiakban ,,a szakaszok 6sszegér6l” szélva e szakaszok
hosszanak 6sszegére gondolunk.

A szakasz hosszéanak alaptulajdonsdga. Ha a
C pont az AB szakasz belsé pontja, akkor az AB szakasz
egyenld az AC és a CB szakasz 6sszegével (27. abra), vagyis

AB = AC + CB
A C B A C B A B C
AB =AC +CB
27. dbra 28. abra 29. 4bra

Meghatédrozéas. Az A és a fi pontok kozotti tavol-
sdgot az AB szakasz hosszdnak nevezzik. Ha az A és a
fi pontok egybeesnek, akkor Ggy tekintik, hogy a koztik
lévé tdvolsag nulla.

Meghatdarozéas. Az AB szakasz felez6pontjanak
ennek aszakasznak azt a C pontjat nevezik, amelyre nézve
AC = CB.

A 28. 4brén a C pont az AB szakasz felez6pontja.

Feladat. Az A, fi, C pontok ugyanahhoz az egyeneshez
tartoznak, AB = 8cm, az AC szakasz 2 cm-el hosszabb a fiC-nél.
Hatarozzatok meg az AC és a BC szakaszokatl

Megoldas. A feltételben nincs kikotve, milyen az adott pon-
tok kodlcsdnds elhelyezkedése az egyenesen. Ezért megvizsgalunk
harom lehetséges esetet.

1) A fi pont az AC szakasz bels6 pontja (29. abra). Akkor az
AC szakasz az AB szakasznyival, vagyis 8 cm-el hosszabb a BC
szakasznél. Ez ellentmond a feltételnek. Tehat ez az eset nem
lehetséges.

1Gyakran a Hatarozzatok meg a szakasz hosszat... helyett azt mondjak:
Hatarozzatok meg a szakaszt...
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2) A C pont az AB szakasz bels6 pontja (30. 4bra). Ebben az
esetben AC +BC =AB. Legyen BC =x cm, akkor AC = (x + 2) cm.

Adodik: X+2+Xx=8;
X=3
Tehat, BC =3 cm, AC = 5cm.
B B
30. abra 31. dbra

3) Az A pont a BC szakasz belsd pontja (31. abra). Ebben az
esetben AB + AC = BC, és akkor AC <BC. Ez ellentmond a felté-
telnek. Tehat ez az eset nem lehetséges.

Felelet: AC=5cm,BC =3cm.-

1. Hany olyan szakasz létezik, amelyek végpontjai két meg-
adott pont?

Mely pontokbol all az AB szakasz?

Milyen két szakaszt neveznek egybevagonak?

Lehet-e barmely szakaszt egységszakasznak tekinteni?
Mit mondhatunk az egybevagd szakaszok hosszarol?

Mit mondhatunk azokrél a szakaszokrdl, amelyek hossza
megegyezik?

7. Fogalmazzatok meg a szakasz hosszanak alaptulajdonsagat.

o 0k wN

8. Mit neveziink két pont tavolsaganak?
9. Mivel egyenl6 két egybees6 pont tavolsaga?
10. Mely pontot nevezik az AB szakasz felez6pontjanak?

20.° Vegyetek fel két A ésB pontot, és huzzatok rajtuk &t egyenest.
Jeldljetek meg az AB szakaszhoz tartoz6 C, D és E pontokat,
valamint az F, M és K pontokat, amelyek nem tartoznak az
AB szakaszhoz, de hozzatartoznak az AB egyeneshez.
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21.° Huzzatok egy egyenest, és vegyetek fel azon harom pontot.
Hany szakasz keletkezett?

22.° Jeldljétek meg az egyenesen az A, B, C és D pontokat ugy,
hogy a C pont az A és B pont kozott, a D pont pediga B és C
pont kdzott fekudjon.

23.° Vegyétek fel az egyenesen az A, B és C pontokat Ugy, hogy
teljesiljon az egyenl6ség: AC = AB +BC.

N1 B
X7 D

24.° Hasonlitsatok 6ssze szemre az
AB és a CB szakaszt (32. abra).
A kovetkeztetésetek helyességét
ellenérizzétek méréssel.

25.° Hasonlitsatok 6ssze szemre az
AB és a BC szakaszt (33. abra).
A kovetkeztetésetek helyességét 33. abra
ellen6rizzétek méréssel.

GYAKORLATOK

26,° Nevezzétek meg a 34. 4bran lathat6 6sszes szakaszt.

$4. abra
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27.° Hatarozzatok meg a 35. 4bréan lathato 0sszes szakasz hosszat,

28.°

29.°

30.°

31.°

32.°

33.°

ha az egységszakasz egyenld az:
1) AB szakasszal; 2) M N szakasszal.

9 *T
E, p
\ p
Mi N
c 1)
-n
35. abra 36. abra

A 36. abran feltintetett pontok kodzil melyik fekszik két
masik kozott? irjatok le a megfelel6 egyenl6séget, amely a
szakasz hosszanak alaptulajdonsagabdl ered.

Mely pontok kozott fekszik a B pont (37. dbra)? Minden
esetben irjatok le a megfelel6 egyenldséget, amely a szakasz
hosszénak alaptulajdonsagébdl ered.

A D pont az ME szakasz belsé pontja. Hatarozzatok meg:
1) az M és E pont kodzotti tavolsagot, ha MD - 1,8 dm,
DE = 2,6 dm;

2) az MD szakasz hosszat, ha ME =42 mm, DE = 1,5 cm.

37. abra 38. abra

Az A, B és C pontok egy egyenesen fekszenek (38. dbra). Az
alabbi allitasok koézil melyik helyes:

1) AB +BC =AC; 2) AC +AB =BC?

A K pont az MN szakasz felez6pontja. Fedésbe hozhaté-e:
1) az MK és a KN szakasz; 2) az MK és az M N szakasz?

A K pont az MN szakasz felezpontja, az E pont pedig a KN
szakaszé. EN = 5cm. Hatarozzatok meg az MK, ME és MN
szakaszok hosszat.
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34.0 A Cpont a 20 cm hosszusagu AB szakasz belsd pontja. Ha-
tarozzatok meg az AC és BC szakaszokat, ha:
1) az AC szakasz 5 cm-el hosszabb a BC szakasznal;
2) az AC szakasz 4-szer kisebb a BC szakasznal,
3)AC :BC=9:11.

35.° AK pont a 28 cm hosszusagu CD szakaszhoz tartozik. Ha-
tarozzatok meg a CK és KD szakaszokat, ha:
1) a CK szakasz 4 cm-rel kisebb a KD szakasznal;
2) a CK szakasz 6-szor nagyobb a KD szakasznal,
3) CK:KD = 3:4.

36.* AzAB és a CD szakaszok egyenl6k (39. abra). Igazolja-
tok, hogy az AC és BD szakaszok is egyenlék.

39. abra 40. abra

37.* Az ME és FN szakaszok egyenldk (40. abra). Bizonyit-
satok be, hogy MF = EN.

38* A C pont az a hosszUsdgu AB szakaszt két szakaszra
osztja. Hatarozzatok meg az AC és a BC szakaszok fe-
lez6pontjai kdzotti tavolsagot.

39.* Az A, BésC pontok egy egyenesen fekszenek. Hataroz-
zatok meg a BC szakaszt, ha AB =24 cm, AC =32 cm.
Hany megoldasa van a feladatnak?

40** Az egyenesen megjelolték az A, B és C pontokat ugy,
hogy AB =15 cm, AC =9 cm. Hatdrozzatok meg az AB
és AC szakaszok felez6pontjai kdzoétti tavolsagot.

41 Az EF szakasz 12 cm. Hatadrozzatok meg az EF egye-
nesen az 6sszes olyan pontot, amelyek mindegyike az
EF szakasz végpontjaig mért tdvolsagainak 06sszege
egyenld: 1) 12 cm, 2) 15 cm; 3) 10 cm.

42* Az A és B pontokon at egyenesthuztak. Hol fekszik ezen
az egyenesen a C pont, amelynek tavolsdga a B pontig
kétszer akkora, mint az A pontig.



24 1. 8. A legegyszerlibb mértani alakzatok és tulajdonsagaik
m
43/ A 32 cm hosszu szakaszt hdrom nem egybevagd sza-
kaszra osztottak. A szélsd szakaszok felezépontjai ko-
zOtti tAvolsdg 18 cm. Hatdrozzatok meg a kdzépsé
szakasz hosszat.

44/ Legkevesebb hany belsd pontot kell felvennia 41. &brén
lathaté szakaszokon ahhoz, hogy mindegyikikon két
bels6 pont legyen?

41. abra

45/' Hany pontot kell felvenni az A és B pontok k6z6tt ahhoz,
hogy az AB szakasszal egytt hat szakasz keletkezzen?

46." A vonalz6 skalajan csak a 0 cm-t, az 5cm-tésa 13 cm-t
jelolé beosztas van feltintetve (42. abra). Hogyan lehet
ennek a vonalzénak a segitségével megszerkeszteni a
megadott hosszUsdglu szakaszokat: 1) 3 cm; 2) 2 cm;
3) 1cm?

47.” A vonalzo6 skélajan csak a O cm-t, a 7cm-t és a 11 cm-t
jeldlé beosztas van feltlintetve. Hogyan lehet ennek a
vonalzdnak a segitségével meg-

. ~T~
szerkeszteni a megadott hosz- 13
szUsdgu szakaszokat: 1) 8 cm;

2) 5cm? 42. abra
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figyeljétek meg, rajzoljatok,
SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL

48. Az 1X1 1X2 1x3.. 1X13 méretli téglalapokbdl rakjatok
ki egy olyan téglalapot, amelynek oldalai nagyobbak egynél.

3. Félegyenes. Szdg. Szogek mérése

Meghlzzuk az AB egyenest és megjeldliink rajta egy tetszé-
leges O pontot. Ez a pont két részre osztja az egyenest, amit két
szinnel jeldl a 43. dbra. Mindkét részt, az O pontot is beleértve,
félegyenesnek nevezzik. Az O pontot a félegyenes kezdépont-
janak nevezzik.

A 43. abran lathato két félegyenes mindegyike az O pont-
bél és az AB egyenes 6sszes, az O ponttdl azonos oldalra esd
pontjabol all.

43. abra 44. abra

Ez lehet6vé teszi a félegyenes megjeldlését két pontja megneve-
zése altal: els6ként kotelezéen a félegyenes kezdépontjat nevezik
meg, masodikként pedig barmely, a félegyeneshez tartoz6 pontot,
igy példaul, az O kezd@ponta félegyenest (44. abra) jeldlhetjik
OM-mel vagy ON-nel.

Az OA és OB félegyenesek kiegészitik egymaést és egyenest
alkotnak (43. abra). Allithatjuk, hogy ezeknek a félegyeneseknek
az egyesitése - egyenes.

Meghatarozas. Két félegyenest, amelyeknek kozds
a kezd6pontjuk és ugyanazon az egyenesen fekszenek,
kiegészitd (komplementer) félegyeneseknek nevezink.
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A B C Példaul a BC és BA félegyenesek -
kiegészit6 felegyenesek (45. abra). Egyesi-
45. &bra tésiik az AC egyenes. Megjegyezzik, hogy

a CA és az AC egyenesek egyesitése révén
ugyancsak az AC egyenest kapjuk. Azonban ezek a félegyenesek
mar nem kiegésziték: nincs kézés kezdépontjuk.

A 46. a abran egy alakzat lathat6, amely két, OA és OB
félegyenesbdl all, amelyeknek kézds a kezdépontjuk. Ez az alakzat
a sikot két részre osztja, amelyeket mas-mas szin jel6l. Mindegyik
részt, az OA és az OB félegyenesekkel egyltt szognek nevezzik.

Az OA és az OB félegyeneseket a sz6g szarainak, az O pontot
pedig a sz6g csucsanak nevezzik.

46. abra

Amint latjuk, a 46. a d4bra szogei kils6leg jelentésen kulénboz-
nek. Ezt a kilénbséget a kovetkez6 tulajdonsag hatarozza meg.
Az OA és OB félegyeneseken kivalasztunk két tetsz6leges M és
Alpontot (46. b dbra). Az MA szakasz a z0ld szdghoz tartozik, a
kék sz6gh6z viszont csak a szakasz végpontjai.

A tovabbiakban a szdg alakzat alatt csak azt értjiik, amely barmely
olyan szakaszt tartalmaz, amelynek a végpontjai a sz6g szarain vannak.
Azokat az esetek, amikor olyan szégeket vizsgalunk,
amelyekre nézve nem teljesil ez a feltétel, kiilon
kiemeljuk.

A szogek jelolésének néhany maodja létezik.

A 47. abran lathatd szoget jelélhetjik igy: MONZ
vagy NOMZ vagy egyszer(ien OZ (igy olvassuk:

MON szég, NOM szdg, O szog).
47. abra
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A 48. abran néhany sz6g lathatd, amelyeknek
kdz0Os a csucsuk. Itt a szdg jeldlése a csucsa egy
betiije altal zavart okozhat. Ezekben az esetekben
aszogeket szamokkal kényelmes megjeldlni: 1Z,
2/, 3Z (ennek megfeleléen olvassuk: egyes szdg,
kettes szdg, harmas szdg).

Meghatarozéas. Az olyan szbget,
amelynek a szarai kiegészitd félegye-
nesek, egyenesszoégnek nevezzuk (49. abra).

49. abra 50. abra

A 49. 4bran az OA és az OB szdgek kiegészitd' szogek, ezért a
z6ld és sarga szinnel kiemelt szogek egyenesszdgek lesznek.
Barmely egyenes a sikot két félsikra osztja, melyeknek az
adott egyenes a hatarold egyenesiik (50. abra). Ugy tekintik,
hogy az egyenes mindkét félsikhoz hozzatartozik, amelyeket hata-
rol. Mivel pedig az egyenesszég szarai egyenest
alkotnak, ugy elmondhat6, hogy az egyenesszog
olyan félsik, amelynek a hatarold egyenesén
megjeldltek egy pontot, a szdg cslcsat.

Meghatarozas. Két szoget egyenlének
vagy egybevagénak mondanak, ha egy-
masra helyezéssel fedésbe hozhaték.

Az 51. abréan két egyenl6 szdg lathato, az ABC és
az MNK. Ezt igy jel6lik: ABCA = MNK/..
Erthetd, hogy minden egyenesszdg egyenld.
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Az 52. 4bran az AOB sz0g és az OC félegyenes lathat6, amely
ehhez a szogh6z tartozik, azonban kuldénbodzik a szaraitol. Azt
mondjak, hogy az OC félegyenes az AOB szdg szarai kdzott megy
at, és azt két szogre, az AOC-re és a COB-re osztja.

Meghatadrozas. A szég szdogfelez6jének a szdg
cstcsabol kiinduld félegyenest nevezik, amely az adott
szO0get két egyenld szdgre osztja.

Az 53. 4bran az OK félegyenes az AOB szég szdgfelezbje. Tehat
AOKZ =KOBZ.

54. abra 55. abra

Tudjatok, hogy minden szégnek bizonyos mértéke van. A mé-
réséhez ki kell valasztani a mértékegységet - az egyseégszoget.
Kivalasztasa a kdvetkez6képpen torténhet. Felosztjuk 180 egyenld
részre az egyenesszoget (54. dbra). A két szomszédos sugar altal
alkotott szdget egysegnek tekintik. Mértékét foknak nevezik és
igy jelolik: 1°.

Példaul az AOB szdg fokmértéke (nagysaga) (55. abra) egyen-
16 20° (ezt a tényt kdnnyl szogmérd segitségével ellendérizni).
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Ebben az esetben azt.mondjak: az AOB szog 20°-0s, igy jelolik:
AOBZ =20°.

A szbg elfogadott meghatarozasabol kdvetkezik, hogy az egye-
nessz6g fokmértéke 180°.

Az 56. a 4bran 6si fokméré mszer, az asztroldbium (g6régbdl
_acsillagokat megragadd) lathat6. Sok évszazadon &t éppen ez a
mszer segitett a tengerészeknek megtalalni az utat, a csillaga-
szoknak pedig meghatarozni a csillagok helyzetét. Napjainkban
a gyakorlatban szogmérésre hasznéljak az asztrolabiumot (56. b
abra), valamint egyéb, specialis rendeltetés(i miiszert: a teodolitot
(57.4bra) a terepen végzett mérésekhez, periszkopos tajolémdiszert
(58. dbra) a tuizérségnél, a sextanst (59. 4bra) a tengerészetnél.

b
56. abra. Asztrolabium 57. abra. Teodolit 59. Sextans
a- 0si
b - modern

A szdgek még pontosabb méréséhez a fokok tortrészeit hasz-
naljak: m egyenld egy szogperccel (1Y), vagyis 1° = 60", a perc
at szégmasodpercnek nevezik (1"), vagyis V - 60". Példaul a

23° 15' I1" azt jelenti, hogy a sz0g fokmértéke 23 fok 15 perc
11 méasodperc.

Léteznek egyéb szég mértékegységek: a tengerjarok példaul
a hajozasi vonast hasznaljak. 1 haj6zasi vonas egyenld 11° 15
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Meghatarozas. A 90° fokmérték(i szoget derék-
szdgnek nevezzik. A 90° fokmeértéknél kisebb szdget
hegyesszdgnek nevezzuk. A 90° fokmértéknél nagyobb,
de 180°-nal kisebb szégettompaszdgnek nevezzik.

A 60. abran ez a haromféle sz6g lathato.

Derékszog Hegyessztg Tompaszog
60. abra

Az egybevagd szdgek nagysdga egyenld’, és megforditva,
ha a szogek nagysaga megegyezik, maguk a szogek is
egybevagok.

Ha az ABC sz6g mértéke nagyobb az MNP szégénél, akkor
azt mondjak, hogy az ABC szdg nagyobb, mint az MNP és igy
jelélik: ABCZ > MNPZ. Azt is mondjak, hogy az MNP szdg
kisebb, mint az ABC szdg, ezt igy irjAk: MNPZ <ABCZ.

A tovabbiakban a szdgek 6sszegérdl szdélva a szogek meér-
tékének dsszegére gondolunk.

A szogmérték alaptulajdonsaga. Ha az OC félegyenes
az AOB szoget két szogre, AOC-rc, és COB-re osztja, akkor AOBZ =
=AOCZ +COBZ (61. dbra).

61. abra 62. abra
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Feladat. A 62. &brdn AMCZ =DMBZ, BMCZ = 118°. Ha-
tarozzatok meglaz AMB szdget.

Megoldas. Adédik: AMCZ - AMBZ + BMCZ, DMBZ =
=DMCZ +BMCZ.

Mivel AMCZ - DMBZ, ezért AMBZ= DMCZ.

Leirhatjuk, hogy: AMBZ + BMCZ + CMDZ =AMDZ = 180°.

Akkor 2AMBZ + 118° = 180°. Ebb6l adédik AMBZ = 31°.

Felelet: 31°.e

w

8.

9.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

Hogy nevezzik azt az alakzatot, amely az egyeneshez
tartoz6 pontbol és az egyenesnek az egyik részébdl kelet-
kezik, amelyekre ez a pont az egyenest osztja? Hogyan
nevezzik az adott pontot?

Hogyan jeldlik a félegyenest?

Milyen félegyeneseket neveziink kiegészit6knek?

Hogyan nevezziik azt az alakzatot, amely két, k6z6s kez-
d6éponttal rendelkez6 félegyenesbdl, valamint a siknak az
egyik részebdl, amelyekre ezek a félegyenesek felosztjak
a sikot, keletkezik? Ebben az esetben hogy nevezziik az
adott félegyeneseket? A kdzds kezdBpontjukat?

Hogyan jeldlik a sz6get?

Milyen szdget neveziink egyenesszdgnek?

Hogyan nevezziik azokat a részeket, amelyekre az egyenes
a sikot osztja?

Milyen szdgeket neveziink egybevagoknak?

Mit neveziink a szég szogfelezdjének?

Milyen egységekben mérik a szogeket?

Mennyi az egyenesszog fokmértéke?

Hogyan nevezik a 90° nagysagu széget?

Milyen szdget nevezink hegyesszdgnek?

Milyen szdget nevezink tompaszégnek?

Mi mondhat6 el a egybevagd szégek fokmértékérsl?

Mi mondhaté el az azonos fokmértékld szogekrél?
Fogalmazzatok meg a szog mértékének alaptulajdonsagat!

1Gyakran ahelyett, hogy Hatarozzatok meg a szég fokmértékét... azt mond-
jak: Hatarozzatok meg a szoget...
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OL GYAKORLATI FELADATOK

49.°

50.°

51.°

52.°

53.*

54.°

55.°

56.°

Huzzatok két, AB és AC félegyenest Ggy, hogy azok ne
legyenek egymas kiegészité félegyenesei. Szerkesszetek
mindkét félegyeneshez kiegészit6 félegyenest. Jeldljétek meg,
és irjatok le az 6sszes keletkezett félegyenest.

Huzzatok meg az AB szakaszt és két félegyenest, az AB-1és
a BA-t. Kiegészitd félegyenesei-e egymasnak ezek a félegye-
nesek? A valaszt indokoljatok meg.

Rajzoljatok meg az MNE szoget, és hGzzatok meg a szérai
kdzott az NA és NC félegyeneseket. irjatok le az 6sszes igy
keletkezett szbget.

Huzzatok meg az OA, OB, OC és OD félegyeneseket gy,
hogy az OC félegyenes az AOB szdg, az OD félegyenes pedig
a BOC szdg szarai k6zott haladjon at.

Rajzoljatok két félegyenest ugy, hogy a kdzos részik: 1) pont;
2) szakasz; 3) félegyenes legyen.

Az EF egyenes metszi az AB és a CD egyeneseket (63. abra).
Tiintessétek fel: 1) az 6sszes keletkezett félegyenest, amelyek
kezd6pontja az M pont; 2) az 6sszes kezd@pontu kiegészitd
félegyenes-part.

irjatok le az 6sszes félegyenest, amely a 64. dbran lathaté.
Tuntessétek fel, kdzilik melyek az O kezd6pontu kiegészité
félegyenesek.

CcCD E
63. dbra 64. abra 65. abra
Lehet-e a 65. abran lathaté szdgeket igy jeldlIni:
1) ABCZ; 3) ADCZ; 5) ACEZ; 7) BDEZ;

2) ACDZ; 4) DCAZ; 6)BCDZ-,  8)ECDZI
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57 ° irjatok le az 6sszes szoget, amelyeket a 66. abran lathatunk.

66. abra 67. dbra 68. abra

58.° A 67. abran AOBZ =BOCZ =CODZ =DOEZ =EOFZ.
1) Melyik félegyenes az AOC szdg szogfelez6je? ADOF-é? A
BOF-é?
2) Mely szogek szogfelezje az OC félegyenes?
59.° A 68. &bran az OC félegyenes az AOB szog szdgfelezGje. Fe-
désbe hozhatok-e: 1) az AOC és BOC szdgek; 2) az AOC és
AOB sz6gek?

60.° ABD félegyenes azABC szdget két szdgre osztja. Hatarozzatok
meg:
1) az ABC szdget, ha ABDZ =54°, CBDZ = 72°
2) a CBD szbget, ha ABCZ = 158°, ABDZ =93°.

61.° Az OP félegyenes az MOKZ szarai kdzott halad at. Hataroz-
zatok meg az MOP szdget, ha MOKZ = 172°, POKZ =85°.
62.° lgaz-e az allitas:
1) barmely, tompaszognél kisebb szég az hegyesszog;
2) az egyenesszognél kisebb szég az tompaszdg;
3) atompaszognél 2-szer kisebb sz6g az hegyesszdg;
4) két hegyessz0g 6sszege nagyobb a derékszognél;
5) az egyenesszdgnél 2-szer kisebb szdg
nagyobb barmilyen hegyesszdgnél, C\M
6) az egyenesszOgnél nagyobb szég az \
tompasz6g? \
63.° A BOM derékszog csucsabdl (69. abra) \
két félegyenest, az OA-t és az OC-1 huz-
tak meg ugy, hogy BOCZ =74°, AOMZ B 0
= 62°. Hatarozzatok meg az AO C szdget.
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64.

65.°

66.°

67.°

68.’

69.*
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Az ACP egyenesszdg csucsabol (70. abra)
két félegyenest, a CT-1és a CF-t hiztak
meg Ugy, hogyACFZ = 158°, TCPZ = 134°,
Hatarozzatok meg a TCF szdOget.

A CEF szdg 152°-0s, az EM félegyenes a
szérai k9z6tt megy at, a CEM szdg 18°-kal
nagyobb az FEM szégnél. Hatarozzatok
meg a CEM és FEM szdgeket.

Az AK félegyenes a BAD szdghoz tartozik. Hatarozzatok meg
a BAK és DAK szdgeket, ha a BAK szdg 7-szer kisebb a DAK
szognél és BADZ =72°.

A 71. 4bréan korivek jelzik az egyforma szégeket. Hatarozza-
tok meg az ABC, MKE és STK szdgeket, ha az egységszog:
1) az ABC szdg; 2) az MKE szdg.

70. abra

Az A, B és Cpontok Ugy helyezkednek el az egyenesen, hogy
AB =3,2cm,AC =4,8cm, BC =8cm. Az AB és AC félegye-
nesek kiegészit6' félegyenesek-e?

A 72. 4brédn az ABC sz6g derékszdég, ABEZ =EBFZ =FBCZ,
a BD és BK félegyenesek pedig megfeleld'en, az ABE és FBC
szdgek szogfelezdi. Hatdrozzatok meg a DBK szdget.

72. dbra
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70." A 73. 4bran AOCZ = CODZ = DOFZ, az OB félegyenes az
AOC szog szogfelezbje, az OE félegyenes pedig a DOF szogé,
BOEZ =12°. Hatarozzatok meg az AOF szdget.

71/ AT74.4brn AOBZ-DOCZ. Vannak-e ezen az 4bréan tovabbi
egybevago szogek? A valaszt indokoljatok meg.

72/ Az FOK és MOE sz6gek egyenl6k (75. dbra). Egyenl6k-e az
FOM és KOE szogek?

73/ A BK félegyenes a CBD szdg szogfelezdje, ABKZ = 146°
(76. dbra). Hatarozzatok meg a CBD szdget.

74/ ABK félegyenesa CBD szdg szdgfelez6je, CBDZ =56° (76. bra).
Hatarozzatok meg az ABK szdget.

75/ Hany fokkal fordul el egy perc alatt: 1) a percmutatd; 2) az
6ramutatd?

76/ Hatarozzatok meg az 6ra mutatéi
altal bezart szoget, ha az id6: 1) 3 6ra;

2) 6 0ra; 3) 4 6ra; 4) 11 6ra; 5) 7 oOra.

771" Az ABC sz6g 30°-kal egyenlé, a CBD
pedig 80°-kal. Hatarozzatok meg az
ABD szoget. Hany megoldasa van a
feladatnak?

78." Hatarozzatok meg az MO Kszdget, ha
MONZ = 120°, KONZ = 43°. Hany megoldasa van a feladatnak?

79." A derékszdg csucsabdl huzott félegyenes két szogre bontja
azt. Bizonyitsatok be, hogy a keletkezett szogek szogfelezdi
45°-0s szoget alkotnak.

80." Hogyan lehet a 70°-0s sz6g sablonja segitségével 40°-0s szoget
szerkeszteni?

81." Hogyan lehet a 40°-0s szdg sablonja segitségével olyan széget
szerkeszteni, amely egyenl6 1) 80°-kal; 2) 160°-kal; 3) 20°-kal?
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82.” Hogyan lehet 13°-0s szdgsablon segitségével olyan szdget
szerkeszteni, amely egyenld 2°-kal?

83.* Hogyan lehet I°-0s szdget szerkeszteni olyan szégsablon
segitségével, amely egyenld: 1) 19°-kal; 2) 7°-kal?

84.* Huzzatok hat egyenest, amelyek egy pontban metszik egy-
mast. lgaz-e, hogy az igy keletkezett szégek k6zott van olyan,
amelyik kisebb 31°-nal?

FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,
SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL

Anélkil, hogy felemelnétek a ceruzat a pa-
pirrél, kilenc ponton &t (77. abra) hlazzatok
négy szakaszt (nem koételezd visszatérni a

kezd6pontba). 77. &bra

4. Mellék- és cslcsszogek

Meghatdrozas. Két széget mellékszégnek ne-
vezunk, ha az egyik szaruk kozos, a masik ketté pedig
kiegészitd félegyenes.

A 78. &bran az MOE és az EON szdg mellékszdgek.

4.1. tétel A melléksz6gek 6sszege 180°-kal egyenld.

Bizonyitds. ©Legyenek az AOC ésa COB szdgek mellékszo-
gek (79. abra). Azt kell bizonyitani, hogy AOCZ + COB Z = 180°.

E

M @) N B

78. abra

Mivel az AOC és COB mellékszogek, ezért az OA és az OB
félegyenesek kiegészitd félegyenesek. Akkor az AOB szdg egye-
nesszdg. AOBZ = 180°. A szdg mértéekének alaptulajdonsagabol
adddik: AOCZ + COBZ =AOBZ = 180°. A
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Meghatdrozas. Két szoget csucsszdgnek neve-
zUink, ha az egyik szdg szarai a méasik szarainak kiegészitd
felegyenesei.

A 80. 4bréan az AOB és COD szdgek csucsszdgek.

Nyilvanvald, hogy amikor két egyenes metszi egymast, két
par csucsszog keletkezik, amelyek nem egyenesszdgek. A 80. ab-
ran az AOC és BOD szdgek is csucsszogek.

4.2. tétel. A cstcsszogek egyenldk.

Bizonyitds. ®Haacslcsszogek egyenesszogek, akkor egyenlék.

A 81l. abran az 1-esés a 2-es szogek cstcsszdgek és kiilonbdznek
az egyenesszogtol. Be kell bizonyitani, hogy 1Z = 2Z.

Az 1-es és a 2-es sz0gek mindegyike a 3-as sz6g mellékszdge.
Akkor 1Z + 3Z = 180° és 2Z + 3Z = 180°. Ebbol adddik, hogy
[z = 180° - 3Z és 2Z = 180° - 3Z. Azt kaptuk, hogy az 1-es
és a 2-es szbgek fokmértéke egyenld, tehat maguk a szogek is
egyenl6k. a

80. abra 81. abra 82. abra

Feladat. A 82. 4brdn ABEZ = DCPZ. Bizonyitsatok be,
hogy FBCZ +BCPZ = 180°.

Megoldas. DCPZ + BCPZ - 180° mivel a DCP és a BCP
sz0gek mellékszogek. ADCP és az ABE szdgek egyenl6k a feltétel
szerint. Az ABE és FBC szdgek egyenl6k, mint cstcsszogek.

Tehdat DCPZ =FBCZ. Akkor FBCZ +BCPZ = 180°.

I)
‘w1 Milyen két széget neveziink mellékszdégnek?
2. Mivel egyenl6 a mellékszbgek dsszege?
3. Milyen két szdget neveziink cslicsszognek?
4. Fogalmazzatok meg a cslcsszogek tulajdonsagardl szolo

tételt.
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GYAKORLATI FELADATOK |

86.° Rajzoljatok harom szdget: egy-egy hegyes-, derék- és
tompaszdget. Szerkesszétek meg mindegyik mellékszdgét.

87.° Rajzoljatok két nem egyenld mellékszdget Ugy, hogy a kdzods
szaruk meréleges legyen.

GYAKORLATOK i

88.° Tuntessétek fel a mellékszd6g-parokat (83. abra).
A

83. dbra
89.° CsucsszOgek-e az ABC és DBE szbgek (84. abra)?

B

D/ E
b

84. abra

90.° Hany melléksz6g-par lathato a
85. 4bran? Nevezzétek meg Oket.
Tuntessétek fel a mellékszdg-parokat.

91.c Lehet-e a két mellékszég egyenld:
1) 24° és 156°; 2) 63° és 107°? A fele-
letet indokoljatok meg.
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Hatarozzatok meg a kdvetkez6 szogek mellékszdgét: 1) 29°;
2) 84°; 3) 98°; 4) 135°.

93.0 Allhat-e a mellékszdg-par:

94.°
95.°

96.°

97.°

98.°

99.°

1) két hegyesszoghbdl,

2) két tompaszogbél;

3) egy derék- és egy tompaszdgbdl;

4) egy derék és egy hegyesszoghdl?

A mellékszdgek egyike derékszdg. Milyen a masik sz6g?

Hatarozzatok meg az ABC szdg mellékszdgét, ha:

1)ABCZ =36°; 2) ABCZ = 102°.

Hatarozzatok meg a 2-es, 3-as és 4-es

szogeket (86. abra), ha 1Z = 42°.

Hatarozzatok meg a mellékszégeket,

ha:

1) az egyik 70°-kal nagyobb a mé&- 86. abra
siknal;

2) az egyik 8-szor kisebb a masik-
nal;

3) a fokmértékeik aranya 3:2.

Hatarozzatok meg a mellékszdgeket, ha:

1) az egyik 17-szer nagyobb a masiknal;

2) afokmértékeik ardnya 19 : 26.

Igaz-e az allitas:

1) minden szdghoz csak egy cstcsszdg huzhato;

2) minden egyenessz0gtél eltéré szoghodz csak egy mellék-
szdg szerkeszthetd;

3) ha a szogek egyenlbk, akkor csucsszogek;

4) ha a szogek nem egyenlék, akkor nem csucsszogek;

5) ha a szdgek nem cslcsszogek, akkor nem egyenlék;

6) ha két szog mellékszog, akkor az egyikiik hegyesszdg, a
maésikuk pedig tompa;

7) ha két sz6g mellékszdg, akkor az egyikik nagyobb a
masikuknal;

8) ha két szog dsszege 180°, akkor azok mellékszdgek;

9) ha két szdg 6sszege nem egyenld 180°-kal, akkor azok
nem mellékszégek;

10) ha két szdg egyenlé, akkor a mellékszogeik is egyenlék;
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100.*

101.*

102*

103.*

104.°

O-tt

O-n

107.*

108

109.*

11) ha a mellékszdgek egyenlék, akkor azok derékszogek;

12) ha az egyenld szogeknek kozos a csucsuk, akkor azok
csucsszogek;

13) ha két szégnek kdzos a szara, akkor azok mellékszogek?

Két egyenes metszésekor keletkezett két sz0g 6sszege 140°.

Bizonyitsatok be, hogy ezek a szdgek csucsszégek.

Hatarozzatok meg a két egyenes metszésekor keletkezett

szOgeket, ha:

1) kettdjik dsszege 106°-kal egyenl6;

2) harmdjuk dsszege 305°-kal egyenl6.

Hatadrozzatok meg a két egyenes metszésekor keletkezett

szOgeket, ha kozilik kettd kiillénbsége 64°.

Harom egyenes egy pontban metszi egymast (87. abra).

Hatarozzatok meg: Z +2Z + 3Z.

Az AB, CD és MK egyenesek az O pontban metszik egymast

(87. abra), AOCZ = 70°, MOB Z = 15°. Hatarozzatok meg

a DOK, AOM és AOD szdgeket.

105.* Hatarozzatok meg a mellékszogek szogfelez6i altal

bezart szoget.

106.* Hatarozzatok meg a csucsszogek szogfelezdi altal

bezart szoget.

Az ABF és FBC szogek mellékszdgek, ABFZ = 80°, a

BD félegyenes az ABF szdghoz tartozik, ABDZ = 30°.

Hatarozzatok meg a DBF és az FBC szdgek szdgfelez6i altal

bezart szoget.

Az AOB és BOC szdgek mellékszogek, az OD félegyenes az

AOB szdg szogfelezje, a BOD szog 18°-kal kisebb a BOC

szognél. Hatarozzatok meg az AOB és BOC szdgeket.

Hatarozzatok meg az MKE és PKE mellékszdgeket, ha

az FKE sz0g 24°-kal nagyobb a PKE sz6gnél, ahol a KF

félegyenes az MKE szdg szbégfelezbje.

87. abra 88. abra
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M A C K
89. abra

110/ A 89. 4bran MABZ + ACBZ =180°. Bizonyitsatok be, hogy
MABZ =KCBZ.

111/ A 90. abran MBCZ = BEFZ. Bizonyitsatok be, hogy
ABEZ +BEDZ = 180°.

112/ Két szégnek kdzds a szara, az 6sszegiik pedig 180°-kal
egyenld. Allithatjuk-e, hogy ezek mellékszdgek?

FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,
SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL

113. VAgjatok széta 91. abran lathaté alakzatot
hat részre két egyenes altal.

5. Mer6leges egyenesek

A 92. dbran négy sz6g van feltlintetve, amelyek az a és b
egyenesek kdlcsonds metszése altal keletkeztek. Konny( belatni
(végezzétek el dnalléan), hogy amikor az egyik szdg derékszdg

(példaul az 1-es szdg), akkor a 2-es, 3-as

a és 4-es szogek is derékszogek.
Meghatarozas. Két egyenest
1 2 b merdlegesnek nevezink, ha kdlcsonos
\r/ metszésiikkor derékszég keletkezik.
3 4

A 92. 4brdn az a és b egyenesek
mer6legesek. Ezt igy jeldlik: a L b vagy
92. abra b-La.
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C A 93. 4brén az AD és BC egyenesek nem
mer6legesek. Kdlcsonds metszésikkor egy
B D egyenléhegyesszog-par, illetve tompaszog-par

keletkezett. A keletkezett hegyesszg mérté-
két az AD és a BC egyenesek kozotti szog-
nek nevezziik.

Ha az egyenesek merd6legesek, akkor ugy
tekintik, hogy az altaluk bezart szdg 90°.

Az elmondottakb6l az kdvetkezik, hogy a két egyenes kozotti
sz6g nem haladja meg a 90°-ot.

93. abra

Meghatarozas. Kétszakasztmerdlegesnek nevez-
nek, ha azok meréleges egyenesen fekszenek.

A 94. 4brén az AB és CD szakaszok merdlegesek. igy jelolik:
AB L CD.

94. abra

Ugyanigy megvizsgalhaté két félegyenes merélegessége, a
szakaszé és a félegyenesé, a szakaszé és az egyenesé. Példaul a
95. abrédn az egymaésra mer6leges CD szakasz és AB félegyenes
lathato.

A 96. abran az a egyenes és a rd mer6leges AB szakasz lathatd,
amelynek B végpontja az a egyeneshez tartozik.

95. abra 96. abra



Vd
EP 5. Merdleges egyenesek 43

Ebben az esetben azt mondjak, hogy az A pontbdl az a egye-
nesre AB merdélegest bocsatottak. AB pontotaz AB mer6leges
talppontjdnak nevezzik

Az AB merdleges hosszat az A pont és az a egyenes tavol-
saganak nevezziik. Ha az A pont az a egyeneshez tartozik, akkor
az A pont és az a egyenes kozotti tavolsag 0-val egyenl6.

A 97. 4brédn az OM mer6leges lathaté, amelyet az O pontbol
az AB egyenesre bocsatottak. Amennyiben az M pont, ennek
az egyenesnek a talppontja, az AB szakaszhoz tartozik (az AB
félegyeneshez), akkor az OM szakasz hosszat az O pont és az AB
szakasz (AB félegyenes) tavolsaganak nevezziik.

Ha a pont a szakaszhoz (félegyeneshez) tartozik, akkor termé-
szetes Ugy tekinteni, hogy ennek a pontnak a tavolsaga a szakaszig
(félegyenesig) nullaval egyenld.

Az A pontbd6l az a egyenesre AB mer6legest bocsatunk
(98. 4bra). Legyen X az a egyenes tetszéleges, B ponttdl kilén-
b6z8 pontja. Az AX szakaszt az A pontb6l az a egyeneshez hlzott
ferdének nevezzik

5.1. tétel. Az egyenes minden egyes pontjara csak egy
mer6leges egyenes bocsathato.

Bizonyitds. © Megjeldlunk egy tetsz6leges M pontot az AB
egyenesen, és megszerkesztjuk a CMB derékszéget (99. abra).
Akkor CM LAB.

Tegylk fel, hogy az M ponton 4t még egy egyenes, az MD is
atmegy, amely kulonbozik a CM-tél, és mer6leges az AB egyenesre.

Megvizsgaljuk azt az esetet, amikor az MD félegyenes a
CMB szoghoz tartozik. Akkor a szogmeérték alaptulajdonsa-
ga szerint CMBZ = CMDZ + DMBZ. Innen CMBZ > DMBZ.

0 A

97. abra 98. abra 99. abra
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Azonban valdéjaban CMBZ =DMBZ - 90°. Tehat

A a feltételezésiink téves.
Hasonldan vizsgaljak azt az esetet is, amikor
a az MC félegyenes a DMB sz6ghoz tartozik. A

Képesek vagytok az a egyeneshez nem tar-
toz6 tetsz6leges M ponton at az a egyenesre
100. abra  mer6leges b egyenest hdzni (100. abra). Azt,
hogy az ilyen b egyenes egyetlen, a 7. pontban
fogjuk bizonyitani.

Milyen két egyenest neveziink mer6legesnek?

Milyen szimbdlummal jelolik a mer6leges egyeneseket?
Mit neveziink két egymast metsz6 egyenes kdzotti szognek?
Milyen két szakaszt neveziink mer6legesnek?

Mit nevezink a pont és az egyenes kozotti tavolsagnak?
Hany meréleges egyenes bocsathatd az egyenes minden
egyes pontjan at?

o gk wNp

114.° Rajzoljatok &t a 101. abrat a fuzetbe. Deréksz6gl vonalzé
segitségével huzzatok az M ponton &t az a egyenesre me-
réleges egyenest.

101. 4bra

115.° Huzzatok meg a c egyenest, ésjeldljétek megrajtaalpon -
tot. Derékszogl vonalz6 segitségével hizzatok a K ponton
at mer6legest a c egyenesre.



116°

117.°

118.°

119.°

120.°

121.°

122’

123"

124.*
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Huzzatok meg a d egyenest, és jeldljétek meg az egyeneshez
nem tartozé6 M pontot. Derékszogl vonalzé segitségével
hGzzatok az M ponton &t merdlegest a d egyenesre.
Szerkesszétek meg az ABK szdget, amely: 1) 73°; 2) 146°.
A BK félegyenesen jeléljétek meg a C pontot, és huzzatok
azon 4t az AB és BK egyenesekre mer@leges egyeneseket.
Szerkesszetek két mer6leges szakaszt Ggy, hogy: 1) metsszék
egymast, és ne legyen kdzds végpontjuk; 2) ne legyen k6zos
pontjuk; 3) legyen kdzds végpontjuk.

Rajzoljatok két meréleges félegyenest Ugy, hogy azok:
1) metsszék egymast; 2) ne legyenek k6zds pontjaik.

GYAKORLATOK |

A 102. 4bran az AC és a DK egyenesek mer6legesek. Mer6-
legesek-e:

1) az AB és BK szakaszok;

2) a BC és a DF szakaszok;

3) aBC és a BK félegyenesek;

4) az AB szakasz és az FD félegyenes?

Lehet-e az egyenesek altal bezart sz6g: 1) 1° 2) 80°; 3) 90°;
4) 92°: 5) 101°?

Bizonyitsatok be, hogyha az AOB és BOC szdgek szdgfele-
z6i mer6legesek, akkor az A, O és C pontok ugyanazon az
egyenesen fekszenek.

A 103. 4bran AB 1 CD, COKZ =42°, MOCZ+BOKZ =130°.
Hatarozzatok meg: 1) a MOK széget; 2) a MOD széget.

A 104. abran ACJ.DK, OB1 BF, DBOZ = 54°. Hatarozzatok
meg az ABF sz0get.

103. abra 104. abra
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F o, . 125!

A i3 ¢ 126

105. abra 127.

m

Az ABC sz6g 160°-0s, a BK és a BM
félegyenesek ennek a szognek a szarai
kozott haladnak at, és azokra merélege-
sek. Hatadrozzatok meg az MBK széget.
A 105. abran BFIAC, BD 1 BK. Bizo-
nyitsatok be, hogy ABDZ = FBKZ.

A 105. abran ABDZ =FBKZ, DBFZ =
= KBCZ. Bizonyitsatok be, hogy
BFIAC.

128." A 70°-0s ABC szdg csucsdbol meghuztdk a BD és a BF
félegyeneseket gy, hogy BD 1 BA, BF 1 BC, aBD és BC
félegyenesek az ABF sz6ghoz tartoznak. Hatarozzatok meg
a DBF és ABF szdgeket.

129.* Derékszogl vonalzo és 17°-os szdg sablonja segitségével
szerkesszetek: 1) 5°-0s szOget; 2) 12°-o0s szdget.

130.* Derékszdgl vonalzé és 20°-0s szdg sablonja segitségével
szerkesszetek 10°-0s szOget.

FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,
SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL

131.

A 106. abran az egyenes metszi a nyolc-
szbg 0sszes oldalat. Metszheti-e az egye-
nes atizenharomszdég 6sszes oldalat agy,
hogy nem halad at egyik csicsan sem?

6. Axiomak

A korabbi pontokban négy tételt bizonyitottunk. Minden
esetben, amikor az alakzat Uj tulajdonsagat bizonyitottuk, a mar
korébbrél ismert mértani tényekre tAmaszkodtunk. A csucsszdgek
tételének bizonyitasa soran példaul a mellékszdgek tulajdonsagat
hasznaltuk fel. Ezt az elvet szem el6tt tartva még sok Uj tételt
fogunk bizonyitani. Azonban méar most, a mértan tanulmanyo-
zésanak kezdeti szakaszan felmeril a természetes kérdés: ha a
mértani alakzatok tulajdonsagaival az 0j a régi alapjan elv szerint



6. Axiomak a7

ismerkedlnk, akkor Iéteznilk kell az els6dleges, kiindul6 tények-
nek, de akkor mire tamaszkodik azok valédisaganak megalapoza-
sa? Hiszen mindaddig semmiféle igaz allitds nem létezett. Ezt a
probléméat egy mddon lehet megoldani: az els6dleges tulajdonsadgok
bizonyitds nélkiuli elfogadéasa &altal. A matematikusok pont igy
cselekednek. Ezeket a tulajdonsagokat axiomaknak nevezziik.

Axiémaként az egyszer(, nyilvanvald, megdoénthetetlen allita-
sokat valasztjak ki. Hiszen nemhiaba jelenti a gorég axios szébol
ered6 axiéoma azt, hogy mélto elismerés.

Egyes axiomakat méar a kordbbi pontokban megfogalmaztunk.
Ezeketalapaxidmaknak neveztik.

Az axiomak egy részét nem emeltiik ki, hanem csak egyszerien
megfogalmaztuk, mint szemléletesen nyilvanval6 igaz allitasokat.
Példaul a 2., 3. pontokban megfogalmaztuk a kdvetkez6 axiomékat:

tetsz6leges két pont szdmara egyetlen szakasz létezik,
amelynek ezek a pontok a végpontjai;

minden szakasznak bizonyos hossza van;

minden szégnek bizonyos nagysaga van.

Mas igaz allitdsokra is tamaszkodtunk, amelyeket bizonyi-
tas nélkil fogadtunk el, vagyis l1ényegében ezek is axiémak, de
burkoltan megfogalmazottak. Példaul az 1. pontban, a 13. 4bra
leirdsakor gyakorlatilag ezt az axiémat alkalmaztuk:

barmilyen legyen is az egyenes, léteznek olyan pontok,
amelyek hozzatartoznak és olyanok is, amelyek nem tar-
toznak hozza.

Axiomakat nemcsak a matematikdban alkalmaznak. Nem-
ritkan a mindennapi életben is axiémaknak neveznek minden
olyan valds allitast, amely nem kovetel aldtdmasztast. Példaul
azt mondjak: Mércius utan &prilis jon. Ez axioma.

Az axiomak nemcsak a gyakorlat vagy a megfigyelések alapjan
jonnek létre.

Ukrajna minden allampolgara szdmara az alkotmany - axio-
mak listdja. Ezért az axioma toérvényként vagy szabalyként is ér-
tékelhetd. Azonban a torvényeket (ajatékszabélyokat) elfogadjak,
vagyis az emberek egymas kozotti megallapodasanak eredmé-
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nyekéntjonnek létre. Vagyis a mértani axiomakat is jovahagyott
szabalyoknak tekinthetjuk, amelyek alapjan a mértantudosok,
akarcsak a k6mdvesek, felépitik a tudomany hazat (107. abra).

107. abra

Ebben az esetben megkérdezhetitek: Valéjaban a meértan
jatékkéntis felfoghat6, mint példaul a sakk? Bizonyos mértékben
- igen. Azonban mindekdzben meg kell érteni, hogy a sakk sza-
balyai, igy tehat maga a jaték is az emberi fantdzia réveén jottek
létre. Viszont a mértani szabalyok (axioméak) a gyakorlatbdl és a
megfigyelésekbdl keletkeztek. Ezért a mértant, a sakkal ellentét-
ben, nagyon széleskdriien alkalmazzak.

Ha matematikusok lesztek, teljesen mas geometridkkal is
megismerkedhettek, amelyek abban kiilénbdznek az iskolaban
tanulttél, hogy mas axiémaékra épilnek.

PB- AMERTAN TORTENETEBOL sussmnmmuBT

Mikor és hol keletkeztek az els6 mértani ismeretek? A szakér-
ték erre a kérdésre nem adnak egyértelm( vélaszt. Egyesek ugy
vélik, hogy az uttérék az egyiptomi és babiloni foldmérék voltak,
akik i. e. 4000 évvel ezel6tt éltek, masok azt feltételezik, hogy a
geometria az 6kori Egyiptomban sziletett 5000 évvel ezel6tt.
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Furcsanak tlinhet,, de az a kérdés, hogy

amértan minttudomany, mikor sziletett

meg, nem valt ki vitat. Atorténészek kozds

véleményre jutottak: az i. e. VI. szdzadban.

Ez az egyhanglsag els6 latdsra meglep6, hi-

szen addig az idépontig is nagymennyiség

geometriai ismeretet halmoztak fel az 6kori

vilag népei. Teljesen nyilvanvalo példaul,

hogy mértani tapasztalat nélkil az egyip- Osi papirusz

tomiak nem ajandékozhattdk volna meg a

vildgot a hét csoda egyikével —a piramisokkal. Mégis, miért nem
egyenértékld a nagyszamu, 6sszegy(jtott
geometriai tény a mértantudomany léte-
zésével?

A geometria akkor valt tudomannya,
amikor az igazsagait bizonyitas utjan kezd-
ték megdllapitani.

tt A bizonyitdsos mértan megjelenése
0sszefligg a hét bolcs elsd tagja nevével - a
milétoszi Thalészévell(i. e. kozel 625-547),
Egyiptomi piramisok  _ akj filoz6fus, tudos, keresked6 és allam-
férfi is volt.
Thalész el6tt sokkal korabban ismert volt, hogy a cslcssz0-
gek egyenl6k, az is, hogy az atmér6 két
egyenld részre osztja a kdrlapot. Senki
sem kételkedett e tények valédisdgaban.
Thalész viszont bebizonyitotta azokat,
hiressé valva ezzel.
Az i. e. VI-11l. szdzadban az 6kori Go-
rogorszag tudosainak kdszonhetben, kozot-
tik volt Plithagorasz, Eudoxosz, Arkhitasz,
Theaitétosz, Eukleidész, Arkhimédész, a
mértan alkalmazott tudomanybdél matema-
tikai elméletté valtozott. Milétoszi Thalész

1Milétosz - kikdtd Kis-Azsidban az Egei-tenger partjan
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Azt a konyvet, amelybdl t6bb mint 2000
évvel ezel6tt a geometriat tanultdk, talzas
nélkil kiemelkedének nevezhetjik. A cime
Elemek, szerz6je pedig Eukleidész (kb. i. e.
365—300). Sajnos Eukleidész személyér6l
keveset tudunk. Ezekben az esetekben az
alakot legendak dvezik, amelyek egyike na-
gyon tanulsagos. I. Ptolemaiosz kiraly meg-
kérdezte Eukleidészt, létezik-e a geometria
megismerésének egyszer(ibb Gtja, mint az
Elemekben kifejtett. Eukleidész azt felelte:
A geometriahoz nem vezet kiralyi at.

Milyen utat is valasztott a geometriahoz
Eukleidész az Elemekben? Az axiomatikus utat. Atudomany alap-
ja - alegegyszer(ibb tények listdja. Ezeket posztulatumoknak (a
latin postulatum —kdvetelmény sz6bdl) és axidmaknak nevezzik.
Azutadn ezekre alapozva, logikai megfontolasok Gtjan bizonyitjak
a tobbi tulajdonsédgot - a tételeket.

Eukleidész

Eukleidész Elemek c. m(ive
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Eukleidésznek 6t pQsztulatuma volt. Kifejtjik az els6 négyet.

- Sziukséges, hogy minden ponttol egy tetsz
posztulatum. ges masik pontig egyenes vonalat hizhassunk.
1. Es, hogy minden vonalat korlatlanul megho
posztuldtum. szabbithassunk.
I11. Es, hogy barmely kézéppontb6l barmilyen su-
posztulatum. gard kérvonalat rajzolhassunk.

IV. Es, hogy minden derékszdg egyenld legyen,
posztulatum.

Az 6todik posztulatumrdl a 14. pont utan szélunk.

Sok évszdzadon &t Eukleidész Elemek c. mivével legfeljebb
a Biblia vetekedhetett. igy példaul a XIX. szadzadban egy sor eu-
répai orszagban még az Elemek egyszer(sitett kiadasa alapjan

tanitottdk a geometriat.
Az a mértan, amelyet most az iskolaban tanultok, nagyon

sokban koveti Eukleidész elképzeléseit.

1. SZ. FELADAT. ONELLENORZES TESZT FORMABAN

1. Hany egyenest hataroz meg harom, nem egy egyenesen fekvg
pont?
A 2 B) 4; 0O 3 D) 1.

2. Hany olyan szakaszt lehet hazni, amelyek két adott pontot
tartalmaznak?

A 1; B) 2; C) 3; D) végtelenil sok
3. AzM pont a PQ szakasz belsd pontja. Az alabbi allitasok kdzott

melyik igaz?

A) PM +MQ =PQ; C)MQ =PQ + PM;

B) PQ =PM - MQ; D) PM=PQ + MQ.

4. Az A ,BésC pontok ugyanazon az egyenesen fekszenek, emellett
BC=8cm,AB- BC=8cm. Az alabbi allitasok kézul melyik igaz?
A) az A pont a BC szakasz felez6pontja;

B)aB pont az AC szakasz felez6pontja;
C) a Cpont az AB szakasz felez6pontja;
D) az A és B pont egybeesik.
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5. Az AB szakasz hossza 12 cm. Hany olyan pont létezik az AB
egyenesen, amely mindegyike tavolsdgainak 6sszege az AB
szakasz végpontjaig 14 cm-rel egyenld?

A) szamtalan; B) 1; C) 2; D) egy sem

6. Az AB szakasz hossza 12 cm. Hany olyan pont létezik az AB
egyenesen, amely mindegyike tdvolsaganak 0sszege az AB
szakasz végpontjaig 12 cm-rel egyenl6?

A) egy sem; B) 2; C) szamtalan; D) 1.

7. Két félegyenes kiegészitd, ha:

A) ko6z0s kezd@pontjuk van;

B) egyesitésiik egyenes, és kdzos kezdépontjuk van;
C) egyazon egyeneshez tartoznak;

D) egyesitésik egyenes.

8. Az abran lathato6 sz6g megjeldlései kdziil melyik

hibas?
A) 0z; C) MONZ;
B) OMNZ; D) NOMZ.
9. Az alabbi allitasok kézil melyik hamis?
A) a mellékszogeknek kdzos a csucsuk;
B) a mellékszdgek szara kozos;
C) a mellékszogek egyike hegyes, a masik pedig tompa;
D) ha az AOC és COB szogek mellékszdgek, akkor az OA és
OB félegyenesek kiegészitd félegyenesek.

10. Az alabbi allitdsok kozil melyik hamis?

A) a csucsszdgek egyenl6k;

B) ha a sz6gek egyenl6k, akkor csucsszogek;

C) a csucsszégeknek kdzos a cstcsuk;

D) acsucsszdgek szarai két par kiegészitd félegyenest alkotnak.

11. Az alabbi allitasok koézul melyik igaz?

A) a mer6leges szakaszoknak mindig van kdzés pontjuk;

B) a merdleges félegyeneseknek mindig van k6zos pontjuk;

C) a mer6leges egyeneseknek mindig van kéz6s pontjuk;

D) a mer6leges félegyenesnek és egyenesnek mindig van kdzos
pontja.
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AZ 1. PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASA

Az egyenes alaptulajdonsaga
Tetsz8leges két ponton 4t egyenes hizhatd, méghozza kiza-

rolag egy.
Egymast metszd egyenesek

Két, kozos ponttal rendelkezd egyenest egymast metszének
nevezink.

Két metsz6 egyenes tétele
Barmely két, egymast metszd egyenesnek egyetlen kdzds
pontja van.

Egybevag6 szakaszok
Két szakaszt egybevagonak neveziink, ha egymasra helye-
zéssel fedésbe hozhatok.
Az egybevag6 szakaszok hossza egyenld, és megforditva, ha
a szakaszok hossza egyenld, akkor a szakaszok egybevagoak.

A szakasz hosszanak alaptulajdonsaga
Ha a C pont az AB szakasz bels6 pontja, akkor az AB
szakasz egyenl6 az AC és CB szakaszok 6sszegével, vagyis
AB =AC+ CB.

A pontok kdzotti tavolsag
Az A és B pont kozotti tdvolsdgnak az AB szakasz hosszat
nevezzik.

Kiegészitd félegyenesek
Két, kozos kezd6pontu félegyenest, amelyek azonos egyenesen
fekszenek, kiegészitd félegyeneseknek nevezink.

Egyenesszdg
Azt a szoget, amelynek a szarai kiegészitd félegyenesek,
egyenesszognek nevezziik.

Egybevagod szdgek
Két szdget egybevagdnak neveziink, ha egymasra helyezéssel
fedésbe hozhatdk.
Az egybevagd szogeknek egyenld a mértékiik, és megforditva,
ha a szogek mértéke egyenld, akkor a szogek egybevagok.
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A szbdg szbogfelezbje
A szdg szbgfelezbjének a szdg cstcsabol kiinduld félegyenest
nevezik, amely az adott szdget két egyenld szégre osztja.

Hegyesszog, derékszdg, tompaszog
A 90°-0s szdget derékszognek nevezziik.
A 90°-ndl kisebb szdget hegyesszégnek nevezzik.
A 90°-nal nagyobb, de 180°-nal kisebb szdget tompaszdgnek
nevezzik.

A szdg fokmeértékének alaptulajdonsaga
Ha az OC félegyenes az AOB szdget két szégre, AOC-re, és COB-xq
osztja, akkorAOBZ =AOCZ + COBZ.

Mellékszogek
Két szoget mellékszégnek neveziink, ha az egyik szaruk kdzos,
a masik kett6 pedig kiegészit6 félegyenes.

A mellékszogek tulajdonsaga
A mellékszégek 6sszege 180°.

Csucsszogek
Két szoget csucsszdgnek neveziink, ha az egyik szdg szarai a
masik szarainak kiegészitd félegyenesei.

A csucsszdgek tulajdonsaga
A cslcsszogek egyenldk.

Meréleges egyenesek
Két egyenest merdlegesnek nevezink, ha kdlcsénds metszé-
siikkor derékszdg keletkezik.

Az adott egyenesre merdleges egyenes tétele
Az egyenes minden egyes pontjan egyetlen, az adottra mer6-
leges egyenes megy at.



HAROMSZOGEK

Hogyan lehet megéallapitani két haromszégrél, hogy
egybevagoé-e, anélkil, hogy egyméasra helyeznénk?
Milyen tulajdonsaggal rendelkezik az egyenl§ szaru és
egyenl6 oldald haromsz6g? Milyen egy tétel ,felépité-
se"? Ezekre és mas hasonld érdekes kérdésre kaptok
valaszt ebben a fejezetben.
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7. Egybevago haromszégek.
A haromszdg magassaga, sulyvonala és
szbgfelezdje

Vegyltnk harom A, B és C pontot, amelyek nem illeszkednek
egy egyenesre. Kossilk 6ket 6ssze az AB, BC és CA szakaszok-
kal. A kapott alakzat egy sikrészt hatarol, ami a 108. 4bran zo6ld
szinnel van jeldlve. A siknak ezt a részét a szakaszokkal egytt
haromszognek nevezzik. Az A, B és C pontok a haromszdg
csucsai, azAB, BC és CA szakaszok pediga haromszdg oldalai.

A haromszdget a cslcsai hatarozzak meg és a csucsai alapjan
jeldljik meg. igy a 108. dbran lathatd haromszog jeldlése: ABCA
((olvassuk: az AB C haromszdg), BCAA (olvassuk: a BCA haromszdg),
esetleg ACBA és igy tovabb.

108. abra

Az ABC,BAC és BCA szdgeket (109. dbra) azABC haromszog
sz0geinek nevezzik.

Az ABC haromszdgben (109. abra) a B szdget az AC oldallal
szembeni szdgnek, az A és C szbdgeket pedig az AC oldalon 1évd
szogeknek nevezziik, mig az AC oldalt a B széggel szembeni
oldalnak, az AB és AC oldalakat pedig az A szdget kdzbezaro
oldalaknak nevezzik.

Meghatdrozas. A haromszdg keriletének az
oldalhosszak 6sszegét nevezzik.

A kerlletet P-vel jeldljik. Példaul az MNK haromszdg keriiletét
igy jeléljik: PM\K

Meghatarozas. Egy haromsz6g hegyesszdgd, ha
mind a harom sz6ge hegyesszdg.

A haromszogetderékszoglinek nevezzik, haazegyik
szbge derékszog.
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A haromszoget tompaszoglnek nevezzik, ha az

egyik szége tompaszdg (110. abra).

Hegyesszogl Derékszogl
haromszdg haromszdg
110. &bra

Tompaszogl
haromszog

Meghatarozas. Két haromszdég egybevagéd, ha
egymasra helyezve kélcséndsen fedik egymast.

Alii. abran az ABC és AXB)C "hadromszdgek egybevagok. igy
jeloljuk: ABCA = ABICIA Ezeket a hdromszdgeket Uugy helyez-
hetjik egymasra, hogy az A és A cslcs, a B és Bxcsucs és a C és
Cj csucs illeszkedjen egymasra. igy az AZ = AX, BZ = B"Z és
CZ - CX, valamintaz AB - AB1BC =B)XCXsAC =AtCr

Azokat az oldalakat és szdgeket, me-
lyek illeszkednek, ha egymasra helyeziink
két egybevagd haromszéget, megfeleld
oldalaknak és megfelel6 szdgeknek
nevezzik. igy a 111. abréan az AC és AjCj
oldal, valamint az A és A szdg megfeleld'.

Altalaban a rajzokon az egyenld hosz-
szUsagu szakaszokat azonos szamu vonal-
lal, az egyenl6 fokmérték( szogeket azonos
szamu ivvel jeloljuk (111. abra).

Megjegyzendd, hogy az egybevagd ha-
romszégekben a megfelel6 szdgekkel szem-
ben megfeleldoldalak vannak és viszont is,
a megfelel6 oldalakkal szemben megfelel
szogek vannak.
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Az egybevdgd haromszogek alaptulajdonséaga
(axiomaéaja). Adott ABC haromszdggel adott A™M félegyenesre
vonatkoztatva létezik az ABC haromszdggel egybevagoé AIBICI
haromszog, melyre AB = AB™ BC = B1Cl és AC = A"CN az
AR joldalilleszkedik az A félegyenesre és a Cj csucs az adott

félsikban van (112. abra).
\
0 \

r Wa
A \bp
112. 4bra 113. dbra
7.1. tétel. Adott egyenesre, az egyenesen kivul fekvd

ponton keresztil csak egy, az egyenesre merdleges egyenes
huzhata.

Bizonyitds. © Vegylink egy a egyenest és egy rajta kivili
0 pontot. Tegylk fel, hogy létezik két, OA és OB egyenes, mely
merdleges az a egyenesre (113. 4bra).

Az egybevéagosagi axioma értelmében léte-
zik egy OjAB haromszdg, amely egybevagd azAOB
haromszdggel, AO = AOI és BO =BOv Ezért
az OABZ= OIABZ. Tehat az OIABZ = 90°.
Innen OtAOZ =180°, tehat az Ov A és O pont
egy egyenesre illeszkedik.

Hasonl6képpen igazolhatd, hogy Ov B és
O pontok is egy egyenesre illeszkednek. Ebben
az esetben viszont az OA és OB egyenesek-
nek két metszéspontjuk van, az O és 0 1pont.
Ez viszont ellentmond az 1.1. tételnek. Tehat a
feltételezéstink hibas, nem helytall6. igy az O ponton
keresztil, csak egy, az a egyenesre mer6leges

114. é&bra egyenes hizhat6. A
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Bizonydara észrevettétek, hogy az egybevagd szakaszok, egy-
bevag6 szdgek és egybevago haromszdgek meghatarozasai hason-
litanak egymasra. Ezért célszeri megfogalmazni az egybevago
alakzatok kdvetkez6 meghatarozasat.

Meghatarozas. Kétmértani alakzategy bevagd, ha
egymasra helyezve kdlcsondsen fedik egymast.

A 115. abran két egybevago, F és F1
alakzat lathat6. igy irjuk F - Fv

Koénny( belatni, hogy két egyenes (két
félegyenes, két pont) egybevaga.

Meghatadrozas. A harom-
sz6g csucsabol a szemkozti oldal-
ra hiuzott meré6legest a harom -
sz0g magassaganak nevezzik.

A 116. 4brén a BBI és CClszakaszok
az ABC haromsz6g magassagai.

Meghatdrozas. Azt a szakaszt, amely 0sszekdti a
haromsz6g cstcsat a szemkdzti oldal felez6pontjaval, a
hadromszog sulyvonaldnak nevezzik.

A 117. abrén az AM szakasz az ABC haromszdg sulyvonala.

Meghatdrozas. A szdgfelez6 azon szakaszat, amely
6sszekdti a hdromszog csucsat a szemkdzti oldallal, aha-
romszog szogfelez6jének nevezzik.

116. abra 117. abra
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L C A C

118. abra 119. abra

A 118. 4brén a BL szakasz a haromszog szdgfelezdje.

Minden haromszégnek harom magassaga, harom sdlyvonala
és harom szogfelez6je van.

Gyakran a haromszogekben az A, B és C csucsokkal szem-
kozti oldalakat a, b és c-vel jelélik. A magassagok jeldlése ha,
hbés hc a stlyvonalaké ma, mbés mg a szégfelez6ké Ia, Ib és lc
Az alsé index azt mutatja, melyik oldalhoz tartozik a nevezetes
vonal (119. abra).

P wDdpE

Mi a haromszo6g, és hogyan jeloljuk?

Mi a haromszdg keriilete?

Milyen haromszogeket kildnbéztetiink meg szégeik szerint?
Melyik haromszdg derékszogld ? Tompaszogl?
Hegyesszdgli?

5. Mely haromsz6gek egybevagok?

10.
11.

Hogyan nevezzik az egybevagd haromszégek azon oldal-
parjait, szdégpéarjait, melyek illeszkednek, ha a haromszo-
geket egymasra helyezziik?

Mely alakzatok egybevagok?

Mi a haromszdg magassaga?

Mi a haromszég sulyvonala?

Mi a haromszég szogfelezb6je?

Egy haromszdgnek hany magasséaga, sulyvonala és szog-
felez6je van?
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GYAKORLATI FELADATOKH B HH |

132.° Rajzoljatok:
1) hegyessz6g(;
2) derékszogqd;
3) tompaszogl haromszdget.
Huzzatok minden cstcsdbdél magassagot.

133.° Rajzoljatok at a fiizetbe a 120. abrat.
Hlzzatok meg azt a magassagot, amely
egybeesik mind a harom haromszdgbe.
Melyik hdromszdgben esik ez a magas-
sag a hdromszogon kivilre?

134.° Rajzoljatok &t a flizetbe a 121. abrat.
Hlzzatok meg mind a hdrom haromszog
mindegyik magassagat.

121. 4bra
135.° Rajzoljatok egy tetsz6leges haromszdget. HUzzatok meg
ezen haromszdg mindharom sulyvonalat.

136.° Rajzoljatok egy tetsz6leges haromszéget. HGzzatok meg
ezen hdromsz6g mindharom sudlyvonalat.
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137.°

138.°

139.°

140.°

141.°

142.°

143.°

144.°

145.°

2. 8. Haromszogek

GYAKORLATOK

Rajzoljatok egy tetsz6leges hdromszdget. Csucsait jeldljétek

M, Kés E pontokkal. Nevezzétek meg:

1) az M szbggel szembeni oldalt;

2) az MK oldallal szembeni szbget;

3) a K sz6get bezar6 oldalakat;

4) a KE oldalon 1év6 szogeket.

irjatok le a CEF haromszbdg oldalait, csucsait és szogeit

(122. abra). Nevezzétek meg:

1) a CF oldallal szemben 1év6 szdget;

2) a CE oldalon 1évd szégeket;

3) az E szdggel szembeni oldalt;

4) az F szOget bezar6 oldalakat.

Egy hdromszdg egyik oldala 6tszor

kisebb a méasik oldalnal és 25 cm-rel

rovidebb a harmadik oldalnal. Haté-

rozzatok meg a haromszog oldalait, 122. 4bra

ha a keriilete 74 cm.

Egy haromszdg oldalai G4gy aranylanak egymashoz, mint

5:7 :11. A leghosszabb és a legrovidebb oldal 6sszege

80 cm. Szamitsatok ki a hdromszdg keruletét.

Egy haromszdég kerulete 48 cm. Oldalai ugy aranylanak

egymashoz, mint 7:9:8. Mekkorak a haromszdg oldalai?

Az APK és MCE haromszogek egybevagok, az A szognek a C

szog felel meg. PK = 10 cm. Mekkora az ME oldal?

Az ABC és DEF haromszogek egybevagok, az AB oldalnak

a DE oldal felel meg, a BC oldalnak a DF oldal, BZ = 32°.

Mekkora a D sz6g?

Az ABC és KTM héaromszdgek egybevagok, az A szégnek az M

szog felel meg, valamint a B szégnek a K szdg, CZ = 40°,

MK - 5cm. Hatarozzatok meg a T sz6g fokmértékét és az

AB oldal hosszét.

Igaz-e az alabbi allitas:

1) hakétharomszog egybevago, akkorakeriileteik is egyenldk;

2) ha két hdromszog kertiilete egyenld, akkor a hdromszdgek
egybevagbak?
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0 Ahé&romszdg nevezetes vonalai kozil (magassag, sulyvonal,
szogfelezd) melyik illeszkedik mindig a haromszdgre?

° Aharomszdg nevezetes vonalai k6zil (magassag, sulyvonal,
szogfelez6) melyik illeszkedhet a haromszdg oldalara?
Nevezzétek meg azt a hdromszdgfajtat, melyre ez a feltétel
teljesilhet.

° 1) Lehetséges-e, hogy a hdromszog egyik magassaga illesz-

kedik a hAromszdgre, mig a masik kett§ nem?

2) Lehetséges-e, hogy csak az egyik magassaga illeszkedjen
a haromszog oldaléara?

3) Melyik haromszdgben lesz mind a hA&rom magassag met-
széspontja a haromszdég egyik cstcsa?

Az ABC haromszdget a BD sulyvonala két olyan haromszogre

bontja, melyek kerlilete 32 cm és 36 cm. Hatarozzatok meg az

ABC haromszog keriiletét, haBD = 10 cm.

Egy haromszdget, melynek a kertlete 60 cm, egyik sulyvo-
nala olyan két hAromszdgre bontja, melyek keriletei 36 cm
és 50 cm. Mekkora ez a stlyvonal?

A ISMETLO GYAKORLATOK

A 123. 4brdn KP =PE - EF =FT =1 cm. Mely szakaszok
még egyenld hosszusdglak a rajzon? Hatarozzatok meg a
hosszukat.

123. abra

A 72°-0s ABC szdget a BD belsé félegyenese két, ABD
és CBD szogre bontja ugy, hogy ABDA = 5CBDZ. A BK
félegyenest gy haztdk meg, hogy a BA félegyenes a DBK szdg
szogfelez6je. Hatarozzatok meg a DBK szdg fajtajat és fok-
mértékét.
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FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,
SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL

153. A 124. abran lathaté alakzatokat vagjatok két egybevagd
részre (nem feltétlendil a racsvonalak mentén).

/
124. ab a

8. A haromszdgek egybevagdésaganak elsé és
masodik ismertetfjele (alapesete)

Ha két, ABC és AIBICI haromszdg egybevago, akkor hat
egyenl6ségnek kell teljesiilnie. Az ABC ésA B ICIharomszogekre ez
AZ - AX,BZ=BX és CZ=CX, valamint AB - AIBvBC =B1C1
és CA = CjAj. Ez kénnyen belathatd, mert ezek a haromszogek
fedik egymast, ha egymasra helyezzik.

Probaljuk meg csdkkenteni a feltételeket. Példaul hagyjunk
meg csak két feltételt: AB - AIB1és BC = B)XCV Ebben az eset-
ben a két, ABC és A BICI haromszég nem feltétlentl egybevago
(125. abra).

125. abra

Hogyan csokkentsiik le a feltételeket minimalisra ugy, hogy
teljesiiljon az egybevagdsag? Erre a kérdésre azok a tételek adnak
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vélaszt, melyek a haromszdgek egybevagosaganak ismerte-
t6jeleit mondjak ki.

8.1. tétel (a hdaromszogek egybevagdésaganak
els6 ismertet6jele: két oldaluk és altaluk koz-
bezart szoguk alapjan. Ha az egyik hdromszog két
oldala és az altaluk kozbezart sz6g egyenld egy masik ha-
romszog két oldalaval és az &ltaluk kozbezart szdggel,
akkor ez a két haromszog egybevago.

Bizonyitads. ® Tekintsiik az ABC és A BIC1haromszdgekre,
melyekben AB -AB1BC - BIC1ésBZ =B"Z
(126. abra). Bizonyitsuk be, hogy ABCA-

ABICIA.
Tegylk az ABC haromszogre az A*B"C"
haromszdget (gy, hogy aBA illeszkedjen aBIA|
félegyenesre, a BC pedig a BICI félegyenesre.
Ez lehetséges, mivel a feltételek alapjan a
BZ =B X. Mivel a feltétel szerint AB = A"B"
és BC =B)XCVezérta BA oldal illeszkedik a
By roldalra, a BC pedig a BICl oldalra. Te-
hat az ABC és az haromszogek teljesen 126. abra
fedik egymast, vagyis egybevagdak. a
Meghatdrozas. Azt az egyenest,
amely illeszkedik a szakasz felez6pontjara és merdleges a
szakaszra, szakaszfelezéd merdlegesnek vagy fele-
z6merdlegesnek nevezzik.

A 127. 4bran az a egyenes az AB szakaszfelez6 mer6legese.
Jegyezd meg, hogy az A és B pont azonos tdvolsagra van az a
egyenestdl.

8.2. tétel. A szakaszfelez6 merd6leges barmelyik pontja
azonos tavolsadgra van a szakasz vegpont-
jaitol.

Bizonyitds. 0 Legyen az X pont az AB sza-
kasz felezOmerd&legesének egyik tetsz6leges pontja.
Be kell bizonyitani, hogy XA = XB.

Legyen az AB szakasz felez6pontja az M pont.

127. &bra Ha az X pontilleszkedik az M pontra (ez lehetsé-
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ges, mivel az X pont az a egyenes tetszdleges
pontja), akkor XA - XB.

Ha az X nem esik egybe az M ponttal,

akkor megvizsgaljuk az AXM és BXM

hdromszégeket (128. 4abra). Ezekben a

haromszogekben az AM = MB, mivel az M

B pontazAB szakasz felez6pontja, az X M oldal

128 abra kdzos, az AMXZ =BMXZ - 90° tehat az

AXM és BXM haromszdgek egybevagok két

oldaluk és a kdzbezart szog alapjan, vagyis

a haromszdgek egybevagosaganak elsé ismertetéjele alapjan.

Innen kovetkezik, hogy az XA és XB szakaszok egyenl6k, mint az
egybevag6 haromszdgek megfelel6 oldalai. A

8.3. tétel (a hdromszoégek egybevagdsaganak
masodik ismertetéjele: egy oldaluk és a rajta
fekvé szogeik alapjan). Ha az egyik hdromszog egy
oldala és a rajta fekvd két szoge megfeleléen egyenlé egy
masik haromszdg egy oldalaval és a rajta fekvé szdgeével,
akkor ezek a haromszégek egybevagok.

Bizonyitads. 0 Legyenaz ABC ésaz ABXCXharomszdgekben
AC - AXCXAZ =AX, CZ = CX (129. 4bra). Bebizonyitjuk, hogy
ABCA = AB)XCHA

Ugy helyezzilk egyméasra az ABC
és az ABIXCXharomszdgeket, hogy az A
pont az Axponttal, az AC szakasz az AXCX
szakasszal essen egybe (ezt megtehetjik,
mert AC = AXCX) és a B és Bxcsucsok
pedig az AXCXegyeneshez viszonyitva egy
félsikban helyezkedjenek el. Mivel AZ =
-A X ésCZ=CX, ezért az AB félegyenes
az AB Xfélegyenessel, a CB pedig a CBX
félegyenessel esik egybe. Ekkor a B pont,
mint az AB és CB félegyenesek kodzos
pontja egybeesik az AXB Xés a CB Xfél-
egyenesek kozos pontjaval, a Bxponttal.
Tehat az ABC és az AXBXCXharomszogek
fedik egymast, vagyis egybevagdak. A 129. &bra

B
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Feladat. A 130. 4bréan az Oponta BD
szakasz felez6pontja, ABOZ = CDOZ. Bizo-
nyitsatok be, hogy BC =AD.

Megoldas. Vizsgaljuk meg az AOB és
gOD haromszdgeket. Mivel O a BD szakasz
felez8pontja, ezért BO = OD. A feladat félté-
tele alapjan ABOZ = CDOZ. AzAOB és COD
sz6gek egyenl6k, mint cslcsszégek. Tehat
az AOBA = CODA az oldaluk és a rajta fekvd két szdgik alapjan,
vagyis a haromszdgek egybevagdsaganak masodik ismertetdjele
alapjan. Megjegyezziik, hogy BD az ABD és CDB haromszdgek
kézos oldala. A feladat feltételébdl az is kdvetkezik, hogy
ABDZ =CDBZ. Tehataz ABD és CDB haromszdgek egybevagodak
a két oldal és a kdzbezart szog alapjan is, vagyis a hAromszdgek
egybevagosdganak elsd ismertetdjele alapjan. Tehat BC = AD. o

?
* 1. Fogalmazzatok meg a haromszdgek egybevagdsaganak az

els6 ismertetdjelét.

2. Milyen egyenest neveziink a szakasz felez6mer6legesének?

3. Milyen tulajdonséaggal rendelkeznek a szakasz felez6merg-
legesének pontjai?

4. Fogalmazzatok meg a haromszdgek egybevagdésaganak a
masodik ismertetdjelét.

GYAKORLATI FELADATOK |

154.° Vonalz6 és szogmér6 segitségével szerkesszetek egy harom-
szoget, melynek két oldala 3 cm és 6 cm, a kdztik Iévé szbg
pedig 40°.

155.° Vonalzé és szogmérd segitségével szerkesszetek egy harom-
szoget, melynek két oldala 3cm és 4 cm, a kdztuk 1évé szog
pedig 90°. Hatarozzatok meg a hdromszdg fajtajat.

156.° Vonalzd és sz6gmérd segitségével szerkesszetek egy ha-
romszoget, melynek egyik oldala 3 cm, ezen az oldalon lév6
szogei pedig 100° és 20°. Hatarozzatok meg a haromszog
fajtajat.
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157.° Vonalzé és szogmérd segitségével szerkesszetek egy ha-
romszdget, melynek egyik oldala 6 cm, ezen az oldalon levé
szogei pedig 90° és 45°.

158.° Rajzoljatok at a flizetetekbe a 131. abrat. Derékszdgl vo-
nalzo és egyszer( vonalzo segitségével hatdrozzatok meg az
| egyenesnek azt a pontjat, amely egyenld tdvolsagra van
az AB szakasz végpontjaitol.

131. 4bra 132. 4bra

159.° Rajzoljadtok &t a flizetetekbe a 132. 4bréat. Derékszogl
vonalzo és egyszer( vonalzo segitségével hatarozzatok meg
azt a pontot, amely egyenl6 tdvolsagra lesz az A és B pontok-
tol, és egyidejlileg egyenlé tavolsagra a C és D pontoktdl is.

* X  GYAKORLATOKI

160.° A 133. 4bran AC =DC, BC = EC. Bizonyitsatok be, hogy
ABCA =DECA.

161.° A 134. abran AB =AD, BACZ =DACZ. Bizonyitsatok be,
hogy ABCA -ADCA.

133. abra 134. abra
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162.° A 135. abran AB - CD, IZ =2Z, AD = 7cm, CZ = 34°. Ha-
tarozzatok meg a BC szakasz hosszat és az A szdget.

163.° A 136. 4bran AO = OD, BO - OC. Hatarozzatok meg az
OCD haromszég CD oldalét és OCD szdgét, ha AB =8 cm,
OBAZ = 43°.

135. abra 136. abra

164.° Adott OA = OC, OB = OD (137. abra). Bizonyitsatok be,
hogy OADZ = OCBZ.

165.° Adott ADCZ =ADBZ, BD = CD (138. &bra). Bizonyitsatok
be, hogy AB - AC.

137. abra 138. 4bra

166.° Az A és B pontokbdl, melyek az a egyeneshez viszonyitva egy
félsikhoz illeszkednek, és egyenl6tavolsagokra vannak téle,
AC ésBD merdlegesekethtztak erre az egyenesre. Hatarozza-
tok meg az ACB sz6get, haADCZ = 25°.

167.° Az AD és BC szakaszok az O A
pontban metszik és felezik egymast.
Hatdrozzatok meg az ACD szdget, ha
ABCZ =64°, ACOZ = 56°.

168.° A 139. 4brdan AB1 BD, CD1 BD, az O
pont pedig a BD szakasz felez6pontja.
Bizonyitsatok be, hogy ABOA = CDOA.
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169.° A 140. abran 1z =2z, 3Z = 4Z, AB = 8 cm, BC - 6 cm.
Hatarozzatok meg az ADC haromszog AD és CD oldalat.

170.° A 141. 4&bran ABCZ = DEFZ, BO = OE. Bizonyitsatok be,
hogy BCOA =EFOA.

A B C F

140. abra 141. 4bra

171.° A 142. 4bran BAOZ =DCOZ,BACZ =DCAZ. Bizonyitsatok
be, hogy ABCA = CDAA.

172.° AB sz6g kilonb6z6 szarain megjeldlték az A és C pontokat,
a sz0gfelez6n pedig egy D pontot G4gy, hogyADBZ = CDBZ.
Bizonyitsatok be, hogy AB = BC.

173.° Az M ponton keresztll, amely az O cslcsU szog szogfele-
z0jéhez illeszkedik, mer6leges egyenest fektettek erre a
szogfelez6re. Ez az egyenes az adott szdg szarait A és B
pontokban metszi. Bizonyitsatok be, hogy AM =MB.

174.° A 143. abran ABCA = ADCA. Bizonyitsatok be, hogy
ABKA = ADKA.

142. 4bra 143. 4bra

175> A 144. abran ABCA=ABICIA,DBCZ =DBIC1Z. Bizonyit-
satok be, hogy DBCA = A
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180/

181/
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B Bl

144. abra 145. abra

A 145. 4bran MKOA = MPOA. Bizonyitsatok be, hogy
KOE A =POEA.

A 146. 4bran BM 1 AD, CKi AD, BM - CK, AM =KD.
Bizonyitsatok be, hogy ABDA = CDAA.

178/ Bizonyitsatok be, hogy az egybevagd haromszdgekben
a megfelel6 szdgek szogfelez6i egyenlék egymassal.

179/ Bizonyitsatok be, hogy az egybevag6 haromszdgekben
a megfeleld oldalak sulyvonalai egyenl6k egymassal.
AzABC haromszég AM sulyvonaldnak meghosszabbitasara
felmértek egy MK szakaszt, melynek hossza az AM szakasz
hosszdval egyenl6. Hatarozzatok meg a K pont és a C csucs
kozotti tavolsagot, ha AB - 6 cm.

Az AB és CD szakaszok az O pontban metszik és felezik
egymast. Bizonyitsatok be, hogy ABCA = BADA.

B Cc

146. abra 147. 4bra

182/ A 147. 4bréan az ABC haromszdg AB és AC oldalainak a

felez6merdlegesei az m és n egyenesek. Bizonyitsatok be,
hogy az O pont a hdromszdg minden csucsatél egyenld ta-
volsagra lesz.
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183." Ahhoz, hogy meghatarozzuk a B pont és a folyd maésik
partjan Iév6 A harangtorony kozotti tdvolsagot (148. abra),
mérdszalag és asztrolabium hasznalataval megjeldlték a
helyszinen a C, D és E pontokat ugy, hogy a B, C és D pon-
tok egy egyenesre illeszkedjenek, és a C pont legyen a BD
szakasz felez6pontja. Aztan megjeldlték az AE egyenest,
mely a C ponthoz illeszkedik, ABCZ =CDEZ. Majd a CDE
haromszog egyik oldalat megmérve meghataroztdk a B és
az A pontok kozotti tdvolsagot. Melyik oldalat mérték meg?
Feleleteteket indokoljatok meg.

148. abra

184." A t6 szélességének meghatarozasara (149. abra) a partjan
megjeldlték az A és B pontokat, aztdn a C, D és O pontokat
Ggy, hogy az O pont az AC és a BD szakaszok kdzoés felezé-
pontja legyen. Hogyan lehet meghatarozni a to szélessegét?
Feleleteteket indokoljatok meg.
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Bizonyitsatok be két haromszég egybevagdsagat egyik ol-
dala, az ehhez az oldalhoz huzott stlyvonala, valamint az
adott oldal és a stulyvonal kdzo6tti szog alapjan.
Bizonyitsatok be két haromszdg egybevagosagat egyik oldala,
az oldalon fekvd szége és az adott szog szogfelezdje alapjan.
Bizonyitsatok be két haromszdg egybevagosagat a szoge, az
adott sz6g szogfelezdje valamint a szdgfelez6 és a haromszog
oldala kdzotti szog alapjan. A hdromszdgnek azt az oldalat
szamitjuk, melyhez a szégfelez6t huztuk.

Az ABC haromszog BC oldalanak felez6mer8legese az AB
oldalt a D pontban metszi. Hatarozzatok meg az AD szakasz
hosszat, ha CD - 4cm, AB - 7 cm.

Az ABC héaromszdg AB oldalanak felez6merélegese a BC
oldalt egy M pontban metszi. Hatdrozzatok meg az ABC
haromszog AC oldalanak hosszat, ha BC - 16 cm, az AMC
haromszog kerllete pedig 26 cm.

A 150. dbrdn OA = OD. Adjatok hozza a feladathoz még egy
feltételt, hogy az AOC és DOB haromszdgek egybevéagok
legyenek: 1) a haromszdgek egybevéagdsaganak elsd ismer-
tet6jele alapjan;

2) aharomszodgek egybevagdsdganak masodik ismertetdjele
alapjan.

Az AB és CD szakaszok az O pontban metszik és metszés-
pontjukban felezik egyméast. Az AC szakaszon felvettek egy
M pontot, a BD szakaszon pedig egy K pontot ugy, hogy
AM = BK. Bizonyitsatok be: 1) OM = OK\ 2) az M, O és
K pontok egy egyenesre illeszkednek.

Az O cslcsu szog egyik szardn (151. abra) megjeldlték az
A és B pontokat, a méasikon pedig a C és a D pontokat ugy,
hogy OA = OC, AB = CD. Bizonyitsatok be, hogy OMaBOD
sz0g szogfelez6je, ahol az M pont az AD és BC szakaszok
felez6pontja.

150. abra 151. 4bra
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ISMETLO GYAKORLATOK

193. lgaz-e az &llitds: ha harom pontot paronként dsszekdtlnk
egy egyenessel, akkor hdrom egyenest kapunk?

194. Az AOB és BOC szdgek megfelel§ szogfelez6i az OD és OF
félegyenesek, AODZ :FOCZ =2:7. Hatdrozzatok meg az
AOD és FOC szogeket.

FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,
SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL

195. A 152. 4bréan lathaté alakzatokat a rdcsvonalak mentén
vagjatok négy olyan egybevagd részre, hogy mindegyikben
csak egy kor legyen.

O
O O O
o (ONONO)

152. abra

9. Az egyenl6 szaru haromszog és tulajdonséagai

Meghatarozéas. Aztaharomszéget, melynek két oldala
B egyenl6é, egyenlé szaru haromszog-
nek nevezzuk.

A 153. &bran az ABC egyenld szaru harom-
szbg lathatd, melyben AB = BC.

Az egyenl6 szard haromszdg egyenld ol-
dalait szaraknak, a harmadik oldalat pedig
az egyenl6 szaru haromszég alapjanak ne-
vezzik.

Szérainak kdzos pontjataz egyenld szaru
hadromsz6g cstcsanak nevezzik (a B pont
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a 153. abran). A B szdget a haromszdg csucsnal 1évd szdégének
(szarszogének), az A és C szdgeket pedig az egyenl6 szard ha-
romszog alapnal 1évd szégeinek nevezziik.

Meghatarozas. Aztaharomszdget,melynek minden ol-
dalaegyenld,egyenld oldald haromszdégnek nevezzik.

A 154. 4bran egy ABC egyenl6 oldali haromszdg lathatd. Az
egyenl6 oldald haromsz6g az egyenld szari haromszdgnek egy
specidlis esete.

B
154. abra 155. &bra
9.1. tétel (az egyenld szaru haromszoég tulaj-

donsagai). Azegyenl6szaru hdromszdgnek: 1) az alapon
fekvd sz6gei egyenl6k; 2) az alapra bocsatott szogfelez6je a
haromszdg stlyvonala és magassaga is.

Bizonyitas: © Vizsgaljuk megaz ABC egyenl6 szard harom-
szoget, melyben AB =BC, aBL szakasz a haromszdg szogfelezéje
(155. abra). Be kell bizonyitani, hogy AZ. - CZ, AL =LC, BL LAC.

Az ABL és CBL haromszdgekben BL ko6z6s oldal,
ABLZ = CBLZ, mivel a feltétel szerint a BL szakasz az ABC
szog szogfelez6je, az AB és BC szakaszok egyenlék, mint az
egyenld szart haromsz0g szarai. Tehat ABLA = CBLA, a harom-
szbgek egybevagdsaganak elsé ismertet6jele alapjan. Ebbdl az
alabbi kévetkeztetéseket lehet levonni: 1) AZ - CZ; 2) AL =LC;
3) ALBZ =CLBZ.

Mivel az AL és LC szakaszok egyenlék, ezért a BL szakasz az
ABC haromszog sulyvonala.

Mivel az ALB és CLB szdgek mellékszogek, ezért ALBZ +
+ CLBZ = 180°. Figyelembe véve azt, hogy az ALBZ = CLBZ azt
kapjuk, hogy ALBZ = CLBZ = 90°. Tehat a BL szakasz az ABC
haromsz6g magassaga. A
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A 9.1. tételb8l kovetkezik, hogy:

1) aharomszogben egyenl6oldalakkal szemben egyenl6
sz6gek helyezkednek el;

2) azegyenl6szard haromszdgben a cstcsbol az alaphoz
hazott szégfelez6 egyben magassag és sulyvonal is;

3) az egyenl6 oldali haromszdégekben minden szdg
egyenlo;

4) azegyenl6oldalid haromszdgekben a csicsbol hozott
szogfelez6 egyben magassag és sulyvonal is.

Meghatadrozas. Haa haromszdég minden oldala ktlén-
b6z6 hosszusagu, akkor az ilyen hdromszéget ktilonbodzé
A oldald hadromszdgnek nevezzik.

Feladat. Az AD szakasz az ABC
egyenld szari haromszog sulyvonala,
amelyet az alaphoz huztak. Az AB és AC
oldalakon jeldlték az M és K pontokat gy,
hogy BM = CK. Bizonyitsatok be, hogy
AMD és AKD haromszdgek egybevagdak.

Megoldas. AzMpont az AB szakasz-

156. 4&bra ra illeszkedik, a K pont pedig az AC-re,
AB=AM+BM, AC =AK + CK (156. abra).
Mivel AB =AC ésBM - CK, ezért AM =AK.
A BAD és CAD szogek egyenl6k, mivel az egyenld szaru ha-
romsz0g alapra bocsatott stulyvonala egyuttal szogfelezd is.
Megjegyezzilk, hogy AD az AMD és AKD haromszogek kozos
oldala.
Tehat az AMD és AKD haromszdgek egybevagbak a két
oldal és kdzbezart szoguk alapjan, vagyis a haromszdégek
egybevago6saganak az elsd ismertetdjele alapjan. #

m 1. Milyenek lehetnek a haromszdgek oldalaik szerint?

2. Milyen haromszdgeket nevezink egyenl§ szartaknak?
Egyenl6 oldaliaknak? Kilénb6z6 oldaliaknak?

3. Az egyenl6 szaru haromszdg mely oldalait nevezzik sza-
raknak?
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Az egyenl6 szard haromszdg mely oldalat nevezzik alap-
nak?

Fogalmazzatok meg az egyenld szard haromszog szégeinek
tulajdonsagat.

Fogalmazzatok meg az egyenl§ szard haromszog alaphoz
hizott szégfelez6jének tulajdonsagat.

Milyen tulajdonsaggal rendelkeznek a haromszdgnek az
egyenl6 oldalaival szemkdzti szdgei?

Fogalmazzatok meg az egyenld oldald haromszég szégei-
nek tulajdonséagat.

Milyen tulajdonséggal rendelkezik az egyenl6 oldalt harom-
szdg egy cslucsabdl hazott szogfelez6je, magassaga és
sulyvonala?

GYAKORLATI FELADATOK |

Rajzoljatok:

1) killéonb6z6 oldalu hegyesszogl haromszdget;
2) egyenl6 szaru derékszdégl haromszoget;

3) egyenl6 szaru tompaszogl haromszdget.

Rajzoljatok:
1) kiilénb6z6 oldalu derékszdgl haromszoget;
2) kiilénb6z8 oldald tompaszégl haromszoget.

Rajzoljatok egyenld szari haromszdget, melynek szara 3 cm,
csucsszoge pedig: 1) hegyesszog; 2) derékszdg; 3) tompaszoig.
Az igy kapott hA&romszdgekben a szaraihoz hizzatok meg a
magassagait.

GYAKORLATOK

1) Hatarozzéatok meg az egyenl6 szart hdromszog keriletét,

ha az alapja 13 cm, a szara pedig 8 cm.

2) Az egyenl6 szard haromszog kerllete 39 cm, az alapja
15 cm. Hatarozzatok meg a szarainak hosszat.
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210.°
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Az egyenld szar( haromszdog keriilete 28 cm, a szara pedig
10 cm. Hatéarozzatok meg az alapjanak hosszat.
Hatarozzatok meg az egyenlé szari haromszdg oldalait, ha a
kertlete 32cm, az alapja pedig 5cm-rel nagyobb, mint a széara.
Hatarozzatok meg az egyenl6 szari haromszdg oldalait, ha a
kerlilete 54 cm, az alapja pedig 4-szer kisebb, mint a szara.
Az AC alapi ABC egyenl8 szart haromszdégben BCAZ =
40°, ABCZ =100°, BD pedig sulyvonal. Hatarozzatok meg
az ABD haromszdg szogeit.

A 157. abran AB =BC, BD az ABC haromszdg sulyvonala,
ABDZ =53°. Hatarozzatok meg az ABC és ADE haromszog
szOgeit.

A 158. 4bran M K- KE,OE=6 cm, MKEZ =48°, POEZ =90°.
Hatarozzatok meg az ME oldal hosszat, és az MKO széget.
A 159. abran AB =BC, 1Z = 140°. Hatarozzatok meg a 2-es
szoget.

B K
E M p E
157. abra 158. abra 159. abra

Az egyenld szart haromszog csucsszdge 68°. Hatarozzatok
meg a haromszdg szara és az alaphoz huzott stlyvonala
kozotti szoget.

Az egyenld sz&ri haromszog cstcsanal 1évd szogének mel-
lékszO6ge 76°. Hatarozzatok meg a haromszog széra és az
alaphoz hiazott magassaga kozotti szoget.

A 160. abran AB = BC, DC = DE. Bizonyitsatok be, hogy
AZ =EZ.

Az A sz0g szérait a B és C pontokban metsz6 egyenes ugy
metszi ezeket, hogy AB =BC (161. abra). Bizonyitsatok be,
hogy 1Z = 2Z.
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160. abra 161. 4bra

A 162. abrdn AO = CO, AOBZ = COBZ. Bizonyitsatok be,
hogy az ABC haromszdg egyenl6 szaru.

Az ABC haromszdg egyenld szar, melynek az alapja AC,
BD aharomszog szogfelez6je, DM pedig a BDC haromszdg
szogfelez6je. Hatdrozzatok meg az ADM szdget.

Az egyik tanul6 azt allitja, hogy az adott hdromszdg egyenl6
szaru, a masik pedig azt, hogy ez a haromszég egyenlé oldal.
1) El6fordulhat-e, hogy mindkét tanul6 igazat mond?

2) Milyen esetben lesz csak az egyiknek igaza, és melyiknek?

Alkalmazva a hdromszdgek egybevagdsaganak ismertetéje-
leit, bizonyitsatok be az egyenlé szard A
haromszdgek egybevagdsagat szaruk L
és a csucsnal 1év6 szogiik egyenlésége A /
alapjan. f

Alkalmazva a haromszdgek egybe- @) r-{0
vagosaganak ismertetdjeleit, bizo- \Y/
nyitsatok be az egyenl6 szar( ha- \
romszégek egybevagdsagat alapjuk

és a mellette 1év6 szoglk egyenldsége

alapjan. 162. &bra

Az ABC egyenl6 szart haromszég AC

alapjan ugy vették fel az M és K pontokat, hogy az M pont
az A és K pontok kozé esik, és ekbzben AM = CK. Bizonyit-
satok be, hogy az MBK haromszdg egyenld szard.

Az MKE haromszdgben ismert, hogy MK = ME. A KE olda-
lan gy jeldlték az F és N pontokat, hogy az N pont az F és
E kozé kerilt, ek6zben KMFZ - EMNZ. Bizonyitsatok be,
hogy MFNZ = MNFZ.
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223/

224/

225/

163. dbra

2. 8. Haromszogek

Az ABC egyenld szari haromszdg CA és CB széraira fej.
mérték a CK és CM egyenld szakaszokat. Bizonyitsatok be
hogy: 1)AMCA = BKCA; 2)AMBA = BKAA.

Az ABC egyenl6 szari haromszdg alapja Ac. ABD oldalfe-

lez6jén felvettek egy M pontot. Bizonyitsatok be, hogy :

1) AMBA = CMBA; 2)AMDA = CMDA.

220/ Bizonyitsatok be, hogy az egyenlé szari haromszdogben

az alap végpontjaibol huzott szogfelez6i egyenl6k egymassal.

221/ Bizonyitsatok be, hogy az egyenlé szari haromszog-

ben a szarakhoz hlzott oldalfelezék egyenlék egymaéssal.

Bizonyitsatok be, hogy az egyenl§ szari haromszdg oldalainak

a felez6pontjai egy egyenlé szart haromszdg cslcsai lesznek.

Hatarozzatok meg az egyenld szarl haromszég harmadik

oldalat, ha a két oldalanak a hossza 7 cm és 4 cm. Hany

megoldasa lesz a feladatnak?

Az egyenl§ szart haromszdg egyik oldala 4 cm. Hatarozzatok

meg a masik két oldalat, ha a hdromszdg kerulete 14 cm.

Igaz-e a kovetkezd allitas:

1) az egyenl6 szaru haromszégben a szégfelez6 magassag

és sulyvonal is egyben;

2) az egyenl6 oldald haromszdgben a szdgfelez6 magassag

és sulyvonal is egyben;

3) ha a haromszog keriilete 3-szor nagyobb, mint az egyik

oldala, akkor ez a hdromszo6g egyenld oldalu?

226/ Az ABC egyenld oldald hdromszdg (163.
abra) oldalain ugy jelolték az m, K és D
pontokat, hogy AD = BM = CK. Bizonyit-
satok be, hogy az M KD haromszdg egyenld
oldalu.

227.” AzAaBC egyenldoldalt haromsz6gAB, BC,
AcC oldalainak meghosszabbitdsadn AD,
BK és CE egyenld szakaszokat mértek fel.
Bizonyitsatok be, hogy a D EK haromszdg
egyenld oldald.

228.” Az egyenl6 szaru haromszég alapja 20 cm. Ennek az oldal-

nak a stlyvonala a haromszéget két olyan haromszdogre
osztja, hogy az egyik kerilete 6 cm-rel kisebb a masik ha-
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romszdg kerlileténél. Hatdrozzatok meg az adott hAromszdg
szarat. Hany megoldéasa lesz a feladatnak?

ISMETLO GYAKORLATOK

229. A 165. 4brana Lb, iZ =35°. Hatarozzatok meg a 2-es, 3-as
és 4-es szOgeket.

230. Az a hosszusdgu AB szakaszt a C és D pontok harom, AC,
CD és DB szakaszra osztjak ugy, hogy AC =2CD, CD = 2DB.
Hatarozzatok meg: 1) az A pont és a CD szakasz felez6pontja
kozotti tavolsagot; 2) az AC és DB szakaszok felez6pontjai
kozotti tavolsagot.

FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,
SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL

231. Rajzoljatok egy olyan hatszdget, melyet egy vagassal két
haromszogre lehet osztani.

10. Az egyenl8 szari haromszogek ismertetbjelei

Az el6z6 pontban megvizsgaltuk az egyenld szari haromszoégek
tulajdonsagait. De hogyan lehet a haromsz6gek kozott felismerni
az egyenld szartakat? Erre a kérdésre felelnek a kovetkez§ is-
mertet6jel-tételek.
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10.1. tétel. Ha a haromszdg sulyvonala magassaga is
egyben, akkor a haromszdg egyenl6 szaru.

Bizonyitads. ©Vizsgaljuk meg az ABC haromszdget, melyben
a BM sualyvonal és magassag is egyben. Be kell bizonyitani, hogy
AB =BC (166. abra).

A tétel feltételébdl kovetkezik, hogy a BM az AC szakasz fe-
lez6merdlegese.

Ekkor a felez6mer6leges tulajdonsagabol kovetkezik, hogy
AB =BC. a

10.2. tétel. Ha a haromszdg szogfelez6je magassaga is
egyben, akkor az ilyen haromszdg egyenl6 szaru.

Bizonyitds. © Vizsgaljuk meg az ABC h&romszdget,
melyben a BL sz6gfelez6 és magassag is. Be kell bizonyitani, hogy
AB =BC (167. abra).

B B
A L C
166. abra 167. abra

Az ABL és CBL haromszdgeknek BL a kodzds oldala,
ABLZ = CBLZ (mivel BL az ABC szdg szogfelezdje), ALBZ =
= CLBZ =90° (mivel BL a hd&romsz0g magassaga). Tehat az ABL
és CBL haromszogek egybevagodak a haromszégek egybevago6sa-
ganak méasodik ismertet6jele alapjan. Ezért az AB és BC oldalak
egyenlék, mint az egybevag6 haromszdgek megfelel6 oldalai.A

10.3. tétel. Ha a haromszog két szoge egyenld, akkor a
haromszdg egyenld szaru.

Bizonyitas.® Vizsgaljuk meg az ABC haromszdget, melyben
AZ = CZ. Be kell bizonyitani, hogy AB = BC.
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168. abra 169. abra 170. abra

Meghluzzuk az AC oldal a felez6mer6legesét. Bebizonyitjuk,
hogy az a egyeneshez a B csucs illeszkedik.

Feltételezziik, hogy ez nincs igy. Ekkor az a egyenes egy
belsé pontjaban metszi az AB (168. &bra) vagy a BC szakaszt
(169. abra).

Vizsgaljuk meg az els6 esetet. Legyen K az A egyenes és a
KB oldal metszéspontja. Ekkor a felez6mer6leges tulajdonsaga
alapjan (8.2. tétel) AK = CK. Tehat az AKC haromszdg egyenld
szarl lesz, ebbdl kdvetkezik, hogy AZ = ACKZ. A feltétel szerint,
AZ - ACBZ. Ebbél kapjuk, hogy ACBZ =ACKZ, ami ellentmond
a szogmérték alaptulajdonsagénak (3. pont).

Hasonléan ellentmondéasra jutunk a masodik esetben is
(169. abra).

Tehat, a mi feltételezésiink nem helyes. Az a egyeneshez a B
pont illeszkedni fog (170. &bra). Ekkor a felez6merdleges tulaj-
donséaga szerint BA - BC. A

Ebbél a tételbbl kdvetkezik:

1) ah&aromszogben egyenlészogekkel szemben egyenld

oldalak fekszenek;

2) ha a haromszégben minden szdg egyenld, akkor a

haromszdg egyenld oldalu.

10.4. tétel. Ha a haromszdg stlyvonala egyben a sz6g-
felezdje is, akkor a haromsz6g egyenld szard.

Bizonyitas. ® Vizsgaljuk meg az ABC haromszdget,
melyben a BM sulyvonal oldalfelezd és szdgfelez6 is. Be kell bizo-
nyitani, hogy AB - BC.
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B A BM félegyenesen, a 5M szakasz hosz-
szaval megegyezé MD szakaszt mérink fel

(171. &bra).
Az AMD és CMB haromszdgekben:

AM - MC (mivel a BM oldalfelez6); a szer-
kesztés alapjan BM = MD, az AMD és CMB
szogek cslcsszogek, ezért egyenlék. Tehat az
AMD és CMB haromszdgek a haromszogek
egybevagosaganak elsd ismertetdjele alapjan
egybevagdak. Tehat az AD és BC oldalaik, az
D ADM és CBM szogeik egyenlék, mint az
egybevagé haromszdgek megfelelé elemei.
Mivel a BD az ABC szog szogfelezdje, ezért
ABMZ =CBMZ. Mivel CBMZ =ADMZ, ezért
az ABMZ = ADMZ. Ekkor az egyenl6 szart haromszdgek ismer-
tetjele (10.3. tétel) alapjan azt kaptuk, hogy a DAB haromszdg
egyenld szaru, innen kovetkezik, hogy AD =AB. Es mivel méar
bizonyitva van, hogy AD =BC, ezért AB - BC. A
Feladat. Az ABC haromszdgben megrajzoltdk a BM szég-
felez6t (172. abra). BAKZ = 70°, AKCZ = 110°. Bizonyitsatok be,
hogy BM LAK.

Megoldas.Mivel aBKA és AKCszogek
mellékszOgek, ezértBKAZ = 180°-AKCZ.
Ekkor BKAZ = 180°- 110° = 70°.

TehatazABKharomszégben megkaptuk,
hogy BAKZ = BKAZ = 70°. Ezért az ABK
haromszdg egyenld szari, melynek AK az
alapja, szogfelez6je pedig BO (O- az AK és
a BM metszéspontja), amely magassaga is
egyben, tehdt BM 1 AK.

171. 4bra

172. &bra

1. Fogalmazzatok meg az egyenlé szard haromszog ismerte-
téjelét.

2. Milyen 6sszefliggés van a haromszégek egyenl6 oldalai és
egyenld szdgei kozott?

3. Mit allithatunk arrél a haromszdgrél, melynek a szdgei egy-
massal egyenl6k.
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239.*

240.*
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Az ABC haromszdg BK stlyvonala meréleges az AC oldalra.
Hatarozzatok meg az ABC sz6gét, ha ABKZ = 25°.

Az ABC haromszég AC oldalanak felez6mer6legeséhez a
B csucs illeszkedik. Hatarozzatok meg a C szdget, ha
AZ = 17°.

Az ABC héromszogben ismert, hogy ACBZ = 90°, AZ =
=BZ =45°, Cilipedig a hdromsz6g magassaga. Hatarozzatok
meg az AB oldalat, ha CK=7cm.

A 173. 4brdn az AMKZ =ACBZ, AK = MK. Bizonyitsatok
be, hogy az ABC haromszdg egyenl6 szara.

Az egyenes merdleges az A szdg szogfe-

lez6jére, és B és C pontokban metszi a

szarait. Bizonyitsatok be, hogy az ABC

haromszog egyenld szaru.

Az ABC h&romszdégben az alapon

fekvd szogek szogfelez6i AM és CK

félegyenesek, amelyek az O pontban *

metszik egymast. Bizonyitsatok be,

hogy az AOC haromszdg egyenlé szaru. 173. 4bra

Az ABC haromszdgben a BK szdgfelez6

egyben a haromsz6g magassaga is. Hatarozzatok meg a
haromszog keriiletét, ha az ABK haromszdg keriilete 16 cm
ésaBK =5cm.

lgazak-e a kdvetkez§ allitasok:

1) ha az egy csucsbol huzott salyvonal és a szégfelez6 nem
esik egybe, akkor az ilyen haromszdg nem lesz egyenl6
szaru;

2) ha a haromszog szogfelez6je a szemkozti oldalat felezi,
akkor ez a hd&romszog egyenld szara?

Az ABC egyenld szart hdromszdg BC és AB oldalaihoz ha-
zott AE és CF oldalfelez6k az M pontban metszik egymast.
Bizonyitsatok be, hogy az AMC haromszdg egyenld szaru.
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241.*

242

243.”

244

245."

246."

174. abra

2. 8. Haromszogek

Az ABC egyenl6 szaru haromszdég AB és BC megfeleld
oldalain felvették az M és K pontokat Ggy, hogy AB = CK.
Az AK és CM szakaszok az O pontban metszik egymast.
Bizonyitsatok be, hogy az AOC haromsz6g egyenlé szarq.

Az ABC haromszdg AB és BC megfelel6 oldalain felvették
a D és E pontokat ugy, hogy EACZ = DCAZ. Az AE és CD
szakaszok az F pontban metszik egymast, és DF - EF. Bi-
zonyitsatok be, hogy az ABC haromszdg egyenld szaru.

Az ABC haromszog AB oldaldnak D felez6pontjan 4t azABC
és BAC szdgek szdgfelez8ire merbleges egyeneseket hlztak.
Ezek az egyenesek az AC és BC oldalakat megfelel6en M és
K pontokban metszik. Bizonyitsatok be, hogy AM = BK.

Az ABC haromszdg AM oldalfelez6je meréleges a BK
szogfelezére. Hatarozzatok meg az AB oldal hosszat, ha
BC =16 cm.

Az ABC haromszoégben a BD oldalfelez6 meréleges egy olyan
egyenesre, amelyre a hAromszog A cslcsa illeszkedik, és ez
az egyenes felezi az oldalfelez6t. Hatarozzatok meg az ABC
haromszdg AB és AC oldalai hosszanak az aranyat.

Az ABC haromszogben adott, hogy CZ = 90°; AZ = 67,5°,
BZ =22,5°, CKaz ABC haromszdg szdgfelez6je, CM pedig a
BCK haromszdg szbdgfelezbje (174. abra). Bizonyitsatok be,
hogy az M pont az AB oldal felez6pontja lesz.

247.* Aharomszég oldalainak centiméterekben
mért hossza harom egymaéast kdvetd
természetes szam. Hatarozzatok meg
az adott haromszdg oldalait, ha az egyik
oldalfelez6je merdleges az egyik szogfele-
z0jére.

248.* Az ABC haromszdgben adott, hogy AB =
=3cm,AC=6cm. ABC oldaléan gy jeldltek
egy M pontot, hogy CM =1cm. Az M pont-
hoz illeszkedd egyenes mer6leges az ACB

A szbg szogfelezBjére, és az AC szakaszt egy
K pontban metszi. Ismert tovabba, hogy
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a K pontra illeszkedé egyenes, amely mer6leges a BAC szég
szogfelez6jére, az AB oldalt egy D pontban metszi. Hata-
rozzatok meg a BD szakasz hosszat.

ISMETLO GYAKORLATOK

Az egyenesen egymas utan jelolték megaz A, B, C,D,E ésF
pontokat tgy, hogyAB =BC =CD =DE - EF. Hatarozzatok
meg az AB : CF, AB :BF, BD :AE aranyok értékét.

250. Hatarozzatok meg két egyenes metszésekor keletkezett
szdgeket, ha az egyik 42°-kal nagyobb, mint a mésik szdg
fele.

FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,
SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL

251. A4 x 9 méretl téglalapot vagjatok két egyenld részre gy,
hogy ezekbdl a részekbdl egy négyzetet lehessen kirakni.

11. A haromszdg egybevagésaganak harmadik
ismertetSjele

11.1. tétel (ahdromszdég egybevagosaganak har-
madik ismertetéjele: hdrom oldal alapjan).Ha az
egyik haromszég harom oldala megfeleléen egyenld a méasik
haromszdég harom oldalaval, akkor ezek a haromszogek
egybevagodak.

Bizonyitds. ® Vizsgaljuk meg az
ABC és AIBICI haromszdgeket (175. abra),
melyekben AB = AXBYV BC = BXCXés
CA = CjAj (ezek az egyenl6ségek azt mu-
tatjdk, hogy a haromszdgek mely oldalai
lesznek a megfelel§ oldalak). Bebizonyitjuk,
hogy ABCA =AIBICIA

Ugy helyezziik el az ABC és ABIC1
haromszogeket, hogy az A cslcsa az Al
cslicsra, a B cslcs pedig a Bxre keriiljon, 175. abra



88 2. 8. Haromszogek

C,
(A) A\/ r/\ > BAB)

N

c

BAB)

176. abra 177. abra

a C és Cj csucsok pedig az AB egyeneshez viszonyitva kilénb6z6
félsikokhoz illeszkednek (176. dbra). Meghlzzuk a CCXszakaszt.
Mivel AC = AjC, ezért a CAXC haromszdg egyenld szarl lesz,
tehat 1z = 2Z. Hasonléan be lehet bizonyitani, hogy 3Z = 4Z.
Tehat az AXCB X =AXBX. Ekkor az AXC)BX& és AXCBXA
egybevagoak a két oldaluk és kdzbezart szogik alapjan, vagyis az
els6 ismertet6jel alapjan.

Ezzel a bizonyitast akar befeje-
zettnek tekinthetjik. De mi csak azt
az esetet vizsgaltuk, amikor a CCX

B1(B) szakaszt az AX Xszakasz egy belsd
pontban metszi. A valésdghan a CCX
szakasz atmehet az A B Xszakasz egyik
végpontjan, példaul az Axponton (177.
abra), vagy az is el6fordulhat, hogy az
A B Xszakasszal nincs k6zds pontja (178.

abra). Ezekben az esetekben a bizonyitds hasonl6 az el6zéhoz.
Végezzétek el onalléan. A

179. abra
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Tavvezetékek oszlopai Kijevi tévétorony

180. 4bra. Merev szerkezetek

Ahéaromszdgek egybevagdsaganak harmadik ismertet6jelébél
kdvetkezik, hogy a haromszdg egy merev szerkezet. Val6ban, ha
négy péalcat gy kotiink 6ssze, mint a 179. a abra mutatja, akkor
ez a szerkezet nem lesz merev (179. h, ¢ &brak). Ha még egy pal-
cat hozzatesziink, akkor két hdromszdget kapunk (179. d abra),
és a keletkezett szerkezet merev lesz. Ezt a tényt széleskodrlien
alkalmazzak a gyakorlatban (180. abra).

11.2. tétel. Haapontegyenl6 tdvolsdgra van a szakasz
végpontjaitdl, akkor a szakasz felez6mer6legesére illesz-
kedik.

Bizonyitas. 0 Legyen az X pont egyenld tavolsagra az AB
szakasz végpontjaitol, vagyis XA = XB (181. abra). Vizsgaljuk
meg az AXM és BXM hé&romszdgeket, ahol
az M az AB szakasz felez6pontja. Ekkor az X
AXMA =BXMA a harom oldal alapjan, vagyis
a hdromszogek egybevagosdganak harmadik
ismertet6jele alapjan. Innen AMXZ =BMXZ.
E szogek oOsszege 180° ezért mindegyikik ~ B
90°-kal egyenl6. Tehat az XM az AB szakasz
felez6merdélegese. 181. abra



90

2. 8. Haromszogek

Megjegyezzik, hogy csak azt az esetet vizsgaltuk meg, amikor
az X pont nem illeszkedik az AB szakaszra. Ha az X pont az AB
szakaszra illeszkedik, akkor egybeesik az AB szakasz felezpont-

javal,

252.°
253.°

254.°

255.°

256.°

tehat a felezOmerdlegesre illeszkedik. a

Fogalmazzatok meg a haromszégek egybevagésaganak
harmadik ismertet6jelét.

Hol helyezkednek el azok a pontok, amelyek egyenl§ tavol-
sagra vannak a szakasz végpontjaitol?

A 182. abran AB = CD, BC =AD. Bizonyitsatok be, hogy
BZ =DZ.

A 183. &bran AC =AD, BC =BD. Hatéarozzatok meg a BAC
szoget, ha BADZ = 25°.

Bizonyitsatok be, hogy két egyenl6 szari haromszdg egy-
bevago, ha az egyik hdromszdg szara és alapja megfelelGen
egyenld a mésik haromszdg szaraval és alapjaval.

182. 4bra 183. abra

Bizonyitsatok be, hogy két egyenld oldalt haromszdg egybe-
vago, ha az egyik haromszdg oldalai megfeleléen egyenl6k
a masik haromszog oldalaival.

A 184. 4bran ABCA = DCBA, mikézben AB = CD. Bizonyit-
satok be, hogy ABDA = DCAA.



11. A haromszog egybevagosaganak harmadik ismertet6jele 91

B C

184. abra 185. abra

257.° A 184. 4brdn AB = CD, AC =BD. Bizonyitsatok be, hogy a
BOC haromszdg egyenld szard.

258.° Az M és N pontok az AB szakasz végpontjaitol egyenld
tavolsagra vannak. Bizonyitsatok be, hogy az M N egyenes
az AB szakasz felez6merdlegese.

250.* A 185. 4bran AB =KE, BC =KM, AM = EC. Bizonyitsatok
be, hogy az AMKZ =BCEZ.

260.* A 186. 4bran AB=CD,BC-AD, BM az ABC szdg szdgfelez6-
je, DK pedig az ADC haromszdg szdgfelez6je. Bizonyitsatok
be, hogy ABMA —CDKA.

261.” Az AB és CD szakaszok az O pontban metszik egymast Ggy,
hogy OA = OD. Bizonyitsatok be, hogy ABCA = DCBA.

262.* A BD és BIDI szakaszok az ABC és AIBIClharomszdgek
megfelel6 szogfelez6i, AB =ABYVBD =B)XVAD =AJDV
Bizonyitsatok be, hogy ABCA=AIBICIA.

263.** Miki azt allitja, hogy sikerilt egy olyan rajzot készitenie,
melyen AB=ACésAM=AN (187. 4bra). Vajon igaza van-e
Mikinek?

B M C N

186. abra 187. abra
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264." Ki lehet-e jelenteni, hogy két hd&romszog akkor egybevago,
ha az egyik hdromsz6g minden oldala egyenl6 a mésik ha-
romszdg valamely oldalaval?

265.* Bizonyitsatok be két hdAromszdg egybevagosagat, két oldaluk
és a harmadik oldalhoz hiuzott sulyvonal altal.

ISMETLO GYAKORLATOK

266. Az AB szakaszon ugy vették fel a C és D pontokat, hogy
AC:BC=7:8, AD :BD =13:17. Hatdrozzatok meg az AB
szakasz hosszat, ha a C és D pontok kozotti tAvolsag 2 cm.

267. Az AB és CD szakaszok az O pontban metszik egymast. Az
OM és OK félegyenesek az AOC és BOC szdgek megfeleld
szogfelezbi. Lehet-e az MOK sz6g derékszdg?

FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,
SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL

268. Anégyzetetaz atloi mentén négy hdromszogre
vagtak szét (188. abra). A kapott hdromszo-
gekbdl rakjatok ki két négyzetet.

12. Tételek

A tankdényvben egyre szaporodik a tételek szama. Ez nem
meglepd, mert a mértan tébbségében tételekbdl és azok bizonyi-
tasabol all.

Az altalunk eddig bizonyitott tételek két részbdl allnak. A
tétel els6 részét (az, ami adva van) a tétel feltételének nevezzik,
a masodik részt (az, amit bizonyitani kell) a tétel kovetkezmé-
nyének nevezzik.

Példaul a 8.1. tétel (a haromszdégek egybevagdsaganak elsé
ismertet6jele) feltétele: az egyik haromszdg két oldala és
kdzbezart szoge egyenlé a masik haromszég két oldalaval
és kdzbezartszogével, a kdvetkezménye pedig: a hdromszdgek
egybevagodak.
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A marismert tételeket feltételesen két csoportra oszthatjuk: a
tulajdonsag-tételekre ésaz ismertetdjel-tételekre. Példaul az
1.1.tétel az egymast metsz6 egyenesek tulajdonsagat adja meg, a
9.1. tétel pedig az egyenl6 szari haromszog tulajdonsagat.

Az ismertetdjel-tételek adjdk meg azokat az ismertet6jele-
ket, amelyek alapjan fel lehet ismerni az adott alakzatot, vagyis
az egyik vagy a masik csoportba lehet azt besorolni.

Aharomszogek egybevagdsaganak ismertetdjel-tételei megha-
tarozzak azokat a feltételeket, amelyek alapjan két haromszdget
az egybevagd haromszdgek csoportjaba sorolhatunk. Példaul a
10.1. - 10.4. tételekben fogalmazdédnak meg azok a feltételek,
amelyek alapjan az egyenl8 szari haromszogek felismerheték.

Azokat a tételeket, amelyek az axiomakbdl vagy tételekbél
kozvetlenil kdvetkeznek, kdvetkezmény-tételeknek vagy egy-
szerien kévetkezményeknek nevezziik.

Példaul a haromszdg egyenlé oldalaival szemk6zti sz6gek
tulajdonsaga a 9.1. tétel kdvetkezménye.

Ha a 8.2. tételben —a felez6mer6leges tulajdonsdgarol sz6lo
tételben - felcseréljuk a feltételt a kovetkezménnyel, akkor a 11.2.
tételt kapjuk. Azt a két tételt, amelyekben az egyik tételben a
feltétel és a kovetkezmények felcserélésével megkapjuk a masik
tételt, és forditva, kdlcsondsen forditott (inverz) tételeknek
nevezzik. Ha az egyik tételt egyenes tételnek nevezink, akkor
a masik lesz a forditottja (inverze).

Ovatosan kell eljarnunk a tételek feltétele és kovetkezménye
felcserélésekor, mert nem mindig kapunk ilyenkor igaz allitast.
Példaul a mellékszdgek dsszegérdl szold 4.1. tétel forditottja nem
lesz igaz. Valéban, ha barmely két szdg 6sszege 180°, akkor ezek
a szégek nem biztos, hogy mellékszégek.

Maér tudjatok, hogy a tétel igaz voltat a logikus gondolatmenet
altal igazoljak, vagyis bizonyitas Gtjan.

Ennek a tankényvnek az els6 tételét indirekt médon (az el-
lenkez6t allitva) bizonyitottuk. A modszer neve elarulja a bizonyi-
tas lényegét. Feltételeztilk az 1.1. tétel allitdsanak az ellenkezgjét.
Afeltételezésbdl kiindulva logikus gondolatmenet altal olyan tényt
kaptunk, ami ellentmond az egyenesek alaptulajdonsdganak.

Az indirekt bizonyitasi mod alkalmazasaval bebizonyitottunk
tobb tétel is, példaul az 5.1., 10.3. tételeket.
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Nagyon fontos, hogy a tétel bizonyitasa teljes legyen, vagyis
minden lehetséges esetre kiterjedjen. A 11.1. tétel (a hdromszégek
egybevéagosaganak harmadik ismertet6jele) bizonyitasa soran
harom lehetséges esetet kellett megvizsgalni.

A matematikai kultara kialakitasdnak legfontosabb része az
a képesség, amely lehet6vé teszi a bizonyitds minden részletének
atlatdsat. Ha példaul a 8.2. tétel bizonyitdsanal nem vizsgaltuk
volna kilon azt az esetet, amikor az X pont az AB szakasz fele-
z6pontja, akkor ebben az esetben az AXM és BXM haromszdgek
vizsgalata lehetetlen lenne.

A 10.4. tétel (4z egyenl6 szaru haromszog ismertetdjele) bizo-
nyitasa soran a kiegészitd szerkesztési mdodszert alkalmaztuk:
a rajzot olyan elemekkel egészitettiik ki, melyekrél a tétel feltéte-
Iében nem esett sz4. Ez a mddszer nagyon sok feladat megoldasa
soran alkalmazhatd, és sok tétel bizonyitasakor is. Ezért nagyon
fontos, hogy megtanuljuk észrevenni az optimalis kisegit6 szer-
kesztés lehetdségét, amellyel a kivant eredmény elérhetd.

Hogyan tehetiink szert geometriai szemléletre? Ez egy nem
kénnyld kérdés, amire nagyon nehéz valaszolni, vagy konkrét
tandcsot adni. Mégis azt tanacsoljuk: el6szor is ne legyetek
k6zombodsek a geometria irant, és szeressétek ezt a csodalatos
tantargyat; masodszor, nagyon sok feladatot oldjatok meg, hogy
minél nagyobb tapasztalatra tegyetek szert. Mindehhez sok sikert
és kitartast kivanunk!

m 1. Milyen két részbdl all a tétel megfogalmazasa?

Hogyan nevezzik azt a tételt, amely az alakzat tulajdonsa-
gainak felsorolasaval teszi felismerhetévé az alakzatot?

3. Hogyan nevezzik azt a tételt, amely kdzvetlenlil az axio6-
makbdl vagy mas tételekbdl kdovetkezik?

4. Hogyan nevezik az olyan tételpart, amelyekben a feltétel és
a kdvetkezmény fel van cserélve?

5. Miben &ll az indirekt bizonyitasi moéd?

6. ALl1l, 4.2, 51. és 8.3. tételek kozul melyiket bizonyitjak
indirekt médon?

7. Miben all a kisegit6 szerkesztési médszer?
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A4.1., 82,91, 10.3. és 11.2. tételekben nevezzétek meg a
feltételt és a kovetkezményt.

A4.1., 82,91, 10.3. és 11.2. tételek kozul valasszatok ki:

1) a tulajdonsag-tételeket; 2) az ismertet6] el-tételeket.

Fogalmazzatok meg a kovetkezd allitasokkal ellentétes

allitast:

1) ha a haromszdg egyenlé oldalu, akkor a szégei egyenlék;

2) ha két szdg cslcsszdg, akkor a szogfelez6i egymas kiegé-
szit6 félegyenesei;

3) ha ket sz0g szogfelezi kdzotti sz0g derékszog, akkor ezek
a szogek mellékszdgek;

4) ha az egyik haromszog oldala és szemkdzti sz6ge meg-
egyezik egy masik haromszdég oldalaval és szemkozti
szogével, akkor az ilyen hdromszdgek egybevagoak.

Az el6z6 allitdsok melyikére mondhatjuk, hogy:
1) az egyenes és a forditott allitas is igaz;

2) az egyenes allitas igaz, de a forditottja hamis;
3) az egyenes allitds hamis, de a forditottja igaz?

Fogalmazzatok meg azt az allitast, amely forditottja az

adottnak:

1) ha a B pont az A és C pontok kozott fekszik, akkor
AB +BC = AC;

2) ha két haromszdg nem egybevago, akkor a keriletlik
sem egyenld;

3) ha a szog fokmértéke nagyobb, mint 90°, akkor ez a szog
tompaszog.

Az el6z0 allitasokra melyik lesz igaz:

1) az egyenes és a forditott allitas is igaz;
2) az egyenes allitas igaz, de a forditottja hamis;
3) az egyenes allitds hamis, de a forditottja igaz?
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2. 8. Haromszogek

Fogalmazzatok meg azt az allitast, amely tagadja az adottat:

1) az AB szakasz metszi az m egyenest;

2) az ABC szbg fokmértéke nagyobb 40°-nal;

3) két mellékszdg kozul legaldbb az egyik nem nagyobb
90°-nal;

4) az OA és OB félegyenesek nem lesznek kiegészit6' fél-
egyenesek;

5) a szakasznak csak egyetlen kdzéppontja van.

Fogalmazzatok meg azt az allitast, amely tagadja az adottat:

1) az ABC sz6g nem deréksz0g;

2) az MKE haromszdg egyenl6 szaru;

3) az egyenes egy pontjaba csak egy olyan egyenes hlzhatd,
amelyik mer6leges az adottra;

4) az AC félegyenes felezi a BAK szdget.

Indirekt médszerrel bizonyitsatok be, hogyha a hdromszdg
egyetlen magassaga sem esik egybe az adott csucsbdl bocsa-
tott szdgfelezb6vel, akkor ez a haromszég nem egyenl6 szara.

Indirekt mdédszerrel bizonyitsatok be, hogyha az ABC
haromszdg AB és AC oldalai nem egyenl6k, akkor a BD
oldalfelez6je nem lesz a hAromszdg magassaga.

Indirekt modszerrel bizonyitsatok be, hogyha két szdg fok-
mértékének kilonbsége I°-kal egyenld, akkor ezek a szdgek
nem lehetnek mellékszdgek.

Indirekt modszerrel bizonyitsatok be, hogy a mellékszégek
kozul legalabb az egyik kisebb, mint 90°.

Fogalmazzatok meg, és bizonyitsatok be az egyenld szaru
haromszogek egybevag6saganak ismertetéjelét a szara és
a szardhoz hazott sulyvonala alapjan.

Fogalmazzatok meg, és bizonyitsatok be a haromszdégek egy-
bevagdsaganak ismertetdjelét az oldala, az adott oldalhoz
hizott sulyvonala és a sulyvonal valamint az adott oldal
altal kdzbezart szog alapjan.

Bizonyitsatok be a hdromszdgek egybevagdsagat sulyvonala
és azoknak a szogeknek alapjan, amelyekre az sulyvonal
felosztja a haromszog szogét.
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ISMETLO GYAKORLATOK

282. Az egyenesen jeldljétek az A, B és C pontokat. A pontok
helyére tegyetek megfeleld relacids jelet a ,<”,,>" vagy ,,=”
kozul agy, hogy igaz egyenl6séget kapjunk:

1) AB + BC ... AC\ 3)AC +BC ...AB.
2) AB +AC ... BC\
283. A mellékszogek egyikének szogfelezdje a sz6gek kdzés sza-

raval olyan szbget alkot, amely 3 -aa masik mellékszdgnek.

Hatarozzatok meg a mellékszdégek fokmeértékeit.

FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,
SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL

284. Az ABCD téglalap oldalai 4 cm és 3 cm. Hatarozzatok meg
a téglalapban lév6 szakaszok hosszdnak 6sszegét
(189. abra).

B C

189. abra

2. SZAMU FELADAT. ONELLENORZES TESZT FORMABAN

1. A haromszog hegyesszogd, ha:
A) szdgei k6zott nincs tompaszog;
B) mindegyik szoge kisebb a derékszégnél;
C) szbgei kdzo6tt nincs derékszdog;
D) mindegyik szoge kisebb, mint a tompaszog.
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2. 8. Haromszogek

Ha a magassagvonal a haromszégdn kiviil esik, akkor ez a
haromszog:

A) derékszogU;

B) tompaszogd;

C) egyenl6 oldald;

D) hegyesszogd.

. Két haromszdg egybevago, ha:

A) az egyik hdromszog két oldala egyenl6 a mésik hdromszdg
két oldalaval;

B) az egyik haromszdg oldala és két szége egyenld a masik
haromszdg oldaldval és két szdgével,

C) az egyik haromszdg két oldala és a szoge egyenlé a masik
haromszog két oldalaval és szégével,

D) az egyik haromszég két oldala és az altaluk kdzbezart szog
megfelel6en egyenld a masik haromszég két oldalaval és az
altaluk kdzbezart szoggel.

. Hany egybevagd haromszdgpar van a rajzon:

A 1; 0 3;

B) 2; D) 4?

Ismert, hogy az M pont az ABC haromszdg

AC oldalanak felez6pontja. A HM félegyenesen a haromszdgen
kiviul felmérték az ME szakaszt, amely egyenld a BMszakasz-
szal. Hatarozzatok meg az EC-t, ha AB =4,2 cm.

A) 2,1 cm; C) 4,8 cm;

B) 4,2 cm; D) 8,4 cm.

. Melyik igaz a kdvetkezd allitdsok kozul?

A) az egyenl6 szarti haromszog a kiilonbdz6 oldali haromszog
specialis esete;

B) az egyenl6 oldalt haromszdg a kilénbéz8 oldalt hdromszdg
specialis esete;

C) az egyenld oldalt hdromszdg az egyenl6 szart hadromszog
specidlis esete;

D) az egyenld szaru haromszdg az egyenld oldald hdromszog
specialis esete.
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7. Melyik hamis a kovetkez6 allitdsok kozul?

A) ha a haromsz6g magassaga a szemkozti oldalt egyenl6 sza-
kaszokra osztja, akkor ez a haromszd6g egyenlé szara;

B) ha aharomszdg egy csucsbol bocsatott sulyvonala és szégfe-
lez8je nem esik egybe, akkor ez a hdromsz6g nem egyenld
szaru;

C) ha a hdromszdg egyenld oldald, akkor barmelyik magas-
saganak a hossza megegyezik barmelyik szdgfelezéjének a
hosszaval;

D) ha a haromszdg két szdge egyenld, akkor a harmadik
szogének szogfelezdje a szemkdzti oldalt egyenl6 részekre
osztja.

8. A haromszdg egyenld oldald, ha:
A) az oldala hdromszor kisebb, mint a kerulete;
B) minden oldala haromszor kisebb, mint a kerllete;
C) két magassaga egyenld;
D) két szogfelezbje egyenl6.
9. AzABC {AB = BC) egyenl6 szart haromszog kertlete 16 cm.

Az ABM héaromszdg kertilete, amelyben az M pont az AC sza-
kasz felez6pontja, 12 cm. Hatarozzatok meg a BM sulyvonal

hosszat.
A) 4 cm; C) 2cm;
B) 6 cm; D) 5cm.

10. Az X és Y pontok mindegyike egyenld tdvolsagra van az AB
szakasz végpontjaitdl. Melyik hamis a kdvetkezd allitdsok
kozil?

A) az XY és az AB egyenesek merglegesek;
B) XAYZ =XBYZ;
C) AXBZ =AYBZ;
D) AXYZ =BXYZ.

11. Az M pont az AB szakasz felezpontja. Az X pont nem illesz-

kedik az AB szakasz felez6mer&legesére, ha:
A) XA =XB; C) XM LAB,;
B) XM = XB; D) XAMZ =XBMZ.
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A 2. PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASA

Egybevag6 alakzatok

Két alakzat akkor egybevagd, ha egymasra helyezve fedik
egymast.

A haromszbégek egybevagosaganak alaptulajdonsaga
Az adott ABC haromszdgnek és egy adott A félegyenesnek
létezik egy olyan AjBjCj haromszdge, amely egybevago lesz
az ABC héaromszdggel, és igaz, hogy AB = A*BV BC = B"C",
AC =AIClvalamint az A Bloldal az A M félegyenesen fekszik,
a Cj csucsa pedig az AM egyeneshez viszonyitva az adott
félsikra illeszkedik.

Az adott egyenesre merdleges egyenes tétele

Az egyenesre nem illeszkedd' ponton at egy és csakis egy az
adott egyenesre mer6leges egyenes hiizhato.

Haromsz6g magassaga
A haromszog cstcsabdl a szemkdzti oldalat tartalmazo egye-
nesre bocsatott mer6legest, a hdromsz6g magassaganak
nevezzik.

A haromszog sulyvonala
A h&romszdg csucsat a szemkozti oldal felez6pontjaval 6ssze-
kot6 szakaszt, a haromszog sulyvonalanak nevezzik.

A haromszdg szogfelezbje
A hdromszdg szogfelez6jének azt a szakaszt nevezzik, amely
az adott szog szdgfelez6 egyenesének a haromszdgben lévd
része.

A haromszogek egybevagosaganak elsd ismertetdjele:

a két oldal és a kozbezart szég alapjan
Ha az egyik haromszog két oldala és az altaluk kdzbezart
sz0g megfelel6en egyenl6 a méasik haromszdg két oldalaval
és az altaluk kdzbezart szoggel, akkor ezek a haromszdgek
egybevagoak.
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A haromszogek egybevagésaganak masodik ismertetdjele:
az oldala és az azon lév0 két szég alapjan
Ha az egyik hdromsz6g oldala és az azon 1év6 két szoge meg-
felel6en egyenl6 a masik haromszdg oldalaval és azon 1évé két
szdgével, akkor ezek a haromszdgek egybevagoak.

Aharomszdgek egybevagésaganak harmadik ismertet6jele:
a harom oldaluk alapjan
Ha az egyik haromszdg harom oldala megfelel6en egyenld a
masik haromszdg harom oldaléaval, akkor ezek a haromszdgek
egybevagdak.

A szakasz felez6merdlegese
Azt az egyenest, amely merdleges az adott szakaszra, és a
szakasz felez6pontjan megy at, a szakasz felez6mer6legeseé-
nek nevezzik.

Egyenl6 szaru hdromszogek

Azt a hdaromszdget, amelynek két oldala egyenld, egyenld
szarl haromszdgnek nevezziik.

Egyenl6 oldali haromszdgek

Azt a haromszdget, amelynek minden oldala egyenld, egyenl6
oldalt haromszégnek nevezziik.

Az egyenld szaru haromszdg tulajdonsagai
Az egyenld szari haromszdgben:
1) az alapon lévé sz6gek egyenlék;
2) az alapra hlazott szdgfelez6 egyuttal a haromszég silyvo-
nala és magassaga is.

Az egyenld szari haromszdg ismertetdjelei

. Ha a haromszog sulyvonala egyuattal magassaga is, akkor ez
a haromszog egyenl6 szara.

. Ha a hdromszdg szogfelez6je egyuttal a magassaga is, akkor
ez a hdromszog egyenld szaru.

. Ha a haromszdgben két sz6g egyenld, akkor ez a hdromszdg
egyenld szara.
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. Ha a haromszdg oldalfelez6je egyuttal a szdgfelezdje is, akkor
ez a haromszog egyenl6 szard.

A haromszdgek tulajdonsagai, melyek az egyenld szaru
haromszogek tulajdonsagaibdl és ismertetdjeleibél ko-
vetkeznek

* A héromszdgekben az egyenld oldalakkal szemben egyenld
sz0gek vannak.

» Aharomszdgben egyenl6 szégekkel szemben egyenlé oldalak
vannak.

 Azegyenl6 szaru haromszdgben az alapra huzott szégfelez6,
magassag és stlyvonal egybeesik.

 Azegyenlé oldalt haromszégben minden szég egyenl6.

 Azegyenl6 szari haromszdgben az egy cstcsbol hizott szg-
felez6, magassag és sulyvonal egybeesik.

. Ha a hdromszdgben minden szdg egyenld, akkor ez a harom-
szbg egyenl6 oldald.



PARHUZAMOS EGYENESEK. A
HAROMSZOG SZOGEINEK OSSZEGE

Hogyan allapithaté meg két egyenesrdl, hogy par-
huzamos-e vagy sem? Milyen tulajdonségai vannak
a parhuzamos egyeneseknek? Mivel egyenldé egy
tetsz6leges haromszdg szogeinek 6sszege? Milyen
tulajdonsagokkal bir a derékszégld haromszég? A
paragrafusbol valaszt kaptok ezekre a kérdésekre.

HA EGY EGYENES UGY
METSZ KET EGYENEST,
HOGY AZ EGYIK OLDA-
LAN KELETKEZO BELSO
SZOGEK OSSZEGE KiI-
SEBB KET DEREKSZOG-
NEL, AKKOR EKET EGYE-
NES AMETSZONEK EZEN
OLDALAN MEGHOSSZAB-
BITVAMETSZI EGYMAST.
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13. Parhuzamos egyenesek

Meghatdrozas. Két egyenes parhuzamos, ha egy
sikban vannak és nem metszik egymast.

A 190. 4bran a és b parhuzamos egyeneseket abrazoltak. Ezt
igy jelélik a | b (olvassak: az a és begyenesek parhuzamosak, vagy
az a egyenes parhuzamos a b egyenessel).

Ha két szakasz parhuzamos egyeneseken fekszik, akkor ezek
is parhuzamosak lesznek. A 191. 4bran az AB és CD szakaszok
parhuzamosak. Ezt igy jellik: AB | CD.

190. abra 191. abra 192. 4bra

Ugyanilyen értelemben beszélhetiink két félegyenes,
félegyenes és szakasz, szakasz és egyenes parhuzamossagarol. A
192. &bra az AB és CD parhuzamos félegyeneseket szemlélteti.

Példaul, a 192. 4brdn AB és CD parhuzamos félegyeneseket
abréazoltak.

13.1. tétel (az egyenesek parhuzamossaganak
ismertetdjele). Ha kétegyenes kiilon-kiilon meréleges egy
harmadikra, akkor ez a két egyenes parhuzamos egymassal.

Bizonyitds. © A 193. dbran az a J. c és b Lc. Be kell bizo-
nyfitani, hogy a | b.

Feltételezziik, hogy az a és b egyenesek metszik egymast egy
M pontban (194. abra). Ekkor az M ponton at, amely nem illesz-
kedik a c egyenesre, az a és b egyenesek is atmennek, melyek
mer6legesek a cegyenesre. Ellentmondast kaptunk, mert a ponton

keresztil csak egy mer6leges egyenest lehet

a b fektetni az adott egyenesre (7.1. tétel). Vagyis

a mi feltevésiink nem volt helyes, tehata || b.A

A tétel magyarazatot ad arra, miért tudunk

1 1 ¢ wvonalzé és derékszogl vonalzé segitségével
parhuzamos egyeneseket hdzni a 195. abréan

193. é&bra szemléltetett modon.



194. abra 195. abra

Kovetkezmény. Az aegyenesheznem tartozé Mponton
keresztlil az a egyenessel parhuzamos b egyenes huzhato.

Bizonyitas.® Tételezzuk fel, hogy az M pont nem tartozik
az a egyeneshez (196. abra).

Az M ponton keresztil egy ¢ egyenest C
hazunk, amely mer6leges az a egyenessel
(példaul derékszogli vonalz6 segitségével). Ez- M b
utan az M ponton at merglegesen a c-vel egy b "J

egyenest hlizunk. Az egyenesek parhuzamos-
saganak ismertetdjele (13.1. tétel) alapjan azt
kapjuk, hogy a || b. A
Huzhat6-e az M ponton keresztil (196.
abra) még egy, az a egyenessel parhuzamos
egyenes? Erre a kérdésre az egyenesek parhu- 196. abra
zamossaganak alaptulajdonsadga ad véalaszt.

Az egyenesek parhuzamossdganak alaptu-
lajdonsadga (padrhuzamossagi axiéma). Az adott
egyenesre nem illeszked6 ponton keresztil csak egy olyan
egyenes hazhat6, amely parhuzamos az adottal.

13.2. tétel. Ha két egyenes mindegyike parhuzamos
egy harmadik egyenessel, akkor a két egyenesparhuzamos
egymassal.

Bizonyitas.®Legyenb ||aésc|| a. Bizonyitsuk be, hogy b ||c.

Feltételezziik, hogy a b és ¢ egyenesek nem parhuzamosak,
tehat metszik egymast egy M pontban (197. abra). Akkor azt
kaptuk, hogy az M ponton at két egyenes is atmegy, melyek par-
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huzamosak az a-val. Ez ellentmond az egyenesek parhuzamossagi
axiomajanak. Tehat feltételezésiink nem igaz, vagyis b | c. A

O—+r Feladat. Bizonyitsatok be, hogyha az egyenes, két
parhuzamos egyenes kozul metszi az egyiket, akkor metszi a
masikat is.

Megoldas. Legyenek az a és a b egyenesek parhuzamosak
és a c egyenes metssze a b egyenest az M pontban (198. abra).
Feltételezzik, hogy a c egyenes nem fogja metszeni az a-t. Ekkor
c || a. Innen adodik, hogy az M ponton két olyan egyenes megy
at, amely parhuzamos az a-val, ami ellentmond parhuzamossagi
axiomanak. Tehat feltételezésiink helytelen, vagyis a ¢ egyenes
metszi az a egyenest. #

c

a a

197. 4bra 198. abra

1. Mikor nevezink két egyenest parhuzamosnak?

2. Hogyan jeldljuk a parhuzamos egyeneseket?

3. Hogyan olvassuk az m || n felirast?

4. Milyen szakaszokat neveziink parhuzamosnak?

5. Milyen lesz a kélcsénos helyzete annak a két egyenesnek,

melyek mer6legesek egy harmadikkal?

6. Fogalmazzatok meg az egyenesek parhuzamossagi axio-
majat.

7. Milyen lesz a kdlcsdnds helyzete annak a két egyenesnek,
melyek parhuzamosak egy harmadik egyenessel?

8. Ha az egyenes metszi két parhuzamos egyenes kozll az
egyiket, akkor hogyan helyezkedik el ez az egyenes a ma-
sikhoz viszonyitva?
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GYAKORLATI FELADATOK |

Rajzoljatok at a flizetbe a 199. abrat. Huzzatok az A és B
pontokon &t az m egyenessel parhuzamos egyeneseket!

a b c
199. abra

Rajzoljatok egy haromszdget, és mind-
egyik csucsan keresztil fektessetek a
haromsz6g szemben fekvd oldalaival
parhuzamos egyeneseket.

Rajzoljatok &t a flizetbe a 200. &brat.
A B ponton keresztil rajzoljatok az AC
oldallal parhuzamos m egyenest, az AC
egyenessel parhuzamosan pedig a D pon-
ton keresztll egy n egyenest. Milyen lesz

; a N 200. 4bra
az m és n egyenesek kolcsonds helyzete?

GYAKORLATOK I

Lehet-e olyan egyenest rajzolni, amely parhuzamos az a és
b egymast metsz6 egyenesekkel?

Az aegyenes parhuzamos az ABC haromszdg AB oldalaval.
Lehet-e az a egyenes parhuzamos az AC oldallal is? Es a
BC-vel?

Az a és b egyenesek metszik egymast. Lehet-e egy olyan ¢
egyenest fektetni, amely parhuzamos lesz az a egyenessel,
és metszi a b egyenest?
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291.°

292.°

293.*

294.*

295.“

296.

297.

298.

299.
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Ki lehet-e jelenteni, hogy két szakasz akkor lesz parhuza-
mos, ha nincs kézoés pontjuk?

Ki lehet-e jelenteni, hogy csak egyetlen olyan félegyenes
létezik, amely az adott egyenessel parhuzamos, és egy adott
pont a kezdépontja?

Hany olyan szakasz létezik, amely parhuzamos egy adott
egyenessel, és &tmegy egy adott ponton, amely nem illesz-
kedik az egyenesre?

Az a és begyenesek merélegesek egy c egyenessel, a d egye-
nes metszi az a egyenest. Metszi-e a d egyenes a b-1?
Bizonyitsatok be, hogyha egy tetsz6leges egyenes, amely
metszi az a egyenest, metszeni fogja a b-t is, ekkor az a és
b egyenesek parhuzamosak lesznek.

ISMETLO GYAKORLATOK

Az AB szakaszon ugy vették fel a C és D pontokat, hogy
AC = BD. Az O pont a CD szakasz felez6pontja. Hata-
rozzatok meg a C és D pontok koézotti tavolsagot, ha
AB=21cm,AO0 :0OD=7:2

A B pont az AC egyenesre illeszkedik, a BD és BF
félegyenesek az AC egyeneshez viszonyitva kiulénboz6 fél-
sikokban helyezkednek el, ABD Z =80°, ABF Z = 150°, BM
pedig a DBF szdg szogfelez6je. Hatarozzatok meg az MBC
szog fokmértékét.

Az ABC haromszégben CM sualyvonal az AB oldal felével
egyenld, AZ =47°, BZ =43°. Mivel egyenlé az ACB szdg
fokmértéke?

FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,
SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL

Katinka és Jend egy négyzet alaku tohoz értek, melynek
kozepén egy négyzet alakl sziget van (201. &bra). A parton
talaltak két deszkéat, amelyek kicsit rovidebbek voltak, mint
a té partja és a sziget kozotti tavolsag. Hogyan juthatnak
at a szigetre, ha csak ezeket a deszkakat hasznalhatjak?
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14. Két egyenes parhuzamossaganak ismertet§jelei

Ha két, a és b egyenest egy harmadik ¢ egyenessel met-
szlink, akkor nyolc szdg keletkezik (202. abra). A cegyenest az a
és b egyenesek metsz6 egyenesének nevezzik.

A 36és 6, a4 és 5szogeket egy oldalon fekvé szogeknek
nevezzulk.

A 3 és 5, 4 és 6 szogeket kilonboz6 oldalon fekv6 szo-
geknek nevezziik.

A6és2 56s 1 36s7 4és 8szogeket megfeleld szogek-
nek nevezzik.

14.1. tétel. Ha két egyenesnek a harmadikkal valo
metszésekor a kiillénb6z8 oldali sz6geik egyenl6k, akkor az
egyenesek parhuzamosak.

Bizonyitds. 0 A 203. 4bran a c egyenes lesz az a és b egye-
nesek metsz6 egyenese, az 1Z = 2Z. Bebizonyitjuk, hogy a | b.

Ha az 1Z = 2Z= 90° (204. &bra), akkor az a és b egyenesek
parhuzamossaga az egyenesek parhuzamossadganak az ismerte-
t6jelébdl (13.1. tétel) kovetkezik.

a a c
*V4 1 , 1T
2
b fi /Ft N b “1
7/8
/
202. abra 203. abra 204. abra

Tegyuk fel, hogy a c egyenes az a és 6 egyenesek kozil egyik-
re sem merdleges. Jeldljik meg A és B-vel a c egyenes megfelel
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metszéspontjait az a és b egyenesekkel. Megjeldljik az M pontot
amely az AB szakasz felez6pontja lesz (205. abra). Az M ponton
keresztil ME merélegest bocsatunk az a egyenesre. Az ME egye-
nes és a b egyenes metszéspontja legyen F. Ekkor a kdvetkez6ket
kaptuk: az 1és 2 sz6gek a feladat feltétele alapjan egyenlék; a 3
és a 4 sz0gek pedig egyenl6k, mert csucsszégek. Tehat az AME és
BMF haromszdgek egybevagoak, az oldaluk és a rajta fekv6 szo-
geik alapjan, vagyis a haromszdgek egybevag6saganak masodik
ismertetdjele alapjan. Innen kovetkezik, hogy AEMZ =MFBZ =
= 90°. Ezzel bebizonyitottuk, hogy az a és b egyenesek merélegesek
az EF egyenesre, .tehat pdrhuzamosak egymassal. A

14.2. tétel. Ha két egyenesnek egy harmadikkal valo
metszésekor keletkezett egyoldali szogek 6sszege 180°-kal
egyenl6, akkor ezek az egyenesek parhuzamosak.

Bizonyitas. ©A 206. abrdn a cegyenes lesz az a és b egyene-
sek metsz6 egyenese, 1Z +2Z = 180°. Bebizonyitjuk, hogy a || b.

Az 1és 3 szogek mellékszogek, tehat az iZ + 3Z = 180°. Mivel
az 1Z +2Z = 180° ezért a 2Z = 3Z. A 2 és 3 kiillénb6z6 oldalon
fekvd szogek, ezért a 14.1. tétel alapjana | b. A

1 a
b
205. 4bra 206. abra 207. abra
14.3. tétel. Ha két egyenesnek egy harmadikkal valé

metszésekor a megfeleld szogek egyenlék, akkor ezek az
egyenesek parhuzamosak lesznek.

Bizonyitds. A 207. &bréan a c egyenes az a és b egyenesek
metsz6 egyenese lesz, 1Z = 2Z. Bebizonyitjuk, hogy a | b.

Az 1 és 3 szdogek egyenl6k, mert cstcsszégek. Mivel 1z =
=2Z és 1Z = 3z, innen kovetkezik, hogy 2Z = 3Z. De a 2 és a
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3 szégek kilénb6zd oldalon fekvd szdgek. Ezért a két egyenes
parhuzamossagéanak ismertet6jele alapjan (14.1. tétel) a | b. A
Feladat. A 208. abrdn az AB - CD, ABDZ = CDBZ. Bizo-
nyitsatok be, hogy BC | AD.
Megoldas. Az ABD és CDB harom-
szogeknél az adottak alapjan ismert, hogy
AB =CD, ABDZ = CDBZ, a BD pedig a
kdzos szar. Tehat, az ABD és CDB ha-
romszogek egybevagobak két oldaluk és
kdzbezart sz6glk alapjan, vagyis az elsd
ismertetdjel alapjan.
Ekkor BDAZ =DBCZ. Mivel a BDA
és DBC szogek a BC és AD egyeneseket metszd BD egyenes kii-
16nb6z6 oldalain fekvé szdgei, és ezek egyenlék, tehat BC || AD.%

1. Milyennek kell lennitk két egyenes egy harmadikkal torténd
metszésénél a kiilonb6z6 oldalakon fekvd szégeknek, hogy
az adott egyenesek parhuzamosak legyenek?

2. Milyennek kell lenniiik két egyenes egy harmadikkal tértén6é
metszésénél az egy oldalon fekv6 szégeknek, hogy az adott
egyenesek parhuzamosak legyenek?

3. Milyennek kell lenniiik két egyenes egy harmadikkal torténé
metszésénél a megfeleld szégeknek, hogy az adott egye-
nesek parhuzamosak legyenek?

GYAKORLATI FELADAT

300.° Rajzoljatok két AB és CD egyenest. Huzzatok egy MK egye-
nest, amely metszi az AB és CD egyeneseket. AZAB és az MK
metszéspontjatjeldljik Obetlivel, a CD és MK metszéspontjat
pedig E betlivel. P6toljatok ki a szévegben a hianyzo részeket:
1) az AO M szdg és ... megfeleld;
2) az AOE szdg és ... megfeleld;
3) az AOE szbg és ... kulénb6z6 oldalon fekvé;
4) az AOE sz0g és ... egy oldalon fekvé
Nevezzétek meg, milyenek (megfelel, kulonbdz6 oldalon
fekv6 vagy egy oldalon fekvé) lesznek a: 1) BOMZ és DEMZ;
2) BOEZ ésDEMZ; 3) BOEZ és OEC szdgek.
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301.° Rajzoljatok két egyenest és a metsz6 egyenesiiket. Szamoz-
zatok meg a szogeket, amelyek az adott egyenesek met-
szésekor keletkeztek. Soroljatok fel azokat a szogparokat
melyek: 1) megfelel6 szdgek; 2) egy oldalon fekv6 szdgek;

3) kilénb6zd oldalon fekvd szdgek lesznek.

1/ GYAKORLATOK

302.° Nevezzétek meg a 209. abran lévd 6sszes szogpart, melyek
kulénb6z6 oldalon fekvék, egy oldalon fekv6k és megfelel6ek.

303.° irjatok le a 210. &bran 1év6 szdgek kdzul melyek:

1) egy oldalon fekv6 szdgei a BC és AD egyenesek és az AB
metszd egyenes altal alkotott szogeknek;

2) egy oldalon fekv@ szdgei a CE és CD egyenesek és az AD
metsz6 egyenes altal alkotott sz6geknek;

3) kiillénb6z6 oldalon fekvd szégei a BC és AD egyenesek és
a CE metsz6 egyenes altal alkotott sz6geknek;

4) megfeleld szogei a CE és CD egyenesek és az AD metsz6
egyenes altal alkotott szogeknek;

5) egy oldalon fekv@ szdgei a BC és AD egyenesek és a CE

metsz6 egyenes altal alkotott sz6geknek.

209. abra 210. abra
304.° A 211. a—d abran lév8 a és b egyenesek koziil melyek lesznek
parhuzamosak?

211. abra
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305.° Parhuzamosak-e a.212. abran lév6aésb
egyenesek, ha:
1) 3Z = 6Z;
2) 2Z = 6Z;
3) 4Z = 125°, 6Z = 55°;
4) 2Z = 35°, 5Z = 146°;
5) [z =98°, 6Z = 82°

6) 1Z = 143°, 7Z = 37°? 212. abra
306.° A 213. a-d abradk melyikén lesznek az m és n egyenesek
parhuzamosak?
m
213. 4bra

307.° A 214. 4bran nevezzétek meg a parhuzamos egyenesparokat.

308.° irjatok le a 215. 4bran lév6é parhuzamos egyeneseket, ha
[z =53° 27 = 128°, 3Z = 127°.

214. abra 215. abra
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309.

311.*

312.*

313.*

314."

315."

316.'
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B B C

216. abra 217. 4bra 218. abra

A 216. abran AB - BC, CD =DK. Bizonyitsatok be, hogy
az AB | DK.

A 217. 4bran AK a BACZ szogfelez6je lesz, AM = MK. Bi-
zonyitsatok be, hogy az MK || AC.

A 218. abrdan ACBZ =ACDZ, AD =CD. Bizonyitsatok be,
hogy BC || AD.

Az ABC haromszdgben ismert, hogy AB - BC, AZ = 60°, a
BCD sz6gnek az ACB szdg a mellékszége, CM a BCD szég
szogfelez6je. Bizonyitsatok be, hogy AB || CM.

Az AB és CD szakaszok az O pontban metszik és felezik is
egymast. Bizonyitsatok be, hogy AC || BD.

A 219. 4bran az AB = CD, B C - AD. Bizonyitsatok be, hogy
AB | CD.

A 220. dbrén az a, b és k egyenesek lathaték. Ismert, hogy
egy m egyenes metszi az a egyenest. Metszi-e az m egyenes
a b-t?

Milyen lesz a 221. 4bran lévé CD és EF egyenesek kdlcsonds
helyzete?

317.** Az ABC sz0g 60°, a BCD szog pedig 120°. Ki lehet-e jelenteni,

hogy az AB és CD egyenesek padrhuzamosak?
A B

219. abra 220. abra 221. dbra
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319.”

320."

321."

322.

323.

324,

325.
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Az a és c egyenesek kdzotti szog egyenld a b és c egyenesek
kozotti szoggel. Ki lehet- e jelenteni, hogy az a és b egyene-
sek parhuzamosak?

Az a és &egyeneseket metszd c egyenes altal keletkezett
nyolc szég kozil négy szog 40°-os, a tébbi pedig 140°-os. Ki
lehet-e jelenteni, hogy az a és b egyenesek parhuzamosak?
Egy egyenes az ABC haromszdg BM szdgfelezdjét egy
O pontban metszi, amely a BM szakasz felezépontja, a
BC oldalat pedig egy K pontban. Bizonyitsatok be, hogyha
OK A BM, akkor MK | AB.

Az AMés CKszakaszok az ABC haromszdg sulyvonalai. Az
AM szakasz M pontjan tali meghosszabbitasan felmértek
egy MF szakaszt, a CK szakasz K pontjan tali meghosz-
szabbitasan pedig egy KD szakaszt ugy, hogy MF = AM,
KD = CK. Bizonyitsatok be, hogy a B, D és F pontok egy
egyenesre illeszkednek?

ISMETLO GYAKORLATOK

Az OC félegyenes az AOB szOget két

részre osztja gy, hogy AOCZ :BOCZ =

= 3:5. Hatérozzatok meg az OC fél-

egyenes és az AOB szog mellékszogének

szogfelezbje kozotti szoget, ha BOC szig

42°-kal nagyobb, mint az AOC szdg.

A 222. 4brdn AB =BC, ABKZ =CBMZ.

Bizonyitsatok be, hogy BM = BK.

Az ABC és ABC egyenl6 szari haromszégeknek kozos az
AC alapja. A BD egyenes az AC szakaszt egy E pontban
metszi. Bizonyitsatok be, hogy AE = EC.

FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,
SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL

Mondjatok példakat arra, amikor a hdromszdégnek és a
négyszognek a kdzos része (metszete) nyolcszog.
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EUKLEIDESZ OTODIK POSZTULATUMA

A 6. pontban megismerkedtetek azzal, hogy az axioma egy
egyértelmd, nyilvanvalo kijelentés. Akkor viszont az 1.1. és az
5.1. tételeket miért nem soroljak az axiomak kozé, hiszen ezek is
egyértelm(ek? Erre a kérdésre a felelet kézenfekv6? ha valamilyen
kijelentést be lehet bizonyitani axioméak vagy mar bizonyitott
tételekkel, akkor az ilyen kijelentés mar tétel lesz és nem axiéoma.

Ebbél az allaspontbhdl vizsgalva, egy nagyon tanulsdgos tor-
ténet Eukleidész. 6todik posztuldtuma (emlékeztet6il: a Mértan
torténete fejezetben méar megfogalmaztuk az elsé négy posztula-
tumot).

V. Ha egy egyenes Ugy metsz két egyenest, hogy
posztula- az egyik oldalan keletkezé belsé sz6gek 6sszege
tiim. kisebb két derékszdgnél, akkor e két egyenes a

metszének ezen oldalan meghosszabbitva metszi
egymast (223. abra).

Be lehet bizonyitani, hogy az 6tédik posztulatum és a 13.
pontban megadott egyenesek pdrhuzamossagi axiomaja egyenérté-
kiek, vagyis a posztulatumbdl kévetkezik az axioma, az axioméabol
pedig a posztulatum.

Tobb mint hisz évszdzadon keresztiil nagyon sok tudés
probalkozott az 6tédik posztulatum bebizonyitasaval, vagyis leve-
zetni azt a tobbi euklideszi axioma segitségével. De csak a XIX. sza-
zad elején jutott el egymastél figgetlenil néhdny matematikus
a kovetkez6 megallapitasra: az az allitas, hogy az adott egyenes-
hez egy kiilsé ponton at egyetlen parhuzamos hldzhaté6 —axiéma.

Nektek ugy tlinhet, hogy ebben nincs semmi
kilonleges: csak a parhuzamossagi axiémat kell
az eddig ismert axiémakhoz hozzéakapcsolni és
bizonyithatok a tételek.

De ha a futball jatékszabalyaihoz hozzdadunk

a + B< 180° mégegyet’Példaul megengedjik, hogy ajatékosok
a keziket is hasznalhassak, akkor egy egészen
223. 4bra mas jatékot kapunk.
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Ha az 6todik posztulatum egy elfogadott szabaly, és nem tétel,
akkor azt helyettesithetjik egy masik szabéallyal.
igy tett a hires orosz matematikus, a
kazanyi egyetem professzora, Mikola lva-
novics Lobacsevszkij (1792-1856). O csak
egy szabalyt - az egyenesek parhuzamos-
saganak axiomajat - helyettesitette egy
maésikkal: Az egyeneshez egy kiilsé pontbol
legalabb két olyan egyenes huzhatd, amely
nem metszi az adott egyenest. Az (j axidma
segitségével épitette fel a matematikus a
nem euklideszi geometriat.
Hasonlé felfedezésre jutott kicsit kés6bb
Bolyai Janos (1802-1860) magyar mate-

matikus. M. I. Lobacsevszkij

15. Parhuzamos egyenesek tulajdonsagai

15.1. tétel (a 14.1. tétel forditott]a). Ha kétpar-
huzamos egyenest egy harmadik metsz, akkor a kiilénb6z6
oldalakon 1év6 szégparok egyenlék.

Bizonyitds. 0A 224. 4brén az a és b egyenesek parhuzamo-
sak, ¢ pedig az 6ket metsz6' egyenes. Bebizonyitjuk, hogy 1Z = 2Z.
Legyen 1Z * 2Z. Ekkor a K ponton keresztiil fektetiink egy
olyan axegyenest, hogy 3Z = 2Z (224. abra). A 3-as és a 2-es sz6-
gek az axés b, valamint az 6ket metsz8d' ¢ egyenesek kilénb6z4
oldalain fekv6 szogei lesznek. Két egyenes parhuzamossdganak
ismertetéjele alapjan (14.1. tétel) az ax| b. Azt kaptuk, hogy a K
ponton keresztil két egyenes megy at, melyek parhuzamosak a b
egyenessel. Ez ellentmond a parhuzamossagi
axiomanak. Vagyis a feltételezésiink nem igaz,
tehat 1z =2Z. A

15.2. tétel (a 14.3. tétel forditottja
(inverze)). Ha kétparhuzamos egyenest
egy harmadikkal metszink, akkor a meg-

felel6szogparokat alkoto szogek egyenlék.
224. abra
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Bizonyitds. ©A225. abran az a és b egyenesek parhuzamosak,
a c egyenes pedig metsz6 egyenes. Bebizonyitjuk, hogy 1Z = 2Z.

Aparhuzamos egyenesek tulajdonsaga (15.1. tétel) alapjan a 3-as
és a 2-es szogek egyenl6k, mint az a és b parhuzamos egyenesek és
a ¢ metsz0 egyenes altal alkotott kiillénb6z6 oldali szogek. De a 3-as
és az 1-es szogek is egyenl6k, mint csdcsszogek. Tehat 1Z =2Z. a

15.3. tétel (a 14.2. tétel inverze). Ha kétparhuza-
mos egyenest egy metszd egyenes metsz, akkor az egyoldali
szdgek 6sszege 180°,

Bizonyitds:® A 226. 4brén az a és bparhuzamos egyenesek, a
c egyenes pedig metsz6 egyenes. Bebizonyitjuk, hogy IZ +2Z = 180°.

Az egyenesek parhuzamossdganak tulajdonsaga alapjan
(15.1. tétel) a 3-as és a 2-es szogek egyenlék, mint az a és b par-
huzamos egyenesek és a c metsz0 egyenes altal alkotott kiilonb6z6
oldali szdgek. De a 3-as és az 1-es szogek mellékszdgek, ezért
iz +3Z =180°. Tehat iZ +2Z = 180°. a

225. abra 226. abra 227. dbra

Kovetkezm ény. Ha az egyenes meréleges két par-
huzamos egyenes kozul az egyikre, akkor merdleges lesz a
masikra is (227. abra).

Ezt a kdvetkezményt 6nalléan bizonyitsatok be.

O—n 1. feladat. Bizonyitsatok be, hogy
a parhuzamos egyeneseknek minden pontja
egyenl6 tavolsagra van a méasik egyenestél.

Megoldas. Legyen a és b parhuzamos
egyenesek (228. abra), az M és N pedig az a
egyenes két tetszéleges pontja. Ezekbdl MK és
NP mer8legeseket bocsatunk a b egyenesre.
Bebizonyitjuk, hogy MK =NP.

M N
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Megvizsgaljuk az M KN és PNKhéaromszdgeket. AK N szakasz
a kozos oldaluk. Mivel MK Lbés NP JLb, ezért MK\\NP, az MKN
6sPNK szogek egyenl6k, mint az MK és NK parhuzamos egyenesek
és a KN metsz6 egyenese altal alkotott kiillénb6z6 oldali szdgek.

Hasonl6an az MNK és PKN szégek is egyenlék, mint az M N és
KP parhuzamos egyenesek és a KN metsz0 egyenes altal alkotott
kuldénb6zd oldali szdgek.

Tehat az MKN és PNK haromszogek egybevagoak az oldaluk
és a rajtuk lévo két szdgik alapjan, vagyis a haromszdégek egybe-
vagosaganak masodik ismertetdjele szerint. Ekkor MK - NP,

M eghatdrozas. Két parhuzamos egyenes k6zot-
ti tdvolsdgnak az egyenes barmely pontja és a masik
egyenes kozotti tdvolsagot nevezzik.

A 228. abréan példaul az a és b parhuzamos egyenesek kdzotti
tavolsdg az MK szakasz hossza lesz. g

2. feladat. A229. 4bran az AKszakasz az A
ABC haromszdg szogfelez6je, MK |AC. Bizonyit- /\
satok be, hogy az AMKharomszdg egyenl6 szaru. M/

Mego Idus. Mivel azAK az ABC haromszdg \
szogfelezbje, ezért MAKZ =KACZ. a -

A KAC és MKA szdgek egyenl6k, mintaz MK 229. abra
és AC parhuzamos egyenesek és az AK metszé
egyenes altal alkotott kiillénb6z6 oldali szdgek.

Vagyis MAKZ = MKAZ.
Tehat az AMK haromszog egyenld szard. o

m 1. Milyen tulajdonsaga van a kulénb6z6 oldalon 1év6é sz6gek-
nek, melyek két padrhuzamos egyenes és a metsz6 egyenes
altal keletkeznek?

2. Milyen tulajdonsaga van a megfelel§ szogeknek, melyek két
parhuzamos egyenes és a metsz6 egyenes altal keletkeznek?

3. Milyen tulajdonsaga van az egyoldali sz6geknek, melyek
két parhuzamos egyenes és a metsz8 egyenes altal kelet-
keznek?

4. Ismert, hogy az egyenes mer@leges a két parhuzamos
egyenes kozll az egyikre. Biztosan mer@leges lesz-e a
masik egyenesre is?

5. Mit neveziink két parhuzamos egyenes kozotti tdvolsagnak?
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\' X gyakorlatok

326.° A 230. abran hatarozzatok meg az 1-es szég nagysagat.
327.° A 231. dbran hatarozzatok meg a 2-es sz6g nagysagat.

100°/ | 40
n a p
| |
231. abra

328.° Két parhuzamos egyenes és a metsz8' egyenes altal kelet-
kezett egyoldali szogek kilonbsége 50°. Hatarozzatok meg
ezeket a szdgeket.
329.° Két parhuzamos egyenes és a metsz6 egyenes altal keletke-
zett egyoldali szogek kodziil az egyik a masiknak a 4-szerese.
Hatadrozzatok meg ezeket a szogeket.
330.° Hatarozzatok meg minden szog ertékét, melyek két parhu-
zamos egyenes és a metszd egyenes altal keletkeznek, ha:
1) az egyik szog 48°:
2) két sz6g fokmértékének az ardnya 2 : 7.
331.° Hatarozzatok meg minden szog ertékét, melyek két parhu-
zamos egyenes és a metsz6 egyenes altal keletkeznek, ha
az egyik fokmértéke 24°-kal kisebb, mint a masik.
332.° A 232. 4brdn az m || n, p | k,
iz =50°. Hatarozzatok meg a 2-es,
3-as és 4-es szoget.
333.° AZzABC egyenl6 szaru haromszog-
nek az AC alapjaval parhuzamos
egyenes az AB és BC szarat meg-
feleléen a D és F pontokban met-
szi. Bizonyitsatok be, hogy a DBF
haromszdg egyenld szara.
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335.°

336.°

337.°

338/

339/

340/

341/

342/
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Az ABC egyenl6 oldali haromszég (AB = BC) AC és BC
oldalainak meghosszabbitasan az A és B pontokon tal a P
és K pontokat ugy vették fel, hogy PK | AB. Bizonyitsatok
be, hogy a KPC hadromszdg egyenld szaru.

Az AB és CD szakaszok az O pontban metszik egymast,
AO =BO, AC | BD. Bizonyitsatok be, hogy CO = DO.

Az MK és DE szakaszok az F pontban metszik egymast,
DK=ME, DK | ME. Bizonyitsatok be, hogy MEFA =KDFA.

Véalaszoljatok a kérdésekre.

1) Lehetnek-e tompaszdgek a két parhuzamos és a metszé
egyenesiik altal keletkezett egyoldali sz6gek?

2) Lehet-e a két parhuzamos és a metsz6 egyenesiik altal
keletkezett kiilonb6z6 oldali két szog 6sszege 180°?

3) Lehetnek-e egyenld sz6gek a két parhuzamos és a metsz§
egyenesiik altal keletkezett egyoldali sz6gek?

A 233. 4brdn AB | CD, BC | AD. Bizonyitsatok be, hogy

BC =AD.

A 233. 4bran BC =AD, BC | AD. Bizonyitsatok be, hogy

AB || CD.

A 234. abran MK | EF, ME - EF, KMFZ =70°. Hatarozzatok

meg az MEF szog fokmertékét.

A ABC haromszdg B csucsan keresztil az AC egyenessel

parhuzamosan egy MK egyenest fektettek (235. abra),

MBAZ = 42°, CBKZ = 56°. Hatarozzatok meg az ABC

haromszog szogeit.

Az ABC haromszdg A csltcsan atmend, a szemkozti oldal-

lal parhuzamos egyenes az AC oldallal olyan szdget alkot,

amely a BAC szoggel egyenl6. Bizonyitsatok be, hogy az

ABC haromszdg egyenl6 szara.

233. abra 234. abra 235. abra



236. abra 237. 4bra 238. abra

343/ A 236. 4bran az MABZ = 50°, ABKZ = 130°, ACBZ = 40°.
CE az ACD szdg szogfelez6je. Hatarozzatok meg az ACE
haromszdg szogeit.

344/ A 237. &bran BE LAK, CF LAK, CK az FCD szdg szogfe-
lez6je, ABEZ = 62°. Hatarozzatok meg az ACK szdget.

345/ A 238. 4bran BC | MK, BK= KE, CK = KD. Bizonyitsatok
be, hogy az AD | MK

346/ A239. 4bran AB =AC,AF-FE, AB | EF. Bizonyitsatok be,
hogy AE LBC.

347/ Az ABC egyenld szaru haromszdg alapja AC. A BD szdgfe-
lez6jének egy tetszéleges M pontjan keresztil egyeneseket
haztak, melyek parhuzamosak az AB és BC oldalakkal,
és az AC oldalt megfeleléen az E és F pontokban metszik.
Bizonyitsatok be, hogy DE = DF.

348." A 240. abran AB || DE. Bizonyitsatok be, hogy BCDZ =
=ABCZ + CDEZ.

349." A 241. 4bran AB | DE, ABCZ = 120°, CDEZ = 150°. Bizo-
nyitsatok be, hogy BC LCD.

350." Az ABC haromszdg B csucsan at egy egyenest fektettek par-
huzamosan a hdromsz6g AMszogfelezéjével. Ez az egyenes
az AC oldalt egy K pontban metszi. Bizonyitsatok be, hogy
a BAK haromszog egyenld szaru.

B B A R A

A F C D E D E

239. abra 240. abra 241. abra
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Az ABC héromszdg AE és CF szbgfelez6inek O metszés-
pontjan keresztiil az AC egyenessel parhuzamos egyenest
fektettink. Ez az egyenes az AB oldalt M pontban, aBC
oldalt pedig K pontban metszi. Bizonyitsatok be, hogy
MK =AM + CK.

Az ABC haromszdg BAC és BCA szbgeinek szogfelezdi az
O pontban metszik egymast. Ezen a ponton 4t az AB ésBC
egyenesekkel parhuzamosan egyeneseket fektetiink, me-
lyek az AC oldalt megfelel6éen az M és K pontban metszik.
Bizonyitsatok be, hogy az M OK haromszdg keriilete az AC
oldal hosszaval egyenlé.

ismétlé gyakorlatok

Az AB szakaszon ugy jel6ltiink egy C pontot, hogyAC :BC =
=2: 1. Az AC szakaszon pedig ugy jeléltiink egy D pontot,
hogy AD :CD = 3:2. Milyen ardnyban osztja a D pont az
AB szakaszt?

Az AC és BD szakaszok egy O pontban metszik egymast,
AB - BC - CD =AD. Bizonyitsatok be, hogy AC A BD.

Az MOE haromszdg MO oldalan agy jeldltiink egy A pon-
tot, a TPK hdromszdg TP oldalan pedig egy B pontot, hogy
MA - TB. Mekkora a BKP szdg fokmértéke, ha MO = TP,
MZ =TZ, 0Z=PZ,AEOQZ = 17°?

FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,
SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL

A 242. abran egy nagyon bonyolult
zart torottvonal lathatd. Atordttvonal
egy sokszdget hatarol. A rajzon jeldl-
tek egy tetsz6leges pontot. Hogyan
lehet leghamarabb meghatérozni,
hogy a pont a sokszdghoz illeszkedik,
vagy nem illeszkedik hozza? 242. &bra
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16. A haromsz0g szogeinek 6sszege. Haromszdg-egyenlétlenség

A hadromszdg a sikmértan legfontosabb alakzata. Aharomszo-
gek vildga nagyon véltozatos, de a kdvetkez6 tulajdonsdg minden
haromszogre jellemzé lesz.

16.1. tétel. A hdromsz6g sz6geinek dsszege 180°.

Bizonyitas.©Vizsgaljunk meg egy tetszéleges ABC harom-
szoget. Be kell bizonyitani, hogy AZ. + BZ + CZ = 180°.

A B csucsan keresztil egy olyan a egyenest hidzunk, amely
parhuzamos az AC egyenessel (243. abra). Azt kaptuk, hogy az AZ
és az 1Z egyenl6k, mint az AC és a parhuzamos egyenesek
valamint az AB metszd egyenesek altal alkotott (valtdszogek)
kulénb6z6 oldalon fekvé szdgek. Hasonldéan bizonyitjuk, hogy
CZ - 3Z. De az 1-es, 2-es és 3-as szdgek B cslcsu egyenesszdget
alkotnak. Tehat AZ + ABCZ + CZ = 1Z +2Z +3Z = 180°. A

Kovetkezmény. A haromszdg szogei kozott legalabb
két hegyesszdg van.

Bizonyitsatok be ezt a kévetkezményt dnélldan.

Ebbél a kbvetkezménybdl az is adddik, hogy az egyenld szaru
haromszdgnek az alapnal 1év6 sz6ge mindig hegyesszog.

243. abra 244. abra

Meghatarozas. Aharomszog kulsé szégének azta
szoget nevezzik, amely mellékszdge a haromszdg szdgének.

A 244, abran az 1-es, 2-es és 3-as szogek lesznek az ABC
haromszog kilsé szdgei.

16.2. tétel. A haromszog kulsé szdge egyenld a vele mel-
lékszoget nem alkotd két bels6 szdg 0sszegével.

Bizonyitas. ® A 244. 4bran az 1l-es, 2-es és 3-as szOgek
az ABC haromszég kiilsé szdgei. Be kell bizonyitani, hogy
iZ =5Z+6Z,2Z=4Z +6Z, 3Z = 4Z + 5Z.
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Bebizonyitjuk a harom egyenléség kozil példaul az els6t
(a tobbi egyenl6ség is hasonldan bizonyithat6 be).

A mellékszogek tulajdonsagabdl kovetkezik, hogy 1Z +4 Z =
= 180°. Aharomszog szégeinek 6sszegérdl sz6lo tétel alapjan 4Z +
+5Z + 6Z = 180°. Ezekb6l kovetkezik, hogy IZ +4Z =4Z +5Z +
+6Z, innen pedig kapjuk, hogy 1Z =5Z + 6Z a

Kévetkezmény. A haromszog kulsd szége nagyobb a
vele mellékszéget nem alkotd barmely belsé szognél.

Bizonyitsatok be dnalldan ezt a kdvetkezményt.

16.3. tétel (a hdromszdég-egyenlotlenseg). A
haromszog barmely oldalanak hossza kisebb a méasik két
oldal hosszanak 6sszegénél.

Bizonyitas: © Vizsgaljuk meg az ABC haromszoget
(245. abra). Be kell bizonyitani, hogy: 1) AB <AC + CB;
2)AC<AB +BC; 3) BC<BA +AC.

Bebizonyitjuk az els6 egyenl6tlenséget (a méasik két bizonyitas
hasonléan torténik).

Feltételezzlk, hogy az az egyenl6tlenség, amit be kell bizonyi-
tani nem igaz. Ekkor AB >AC + CB vagy AB =AC + CB.

1 Legyen AB >AC + CB. Akkor az AB oldalon fel lehet venni
a Cjés C2pontokat ugy, hogy AC = ACXés BC - BC2(245. abra).
Mivel mi azt feltételeztiik, hogyhaAB >AC +CB, ezértAB >AC]+
+BC2 Tehat az ACXés BC2szakaszoknak nincs kdzds pontja.

C

245. abra

Az ACjC és BC2C hegyesszogek lesznek, mert az ACXC és
BC2C egyenld szart haromszdgeknek az alapon fekvd megfeleld
szbgei. Ekkor az 1-es és 2-es szogek tompaszdgek lesznek, mint a
hegyesszogeknek a mellékszdgei. Ellentmondasra jutottunk, mert
igy a CjCC2haromszognek két tompaszdge lenne.

2) Hasonldan bizonyithaté (6nalléan végezzétek el), hogy az
AB = AC + CB egyenldséggel is ellentmondasra jutunk. A
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A bebizonyitott tételb6l kovetkezik, hogy amikor harom sza-
kasz kozll az egyiknek a hossza nem kisebb, mint a méasik két
szakasz hosszanak az 6sszege, akkor ezek a szakaszok nem lehetnek
a haromszdg oldalai (246. abra).

A 23. pontban fogtok megismerkedni azzal, hogy amikor hdrom
adott szakasz kozul barmelyik kisebb, mint a méasik kettd dsszege,
akkor ezek a szakaszok lehetnek egy haromszdg oldalai.

Mar tudjatok, hogy a haromszogben egyenlé oldalakkal szem-
ben egyenld szdgek vannak, és egyenld szogekkel szemkdzt egyen-
I6k a haromszd6g oldalai (9., 10. pontok). Ezeket a tulajdonsagokat
a kovetkezd tétel egésziti ki.

16.4. tétel. Barmely haromszégben nagyobb oldallal
szemben nagyobb sz6g van, és forditva, nagyobb szdéggel
szemben nagyobb oldal fekszik.

Bizonyitas. ® 1) Nézziink egy ABC haromszdget, melyben
AB >BC. Be kell bizonyitani, hogy ACBZ >AZ (247. abra).

B

246. abra 247. abra 248. abra

Mivel AB >BC, ezért az AB oldalon van egy olyan M pont,
hogy BM - BC. Kaptunk egy MBC egyenl8 szari haromszoget,
melyben BMCZ = BCMZ.

Mivel a BMC szdég az AMC haromszdg kilsé szoge, ezért
BMCZ >AZ. Az alabbi egyenlétlenséglanc bizonyitja a tétel elsé
részét:

ACBZ >MCBZ =BMCZ >AZ.

2) Vizsgaljuk meg az ABC haromszéget, melyben CZ > AZ.

Be kell bizonyitani, hogy AB >BC.
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Mivel ACBZ >AZ, ezé.rt az ACB szoget fel lehet osztani ACM
és MCB szogekre Ugy, hogy ACMZ = AZ (248. abra). Ekkor az
AMC haromszdg egyenld'szaru lesz, MA és MC egyenl6 oldalakkal.

A BC oldalra felirjuk a haromszdg-egyenl8tlenséget:
MC + MB > BC. Kovetkez6t kapjuk: AB = AM + MB =
= MC+MB>BC. a

Megjegyezziik, hogy a 16.4. tétel masodik felét indirekt bizo-
nyitassal is be lehet bizonyitani: feltételezzik, hogy BC >AB, és
ezutan alkalmazzuk a mar bebizonyitott els6 részét a tételnek.
Veégezzétek el onélldan ezt a bizonyitast.

O—<j Feladat. Az ABC haromszdg CM sulyvonala az AB
oldal felével egyenld. Bizonyitsuk be, hogy az ABC haromszog
derékszogd.

Megoldas. A feladat feltétele alapjan AM - CM (249.4bra).
Tehat az AMC haromszdgben az A és az ACM szdgek egyenlék.

Az ACB haromszdgben: AZ + BZ +
+ ACBZ = 180°. Figyelembe véve, hogy
AZ = ACMZ és BZ = BCMZ, ebbdl azt
kapjuk, hogy: ACMZ +BCMZ +ACBZ = 180°.
Mivel ACMZ + BCMZ = ACBZ, ezért
2ACBZ = 180°. Vagyis ACBZ = 90°

Tehat az ABC haromszog derékszogu. 249. dbra
?
;1. Mivel egyenlé a haromszdg szdgeinek 0sszege?
2. Legaladbb hany hegyesszdge van barmilyen haromszdégnek?
3. Milyen széget neveziink a haromszog kiils6 szogének?
4. Milyen 6sszefliggés van a haromszoég kiils6 szége és a vele

mellékszdget nem alkotd bels6 szdogek kdzott?

5. Hasonlitsatok 6ssze a haromszog kiils6 szdgét, a vele mel-
Iékszdget nem alkotd bels6 szégével.

6. Fogalmazzatok meg a haromszdg-egyenl6tlenségrél szolo
tételt.

7. Fogalmazzéatok meg a haromszdg oldalai és szdgei kdzotti
Osszefliggésrél szolo tételt.
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Hatarozzatok meg a haromszég sz6gét, ha a masik két szoge
35° és 96°.

A haromszdg egyik szége haromszor kisebb, mint a masik,
és 35°-kal kisebb, mint a harmadik. Hatarozzatok meg a
haromszo6g szégeit.

Hatarozzatok meg a haromszdg szogeit, ha fokmértékik
ugy aranylik egyméashoz, mint 2:3:7.

360.° Hatarozzatok meg az egyenld oldali hdromszdg szdgeit.
361.° Hatarozzatok meg az egyenld szaru derékszogl ha-
romszog szogeit.

Az egyenl6 szaru haromszog alapon fekvé szége 63°. Hata-
rozzatok meg a csucsanal 1év6 szogét (szarszdgét).
Hatarozzatok meg az egyenl6 szartu haromszdg alapon fekvd
szogét, ha szarszoge 104°.

Hatarozzatok meg az egyenld szari haromszo6g szégeit, ha
a szarszdge 4-szer nagyobb, mint az alapon fekvd szbge.
Hatarozzatok meg az egyenld szari haromszog szdgeit, ha
az alapon fekv0 szoge 48°-kal kisebb, mint a szarszdge.
Hatarozzatok meg az egyenl6 szari haromszog szogeit,
ha az egyik szbége: 1) 110°; 2) 50°. Hany megoldasa van a
feladatnak?

Hatarozzatok meg az egyenld szari haromszdg szbgeit, ha az
egyik szoge: 1) 42°; 2) 94°. Hany megoldésa van a feladatnak?
Lehetnek-e az alabbi mennyiségek egy hdromszdg oldalai:
1) 6cm, 5cm, 12 cm; 2) 6cm, 5cm, 11 cm?

Az ABC haromszdgben ismert, hogy CZ= 90°, AK szdgfele-
26, BAKZ - 18°. Hatarozzatok meg az AKC és ABC szdgek
mértékeit.

Az ABC haromszdgben ismert, hogy AB =BC, CK szdgfelez6,
AZ = 66°. Hatarozz4tok meg az AKC sz6g mértékét.

Az ABC haromszdg AK és CM szdogfelez6i az O pontban
metszik egymast, BACZ = 116°, BCAZ = 34°. Hatarozd meg
az AOC szoget.

Az egyenld szari ABC haromszogben, amelynek B szarszége
36°-kal egyenl6, meghuztak az AD szdgfelez6t. Bizonyitsatok
be, hogy az ADB és CAD haromszdgek egyenld szaruak.
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Az ABC haromszdégben megrajzoltdk a BF szogfelez6t. Ha-
tarozzatok meg a C szégét, ha AZ - 39°, AFBZ = 78°.
Bizonyitsatok be, hogyha a haromszdg egyik szdge egyenlé
a méasik két szégének dsszegével, akkor az ilyen hdromszdg
derékszogl lesz.

A 250. abran nevezzétek meg a kilsé szégeket:

1) az MEF haromsz6g E és F cslcsainal;

2) az MKE haromszdg E csucsanal.

A 251. abran nevezzétek meg azokat a haromszogeket,
melyeknek a kilsé szoge: 1) AMB szog; 2) BMD szdg lesz.

B D

KE F N

250. abra 251. abra

A haromszog egyik kiulsé szoge 75°. Mivel lesz egyenl6:

1) az ehhez a csucshoz tartozo bels szoge;

2) a vele mellékszdget nem alkotd sz6gek dsszege?

Lehet-e a hAromszdg kiils6 szdge kisebb, mint a vele mellék-
szoget alkoto sz6g? A kérdés megvélaszoldsa utan adjatok
meg a haromszdég tipusat.

Allapitsatok meg a haromszog fajtajat, ha az egyik kiilsé
sz0ge egyenl6 a vele mellékszdget alkotd belsd szdgével.
A haromszog egyik kiilsé szoge 136°, a hdromszdg egyik
sz0ge pedig 61°. Hatdrozzatok meg a haromszdg ismeretlen
sz6gét, amely nem alkot mellékszoget az adott kiilsd sz6ggel.

381.c A haromszog egyik kils6é sz6ge 154°. Hatarozzatok meg a

haromszdg azon szdgeit, amelyek nem alkotnak mellékszo-
get az adott szdggel, és az egyik 28°-kal nagyobb a méasiknal.

382.> Aharomszog egyik kiilsé szoge 98°. Hatarozzatok meg a ha-

romszdg azon szdgeit, amelyek nem alkotnak mellékszdget
az adott sz6ggel, ha az egyikik 6-szor kisebb, mint a masik.
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Hatarozzatok meg az egyenl6 szari haromszdg szdgeit, ha
a szarszogének kiilsg szége 38°.

Hasonlitsatok 6ssze az ABC haromszdg szdgeit, ha:

1) AB >AC >BC; 2)AB =BC, BC >AC.

Az ABC haromszdgben ismert, hogy AZ. - 34°, BZ = 28°.
Hasonlitsatok dssze az AB, BC és AC oldalait.
Hasonlitsdtok 6ssze az ABC haromszdg oldalait, ha:

1)CzZz >AZ>BZ; 2)BZ>CZ, AZ =BZ.

387.° Bizonyitsatok be, hogyha az egyik haromsz6g két
szbge megfelel6en egyenld a masik haromszég két szdgével,
akkor ezeknek a haromszdgeknek a harmadik szdgik is
egyenlék.

Hatarozzatok meg az egyenld szari haromszog szogeit, ha az
egyik kiils6 szdge egyenlé: 1) 54°; 2) 112°. Hany megoldasa
lesz a feladatnak?

Az egyenld szari haromszog egyik kiilsé szoge 130°. Hata-
rozzatok meg a haromszog szogeit. Hany megoldasa lesz a
feladatnak?

A haromszdg kerllete 30 cm. Lehet-e az egyik oldala:

1) 20 cm; 2) 15 cm?

A haromszog két oldalanak hossza 7 cm és 9 cm. Lehet-e a
haromszog kerllete: 1) 20 cm; 2) 32 cm; 3) 18 cm?
Létezik-e olyan haromszdg, melynek egyik oldala 2 cm-rel
kisebb a masiknéal, és 6 cm-rel kisebb a harmadiknal, ha
kerllete 20 cm-rel egyenl§?

Az ABC egyenl6 szari haromszdg AC alapjan fekvd szdgek
szogfelez8i az O pontban metszik egymast. Bizonyitsatok be,
hogy az AOC szdg egyenlé az ABC haromszdg A csutcsanal
lévé kiils6 szoggel.

394> A 252. 4bran BC | AD, AZ = 25°,
BZ = 55°. Hatdrozzatok meg a CMD
szOget.

395.” ABC alapu ABC egyenl6szari harom-
szogben a BK szakasz a haromszog
szogfelez6je. AKBZ = 105°. Hataroz-

252 Abra zatok meg a hdromszog szogeit.
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Az ABC haromszdg AB oldalan felvettek egy D pontot Ggy,
hogy BD =BC,ACDZ = 15°, DCBZ =40°. Hatarozzatok meg
az ABC haromszdég szogeit.

Az ABC haromszo6g oldalain (253. abra) felvettek egy E és F
pontot gy, hogy IZ = 2Z. Bizonyitsatok be, hogy 3Z = 4Z.

A 254. abran BC |AD, BZ = 100°, ACDZ = 95°, DZ = 45°.
Bizonyitsatok be, hogy AB =BC.
B C
254. abra

AzABC haromszdg Ccsucsan keresztil egy egyenest fektet-
tek, amely parhuzamos a haromszdg AM szogfelez6jével és
K pontban metszi az AB oldalt. Hatdrozzatok meg az AKC
haromszdg szégeit, ha BACZ = 70°.

Az ABC hdromszdgben az A és C szdgek szogfelez6i egy
O pontban metszik egymast. Hatarozzatok meg az AOC
szoget, ha BZ = 100°.

Bizonyitsatok be, hogy az egyenl6 szari haromszog szarszo-
ge mellékszdgének szdgfelez6je parhuzamos a haromszdg
alapjaval.

Bizonyitsatok be, hogyha a haromszdég mellékszogének
szogfelezéje parhuzamos a haromszdg oldalaval, akkor ez
a haromszo6g egyenl6 szaru lesz.

Az ABC egyenl6 szart haromszog AC alapjan fekv6 szbge
2-szer nagyobb, mint a szarszége. AM a haromszdg szog-
felez8je. Bizonyitsatok be, hogy BM = AC.

Az ABC egyenl6 szari haromszog alapja AC. A BC oldalan
ugy vettek fel egy M pontot, hogy BM - AM - AC. Hatéaroz-
zatok meg az ABC h&romszdg szogeit.

405.* Bizonyitsatok be, hogy barmilyen hdromszdgnek van
olyan szdge amely:

1) nem kisebb, mint 60°; 2) nem nagyobb, mint 60°.
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406.* Allapitsatok meg a haromszdg fajtajat, ha:

1) az egyik szdge nagyobb, mint a masik két szégének osz-
szege;

2) barmelyik szge kisebb, mint a masik két szogének 6sz-
szege.

407.* Allapitsatok meg a haromszog fajtajat, ha tetszéleges két
sz0gének 0sszege nagyobb, mint 90°.

408.* Az ABC haromszdgben B Z tompasz6g. Az AB oldal A
csucsan tuli meghosszabbitasan felvettek egy D pontot.
Bizonyitsatok be, hogy CD >AC.

409.* Az ABC haromszdgben CZ > 90°. ABC oldalan jel6ltek egy
D pontot. Bizonyitsatok be, hogy AD > AC.

410.** Létezik-e olyan haromszdg, melynek két szdgfelez6je derék-
szogben metszi egymast?

411.** Létezik-e olyan haromszdg, melynek az egyik szogfelez6je
felezi a masikat?

412.” Hatarozzatok meg az ABC haromszdg szogeit, ha a B sz6-
gének szogfelezbje két egyenl6 szara haromszdgre osztja az
eredeti haromszdget.

O-rr 413.” Az A, B és C pontokra teljesll a kovetkez6 egyen-
I6ség: AB =AC + CB. Bizonyitsatok be, hogy a C pont az
AB szakasz bels6 pontja.

414.” Az m egyenesen (255. abra) hatarozzatok meg azt a C pon-
tot, amelyt6l az A és B pontokig mért tavolsagok dsszege
lehetd legkisebb legyen. A feleletet magyarazzatok is meg.

415* A haromszog egyik oldala 2,8 cm, a mésik pedig 0,6 cm. Ha-
tdrozzatok meg a haromszdg harmadik oldalanak hosszat,
ha centiméterekben mért értéke egész szam lesz.

416.* Az ABC haromszogbhen AZ = a, a B és C csucsanal 1évd
kulsé szogek szogfelez6i az O pontban metszik egymast.
Hatarozzatok meg a BOC szdg mértékét.

417.* Az AM szakasz az ABC haromszog sulypontja, CAMZ >
>BAMZ. Bizonyitsatok be, hogy AB >AC.

418.* Az ABC egyenl6 szari haromsz6g AB és
BC szarain felvettek megfeleléen egy E
és F pontot Ggy, hogy AC =AF - EF - BE.
Hatarozzatok meg az ABC haromszdg
255. abra szogeit.
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420.*

421.

422.

423.
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Az ABC haromszéghen AB =2cm, AZ =60°, BZ = 70°. Az
AC oldalan ugy vettek fel egy D pontot, hogy AD = 1 cm.
Hatarozzatok meg a BDC h&romszdg szdgeit.
Bizonyitsatok be, hogy a hdromszog két oldalanak az 6sz-
szege nagyobb a harmadik oldalara bocsatott sulyvonal
kétszeresénél.

ISMETLO GYAKORLATOK

Az egyenesen az A, B és C pontokat Ggy vették fel, hogy a B
pont az A és Cpontok k6zott van, emellett BC = 2AB. ABC
szakaszon ugy vettek fel egy D pontot, hogy BD :DC=3:7.
Szamitsatok ki az AB és CD szakaszok felez6pontjai kdzotti
tavolsagot, ha a CD szakasz 16 cm-rel hosszabb a BD-nél.

Az ABC héaromszdg BM sulyvonalan ugy vettek fel egy O
pontot, hogy OACZ - OCAZ. Bizonyitsatok be, hogy az ABC
haromsz6g egyenl6 szaru.

FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,
SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL

lgaz-e a kdvetkez6 allitas: a hatszognek nincs két olyan
atléja, amelyeknek a csucson kivil nincs kézds pontjuk?

17. Derékszogl haromszog

A 256. 4bran az ABC derékszégil haromszog
lathatd, melyben a CZ = 90°.

A

derékszdgl haromszognek azt az olda-

lat, amely a derékszdggel szemben fekszik
atfogonak, a derékszdg szarait alkoto oldalakat
pedig befogoknak nevezziik (256. abra).

Két haromszdg egybevagosaganak bizonyi-
tasdhoz az egyenld elemeinek a meghatarozasa
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szikséges. Barmilyen két derékszdgl haromszdg egybevago-
sagdhoz az egyik elem mindig adott, ez a derékszogik. Ezért a
derékszogli haromszdgeknek egyediek lesznek az egybevagosag
ismertetdjelei.

17.1. tétel (a derékszdgl haromszdogek egybe-
vagosaga atfogojuk és befogoéjuk alapjan). Ha az
egyik derékszdgl haromszog atfogdja és befogdja megfele-
I6en egyenlé a mésik derékszdgl haromszog atfogdjaval és
befogdjaval, akkor ezek a haromszdgek egybevagok lesznek.

Bizonyitds. MegvizsgaljukazABC és AXB>XClhadromszigeket,
melyeknél CZ =CX = 90°, AB =ABXAC =A)XCX(257. 4bra). Be
kell bizonyitani, hogy ABCA = ABXCA

A AX A (A

257. abra 258. abra

Az ABC és ABXCXharomszogeket ugy helyezzik el, hogy az
A cslcsa egybeessen az Axcsuccsal, a C cslcs pedig a Cxcsuccsal,
a B és Bxpontok pedig az AXCXegyeneshez viszonyitva kulonb6z6
félsikokhoz tartozzanak (258. abra).

Ekkor AXC)BZ+ AXCBX =90° + 90° = 180°. Tehat BCXB Xzdg
egyenesszog lesz, ezért a B, Cv Bxpontok egy egyenesre illeszked-
nek. Megkaptuk a BAX Xegyenld szarl haromszéget, melynek
szérai A)B és ABV magassdga pedig AXCX(258. &bra). Ekkor az
AXCXa haromszdg stlyvonala, vagyis CB =CBXTehat az ABCX
és ABXCXharomszogek egybevagbdak az egybevagdsag harmadik
ismertet6jele alapjan. A

A feladatok megoldasa soran érdemes még a derékszogl
haromszdgek egybevagdsdganak tobbi ismertetdjelét is
alkalmazni.
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A derékszogl haromszégek egybevagodsaga-
nak ismertet6jele két befogdéjuk alapjan. Ha az
egyik derékszogl haromszog befogoi megfeleléen egyenlék
a masik derékszdogl haromszog befogoival, akkor ezek a
haromszogek egybevagoak.

A derékszogld haromszogek egybevagdésaganak
ismertetdjele befogdjuk és a rajta lévd szégik
alapjan. Ha az egyik derékszogl haromszdg befogoja és a
rajta 1év6 szoge megfelel6en egyenlék a masik derékszogl
haromszég befogdjaval és rajta 1évd szogével, akkor ezek a
haromszogek egybevagoak.

Egyértelm(, hogyha az egyik derékszdg(i haromszdg hegyesszo-
ge egyenl6 a masik derékszdégl hdromszog hegyesszogével, akkor
mindkét hegyesszoglik egyenl6k. Alkalmazva ezt a megallapitést,
a derékszogli haromszogek egybevagosaganak ismertetdjeleit még
két ismertet6jellel lehet kiegésziteni.

A derékszogl haromszogek egybevagdsaganak
ismertetdjele befogdéjuk és szemkozti hegyesszo-
glk alapjan. Ha az egyik derékszogl haromszdg befogdja
és a befogdval szemkdzti hegyesszoge megfeleléen egyenld a
masik haromszog befogdjaval és szemkdzti szogével, akkor
ezek a haromszogek egybevégodak.

A derékszdégli hadromszog egybevagoésaganak
az ismertetdjele az atfogodja és hegyesszdge
alapjan. Ha aderékszogl haromszdg atfogdja és hegyesszo-
ge megfelel6en egyenld a masik haromszdg atfogdjaval és
hegyesszdgével, akkor ezek a haromszogek egybevagoak.

Feladat. Bizonyitsatok be a derékszdgl haromszogek egy-
bevagosagat, ha hegyesszdglk és ebbdl a cstucsbol huzott szdgfe-
lez6jik megfeleléen egyenlék.

Megoldas. Az ABC és AXBXCXharom-
szégekben (259. abra) CZ = CX = 90°,

BACZ=BHAIC1Z, az AD és AIDIszakaszok
a szogfelez6k és AD = AJ)V

Ekkor: CADZ:—2 BACZ = ’é BRXCX =
= CAXX. Mivel AD = AV ekkor az 299 ébra
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ACD ésAICID1haromszogek egybevagok lesznek az atfogojuk és a
hegyesszoglk alapjan. Ebbol kovetkezik, hogy AC =zI]C%s mivel
BACZ-BMANCMZ, ezértaz ABCésA ~C, derékszdgli haromszdgek
egybevagoak a befogojuk és a rajta fekv6 hegyesszoglik alapjan. %

AP wDd R

Milyen haromszdget neveziink derékszdglinek?

A derékszogl haromszog melyik oldalat nevezziik atfogénak?
A derékszodgl haromszdg melyik oldalat nevezziik befogonak?
Fogalmazzatok meg a derékszogl haromszégek egybeva-
gbésaganak ismertetGjelét atfogoja és befogdja alapjan.
Fogalmazzatok meg a derékszdgld haromszdgek egybeva-
gO6sagéanak ismertet6jelét két befogoja alapjan.
Fogalmazzatok meg a derékszdgl haromszdgek egybeva-
gésaganak ismertet6jelét befogoja és rajta fekvé szdge
alapjan.

Fogalmazzatok meg a derékszégld haromszdgek egybeva-
goésaganak ismertetdjelét befogdja és vele szemkdzti he-
gyesszoge alapjan.

Fogalmazzatok meg a derékszogl haromszégek egybeva-
gésaganak ismertetdjelét atfogoja és hegyesszodge alapjan.
Mivel egyenl6 a derékszogld haromszog hegyesszigeinek
0sszege?

424.° Derékszogl vonalzo és vonalzé segitségével szerkesszetek

derékszogli haromszdget, ha:

1) befogbi 3 cm és 4 cm;

2) az egyik befogdja 2,5 cm, rajta 1év6 szége 40°;

3) atfogbdja 6 cm, az egyik hegyesszdge 70°.

Jeldljétek meg a megszerkesztett haromszdgeket, és
nevezzétek meg mindegyiknek a befogdit és az atfogojat.
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425.° Derékszogl vonalzo6 és vonalz6 segitségével szerkesszetek

egyenld szaru derékszdgl haromszdget, ha:
1) befogdja 5 cm-rel egyenl6;
2) atfogoja 4 cm-rel egyenld.

426.° A 260. 4bréan az MKE derékszogl haromszog lathatd, mely-

nek K a derékszdge. Nevezzétek meg:
1) a hdromszdg befogoit és atfogdjat;
2) az E sz6g melletti befogdt;

3) az M széggel szembeni befogot.

427.° A 261. &bran az ABC haromszdg magassaga AD. Keressetek

428.

ezen az abran derékszogl haromszogeket, mindegyiknek
nevezzétek meg a befogoit és atfogojat.

A derékszdgl haromszog egyik hegyesszogének a fokmér-
téke 43°. Hatadrozzatok meg a masik hegyesszdgét.

429.° Az ABC egyenl6 szari haromszégben (AB = BC) AH a ma-

gassag. Hatarozzatok meg a CAH szbget, ha BZ - 76°.

430.° Az egyenld szaru haromszdgben az alap és a szarhoz huzott

magassag kozotti sz6g 19°-kal egyenl6. Hatadrozzatok meg
az adott haromszog szégeit.

431.° A 262. 4brdn AB 1 BC, CD 1 BC, AC =BD. Bizonyitsatok

be, hogy AB - CD.
A

260. abra 261. dbra 262. abra
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432.°

433.°

434.°

435.°

O—r

437.°

O-a

O-«

440.*

441>

442°

3. 8. Parhuzamos egyenesek. A haromszog szdgeinek dsszege

A 263. 4brdn MO =FO, MEOZ =FKOZ = 90°. Bizonyitsatok
be, hogy MEOA = FKOA.

Az A és B pontokbdl, melyek az a egyeneshez viszonyitva
egyfélsikhoz illeszkednek, AM és BK mer6legeseket bocsa-
tunk erre az egyenesre, AM = BK. Bizonyitsatok be, hogy
AK- BM.

A 264. abran AB-CD, AB\W\CD, BM 1 AC, DK 1 AC.
Bizonyitsatok be, hogy BM = DK

A 265. &bran AB =BC, CD LAB, AE J. BC. Bizonyitsatok
be, hogy BE .= BD.

263. abra 264. abra 265. abra

436.° AB cslcsu szog szogfelezdjén felvettek egy Mpontot,
melyb6l MD és MC mer6legeseket bocsatottak a sz6g sza-
raira. Bizonyitsatok be, hogy MD =MC.

A B csucsu sz6g szarain A és C pontokat jeldltek ugy,
hogy AB = BC. Az A és C pontokon keresztiil meréleges
egyeneseket fektettek a BA és BC szdgszarakra, melyek
az O pontban metszik egymaéast. Bizonyitsatok be, hogy
az ABC szognek a BO szogfelezdje lesz.

438.* Bizonyitsatok be, hogy az egyenl6 szarl haromszdg
szdrakhoz huzott szogfelez6i egyenl6k egymassal.

439.* Bizonyitsatok be, hogyha a haromszdg két magassaga
egyenld, akkor ez a hd&romszdg egyenl6 szaru lesz.
Bizonyitsatok be a derékszogl haromszdgek egybevagosagat
egy befogdjuk és a derékszdg szégfelez6jének egyenlbsége
alapjan.

Bizonyitsatok be a deréksz6gl hdromszdgek egybevagdsagat
egy befogojuk és a derékszog csucsabdl bocsatott magassag
egyenlésége alapjan.

Bizonyitsatok be a derékszogl haromszdgek egybevagdsagat
egy befogojuk és a rajtuk lév6 szdg szogfelezdjének egyen-
I6sége alapjan.
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443.* Bizonyitsatok be a derékszogli haromszégek egybevagosa-
gat egy befogdjuk és a méasik befogdhoz hiuzott sulyvonal
egyenl&sége alapjan.

O-cr 444* Bizonyitsatok be, hogy az egybevagd haromszdgekben
a megfelel§' oldalakra hizott magassagok egyenlék.

445" Bizonyitsatok be a hegyesszdgl haromszdgek egybeva-
gosagat egy oldaluk és azok végpontjaibdl huzott két
magassaguk egyenl&sége alapjan.

446.* Bizonyitsatok be a haromszdgek egybevagosagat egy oldaluk
valamint erre az oldalra bocsatott magassaguk és sulyvo-
naluk egyenl6sége alapjan.

447. AzABChéaromszdgAB ésBC oldalait egy egyenes megfeleléen
azM ésK pontban metszi. Ezek a pontok haromszdg oldalai-
nak a felez6pontjai. Bizonyitsatok be, hogy az adott harom-
sz0g csucsai egyenld tavolsagra vannak az MK egyenest6l.

448.* Az ABC haromszog AB és BC oldalait egy egyenes megfele-
I6en M ésK pontokban metszi. Az adott h&romszdg csucsai
egyenlé tavolsdgra vannak az MK egyenestél. Bizonyitsatok
be, hogy azM ésK pontok az AB és BC szakaszok megfelel6
felez6pontjai.

449 ** Az ABC haromszog AM és CK magassagai egy H pontban
metszik egymast, HK = HM. Bizonyitsatok be, hogy azABC
haromszog egyenld szard.

450.** Az MKN haromsz6g ME és NF magassagai egy O pontban
metszik egyméast, OM - ON. MF =KE. Bizonyitsatok be,
hogy az MKN haromszdg egyenlé oldalu.

451.” Kilehet-e jelenteni, hogy az egyik hdromszdg két oldala és a
harmadikhoz huzott magassaga megfelel6en egyenld a masik
haromszdg két oldalaval és a harmadik oldalahoz huzott
magassagaval, akkor ezek a hdromszdgek egybevagok?

452.” Bizonyitsatok be a hdromszogek egybevagdsagat két szo-
glk és a harmadik sz6g csucsab6l bocsatott magassagaik
egyenldsége alapjan.

ISMETLO GYAKORLATOK EmmmEmEmEE®E®>»

453. Az ABC és DBC szdgek mellékszogek, a BM félegyenes az
ABC szoghoz tartozik, a BK félegyenes pedig a DBC szoghoz.
MBCZ - CBKZ =30° a DBK szdg pedig 5-sz6r nagyobb, mint
az ABM szog. Hatarozzatok meg az ABC és DBC szdgeket.
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454. Az ABC héaromszég AB és BC szérain M és K pontokat
jeloltek ugy, hogy BM =BK. Az AK és CM szakaszok az O
pontban metszik egymast. Bizonyitsatok be,
hogy:
1) az AOC haromszdg egyenl6 szaru;
2) a BO egyenes az AC szakasz felez6mer6-

legese.
] 455. A 266. 4bran AB = CD, BC =AD. Bizo-
266. abra nyitsatok be, hogy AO = OC.

FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,
SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL

456. Be lehet-e takarni a sikot olyan burkoléla-
pokkal, amely a 267. 4bran lathat6?
267. abra

18. A derékszogl haromszog tulajdonsagai

18.1. tétel. A derékszogl haromszdégben az atfogdé na-
gyobb, mint a befogé.

Bizonyitas. © Barmelyik befogd hegyesszdggel szemben
fekszik, az atfog6 pedig derékszdggel szemben. A derékszég na-
gyobb, mint a hegyesszég, és a haromszégben a nagyobb széggel
szemben nagyobb oldal fekszik (16.4. tétel). Ezért az atfogd na-
gyobb barmelyik befogénal. a

Kdvetkezmény. Ha egypontbdl, amely az egyeneshez
A nem illeszkedik, egy merd@legest és egy
ferdét hizunk az egyeneshez, akkor a me-
r6leges hossza kisebb lesz, mint a ferdéé.

A 268. abrdn az AB a merdleges, az AX
pedig a ferde, AB <AX.

O—r 1. feladat. Bizonyitsatok be, a
derékszogl haromszdgben a 30°-0s szbggel
szemben fekvébefogo6 egyenld az atfogo felével!

Megoldéas. Vizsgéljuk meg az ABC

268. dbra haromszéget, melyben ACBZ = 90°,
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BACZ = 30°. Be kell bizonyitani, hogy
BC =-AB.
2

A BC félegyenesre felmérjiik a CD szakaszt,
melynek hossza a BC-vel legyen egyenlé (269.
abra). Megrajzoljuk az AD szakaszt. Ekkor az
ABC és ADC haromszdgekben kapjuk: ACBZ =
=ACDZ =90°, a BC és CD egyenl6k a szerkesz-
tés alapjan, az AC szakasz a hdromszogek kdzos
oldala. Tehat a haromszdgek egybevagoak a két
oldaluk alapjan. Ekkor DACZ- 30°, vagyis a BADZ = 2DACZ =
= 60°. AzABDZ =90° - 30° = 60°. Teh4t ADBZ = 60° és az ABD

haromszdg egyenld oldald. Vagyis: BC :-ZB D :-ZAB. #

O-n 2. feladat. Bizonyitsatok be, hogy amikor a befogé az
atfogo felével egyenld, akkor ezzel a befogdval szemkozti sz6g 30°-0s.

Megoldas. Megvizsgaljuk az ABC haromszdget, melyben
ACBZ =90°, BC =-2AB. Be kell bizonyitani, hogy BACZ = 30°.

A BC félegyenesre felmérjuk a CD szakaszt, melynek hossza
a JBC-vel egyenld (269. dbra). Ekkor AB = BD. Ezenkivil az AC
szakasz a BAD haromszdg sulyvonala és magassaga, tehat az
egyenld szara haromszog ismertet6jele alapjan AB = AD. Innen
azt kaptuk, hogy AB = BD - AD, vagyis a BAD egyenld oldald
haromszog, tehdt BADZ = 60°.

Mivel az AC szakasz a BAD sz0g szogfelez@je, ezért

BACZ =-ZBADZ - 30°. #

? . A derékszégil haromszog oldalai kézul melyik a legna-
gyobb?
2. Milyen tulajdonsaga van annak a befogénak, amely a 30°-0s
szdggel szemben fekszik?

3. Milyen annak a szégnek a fokmértéke, ami szemben van
azzal a befogoval, amely az atfogo felével egyenl§?
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461.°

462.°

463.°

464.°
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GYAKORLATOK m

A deréksz6gl haromszdg oldalai 24 cm, 10 cm és 26 cm.
Mivel egyenlé' a haromsz6g nagyobb befogdja?

A DEFderékszogl haromszég DE atfogoja 18 cm-rel egyen-
16. DZ = 30°. Hatarozzuk meg az FE befogo6t.

Az MKC derékszégl haromszéghen MZ = 90°, CZ = 60°,
CM - 7cm. Hatarozzatok meg a CK atfogot.

Az ABC egyenl6 oldali haromszdgben a D pont az AB oldal
felez6pontja. Ebbdl a pontbél DE mer6legest allitottak azAC
oldalra. Milyen részekre osztja fel az E pont az AC szakaszt,
ha az adott haromszdg oldala 16 cm-rel egyenl§?

A derékszogl haromszog egyik szoge 30°, az atfogo és a
kisebbik befog6 kiilénbsége pedig 5 cm. Hatdrozzatok meg
a haromszdg oldalait.

Az ABC haromszdgben adott, hogy AZ = 30°, BZ - 45°, CK
a hdromszdg magassdga, AC = 10 cm. Hatarozzatok meg a
BK szakasz hosszat.

Az ABC héaromszdgben adott, hogy CZ = 90°, AZ = 30°,
CKahadromszog magasséga, BD - 7cm. Hatarozzatok meg
az AB atfog6 hosszat.

Az ABC haromszdgben adott, hogy CZ = 90°, CK a harom-
sz6g magassaga, CK=7cm, AC =14 cm. Hatarozzatok meg
a haromszog B szdgét.

465.'A 270. abran az AB mer6leges, az AC pedig ferde, AC= 2cm.

466/

467/
A

Hatarozzatok meg az ACB szog fokmértékét és azAB mer6le-
ges hosszat, ha ez centiméterekben megadva egész szam lesz.
Az egyenld szaru haromszog alapja 18 cm, egyik szdge pedig
120°. Hatarozzatok meg a haromszdgnek azt a magassagat,
melyet az alapnal 1év6 csucsbél bocsatunk.

A BC alapu ABC egyenld szaru haromszégben meghuztak
a BM magassagot, melynek hossza
75 cm. MBCZ = 15°. Hatarozzatok

meg a haromsz0g szarat.
468/ Az ABC egyenl6 oldald haromszdg
AM és BK szogfelezdi egy O pontban
C metszik egymast. Bizonyitsatok be,

270. 4bra hogy AO :OM=2:1.
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469.“ Az ABC haromszogben CZ = 90°, BZ = 30°. Az AB szakasz
felez6merdlegese az AB szakaszt egy M pontban, a BC sza-
kaszt pedig egy K pontban metszi. Bizonyitsatok be, hogy

MK =-BC.
3

470." Az MKE haromszogben adott, hogy KZ =90°, EZ - 30°,
KE = 12 cm. Hatarozzatok meg az MC szdgfelez6 hosszat.

471." Az ABC haromszogben ismertek: CZ = 90°, BACZ = 60°,
az AD szakasz szogfelez6, a CD szakasz 3 cm-rel kisebb a
JBD-nél. Hatarozzatok meg az AD szogfelez6t.

ISMETLO GYAKORLATOK

472. A 271. 4bran AB - BC, AM = KC,
AKEZ =FMCZ. Bizonyitsatok be, hogy az
FBE haromszdg egyenld szara.

473. Az ABC haromsz6g A és B csucsain at
egyeneseket fektettek, melyek merdlegesek A M
az ACB szbg szogfelez6jére. A szogfelez6k
a BC és AC egyeneseket megfelel6en az M 271. abra
és K pontokban metszik. Hatarozzatok meg B C
az ABC haromszog keriletét, ha AC >BC,
CM=6cm, BK=2cm, AB =7cm.

474. A 272. 4bran BC || AD, a CA félegyenes
a BCD szog szogfelez6je, AD = 9 cm, AC = A D
= 8cm. Hatarozzatok meg a CAD haromszdg
keriletét. 272. 4bra

K C

FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,
SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL

475. VAagd szét a hdromszdget négy részre ugy, hogyha harmat
tukrozink kozulik, akkor 0ssze lehessen rakni egy ugyan-
ilyen haromszdget.
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3. SZAMU FELADAT. ONELLENORZES TESZT FORMABAN

1. Melyik igaz a kovetkez6 allitdsok kozil?
A) Ha két szakasznak nincs kézds pontjuk, akkor parhuzamo-
sak lesznek.
B) Ha két félegyenesnek nincs kézds pontjuk, akkor parhuza-
mosak lesznek.
C) Ha a félegyenesnek és a szakasznak nincs k6zds pontjuk,
akkor parhuzamosak lesznek.
D) Ha két egyenesnek nincs kézds pontjuk, akkor parhuzamo-
sak lesznek.
2. A kovetkezd allitasok kozul melyik igaz?
A) Az egyeneshez nem illeszkedd ponton at csak egy olyan
szakasz hlzhatd, amely parhuzamos ezzel az egyenessel.
B) Az egyeneshez nem illeszkedd ponton at csak egy olyan
félegyenes hizhat6, amely parhuzamos ezzel az egyenessel.
C) Az egyeneshez nem illeszkedd ponton &t végtelen sok egye-
nes hizhatd, amely nem parhuzamos ezzel az egyenessel.
D) Az egyeneshez nem illeszked6 ponton &t csak két olyan
egyenes htzhatd, amely parhuzamos ezzel az egyenessel.
3. A kovetkez6 allitasok kozul melyik igaz?
A) Haa | bésb]|c akkoral|c.
B) HaalJ bés bz c akkora|c
C) Haai.bésbl. c akkoralc.
D) Haa| béscJ. b akkorcla.
4. Melyik rajzon lesznek parhuzamosak az a és b egyenesek?
A) B) 0 D)

5. Melyik allitds hamis?
A) Ha az egyik kilénb6z6 oldali sz6gpar 6sszege megegyezik a
szogpar 6sszegével, akkor az egyenesek nem parhuzamosak.
B) Ha a kilénb6z6 oldali sz6gek nem egyenlék, akkor az egye-
nesek nem parhuzamosak.
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C) Ha az egyoldali szogek 6sszege nem egyenld 180°-kal, akkor
az egyenesek nem parhuzamosak.

D) Ha a megfeleld sz6gek nem egyenl6k, akkor az egyenesek
nem parhuzamosak.

A haromszognek hany kiils6é sz6ge van?

A) 3; B) 6; C) 4, D) 9

Mivel egyenlé a haromszdg kiilsé szogeinek dsszege, ha mind-

egyik csucsnal csak az egyiket vesszik?

A) 180°; B) 300°; C) 360°; D) 100°

Az ABC haromszdg A és C szogének szdgfelez6i az O pontban

metszik egymast. Melyik igaz a kdvetkez6 egyenl6ségek kozil?

A)AOCZ 90°- - BZ; C) AOCZ 90° + —BZ

B) AOCZ =90° - BZ; D) AOCZ =90° +BZ

Az ABC haromszégben az A és C cslcsokbol hiizott magassa-
gok az O pontban metszik egymast. Melyik igaz a kévetkezd
egyenl6ségek kozil?

A)AOCZ =90° - BZ; C) AOCZ =90° +BZ;

B)AOCZ = 180° - BZ; D)AOCZ =180°- BZ

Melyik igaz a kdvetkez6 allitasok kozil?

A) Ha az egyik derékszog( haromszog két oldala megfelel6-
en egyenld a masik derékszogl haromszog két oldalaval,
akkor az ilyen haromszogek egybevagdak.

B) Ha az egyik derékszégii haromszdg befogdja és hegyesszo-
ge megfelel6en egyenlé a mésik haromszog befogdjaval és
hegyesszdgével, akkor ezek a haromszdgek egybevagdak.

C) Ha az egyik derékszog(i haromszog atfogdja és két szoge
megfelel6en egyenld a masik hdromszdg atfogdjaval és két
szogével, akkor az ilyen hdromszogek egybevagoak.

D) Ha az egyik derékszdgl haromszog egyik oldala és két
szbge megfeleléen egyenl6é a masik haromszog oldalaval
és két szdgével, akkor az ilyen haromszogek egybevagdak.

Az ABC haromszégben ismert, hogy CZ = 90°, BZ = 60°. A

kovetkez6 allitasok kozul melyik igaz?

A) CB =_AB; C) CB =- AC;

B) AC =-AB; D) AC--CB.
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A 3. PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASA

Parhuzamos egyenesek
Két egyenest parhuzamosnak nevezziik, ha nem metszik
egymast.

Parhuzamos egyenesek alaptulajdonsaga (parhuzamossagi
axioma)
Az egyenesre nem illeszked6 ponton &t az adott egyeneshez
egyetlen parhuzamos egyenes hizhaté.

Két egyenes parhuzamossaganak ismertetdjele

. Két egyenes, amelyek mer6legesek egy harmadik egyenesre,
parhuzamosak egymassal.

. Ha két egyenes kiilon-kiilon mer6leges egy harmadikra, akkor
ez a két egyenes parhuzamos egymassal.

. Ha két egyenesnek egy harmadikkal valé metszésekor kelet-
kezett kiilonb6z6 oldali szogeik egyenlék, akkor az egyenesek
parhuzamosak.

. Ha két egyenesnek egy harmadikkal val6 metszésekor kelet-

kezett egyoldali sz6gek 6sszege 180°-kal egyenld, akkor ezek

az egyenesek parhuzamosak.

Ha két egyenesnek egy harmadikkal valé metszésekor ke-

letkezett megfeleld szdogek egyenlék, akkor az egyenesek

parhuzamosak.

Két egyenes parhuzamossaganak tulajdonsagai
Ha két egyenest egy harmadikkal metszink, akkor:

e akilénb6dz6 oldalon fekvd szdogparak egyenlék;

» a megfelel6 szogparak egyenlék;

» az egyoldali szégparak 6sszege 180°.

Parhuzamos egyenesek kozdtti tavolsag
Két parhuzamos egyenes kozotti tavolsagnak az egyik egye-
nes barmely pontjanak a masik egyeneshez mért tdvolsagat
nevezzik.

Haromszdg szégeinek 6sszege
A haromszdg szégeinek 6sszege 180°.
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A haromszdg kulsé szoge
A haromszog kilsd szogének azt a szdget nevezzik, amely
mellékszoge a haromszog szdgének.
A haromszog kiils6 szoge egyenld a haromszdg adott szdggel
nem szomszédos belsd sz6geinek 6sszegével.
A haromszog kiils6é sz6ge nagyobb barmelyik vele mellékszo-
get nem alkot6 belsd szégénél.

Haromszdg-egyenl6tlenség
A haromszog barmely oldala kisebb a méasik két oldal 6sz-
szegénél.

Haromszogek szdgeinek és oldalainak dsszehasonlitasa

Minden haromszdégben a nagyobb oldallal szemben nagyobb
sz6g, a nagyobb szdggel szemben nagyobb oldal fekszik.

Atfog6 és befogd
A deréksz6gli haromszégben a derékszoggel szemkdzti oldalt
atfogonak, a derékszdog melletti oldalakat pedig befogoknak
nevezzuik.

A derékszogld hadromszdg egybevagosaganak

ismertet6jele

«  Atfog6 és befogé alapjan: ha az egyik derékszég( haromszog
atfogoja és befogdja megfelel6en egyenld a masik derékszog
haromszdg atfogdjaval és befogdjaval, akkor ezek a harom-
szogek egybevagodak.

e A Kkét befog6 alapjan: ha az egyik derékszogl haromszdg
két befogdja megfelel6en egyenld a masik derékszogl
haromszég két befogodjaval, akkor ezek a haromszdgek
egybevagdbak.

* A befog6 és a rajta fekv6 szoge alapjan: ha az egyik derékszogl
haromszog befogoja és rajta fekvd szoge megfeleléen egyenlé
a masik derékszdégl haromszog befogdjaval és rajta fekvd
sz0gével, akkor ezek a hd&romszdgek egybevéagoak.

* A befogd és a szemkozti sz6ge alapjan: ha az egyik derékszog
haromszog befogdja és szemkdzti szége megfeleléen egyenld
a masik derékszogl haromszog befogdjaval és szemkozti
sz0gével, akkor ezek a hdromszdgek egybevéagoak.
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Az atfog6 és a hegyesszoge alapjan: ha az egyik derékszogl
haromszog atfogdja és hegyesszdge megfeleléen egyenld a
masik derékszdgli hAromszdg befogo6javal és hegyesszogével,
akkor ezek a haromszdgek egybevagoak.

Derékszogl haromszégek tulajdonsagai
» Az atfogd nagyobb, mint a befogo.
e A 30°-0s sz6ggel szemkozti befogd egyenlé az atfogo felével.

» Ha abefogd az atfogo6 felével egyenld, akkor a befogdval szem-
kézti sz6g 30°-0s.
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Ebben a paragrafusban a kdrvonal tulajdonsagaival
fogtok megismerkedni. Megtanuljatok a kdrvonal és
az egyenes, valamint a korvonal és a haromszdg
kélcsénds helyzetét. Megismerkedtek olyan kiilon-
leges alakzatokkal, melyeknek minden pontja egy és
ugyanazon tulajdonsagokkal rendelkeznek.
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19. A pontok mértani helye. Kdérvonal és korlap

A pontok barmilyen halmaza egy mértani alakzatot alkot.
Barmilyen alakzatot nagyon egyszer( &dbrazolni: barmit amit leraj-
zoltok - az egy mértani alakzat lesz (273. abra). De nem célszer(
olyan alakzatot tanulmanyozni, mely kaotikus ponthalmazokbdl
all. Ezért célszer(i azokkal az alakzatokkal foglalkozni, amelyek
kdzos tulajdonsdgu pontokbdl tevédnek dssze. Az ilyen alakzatokat
a pontok mértani helyének nevezzik.

273. abra

Meghatarozas. A pontok mértani helyének
(PMH) az dsszes olyan pontok halmazat nevezzik, melyek
kdz0Os tulajdonsaggal rendelkeznek.

A PMH-t dbrézolni a kovetkez6képpen lehet: megadnak egy
bizonyos tulajdonsdgot, és ezutdn a fehér sikra piros szinnel
abrazoljak azokat a pontokat, amelyek rendelkeznek az adott
tulajdonsaggal. A kapott ,piros alakzat”, lesz a PMH.

Példaul, jeléljunk két pontot, az A-t és a B-t. Minden pontra
megadjuk a tulajdonsagot: egyidejileg illeszkedjenek az AB és a
BA félegyenesekre.
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Erthet8, hogy ezzel a tulajdonsaggal csak az AB szakasz pont-
jai rendelkeznek, és csak ezek (274. abra). Ezért az AB szakasz
azon pontok mértani helye lesz, amelyek rendelkeznek a fenti
tulajdonsaggal.

Megvizsgaljuk az a és b mer6leges egyeneseket. Minden pontra
a kdvetkez6 tulajdonsagot adjuk meg: illeszkedjen a b egyenes-
re, és 1 cm tavolsagra legyen az a egyenest6l. Szemmel lathatd,
hogy az A és B pontok (275. &bra) kielégitik ezt a feltételt. Az is
érthet6, hogy az A és B pontoktdl killénb6z8 egyetlen mas pont
sem rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal. Tehat a keresett PMH
egy olyan alakzat lesz, amely két A és B pontbdl all (275. abra).

274. abra 275. abra

Ahhoz, hogy valamilyen tulajdonsaggal rendelkezd pontok hal-
mazat PMH-nek nevezhessiik, be kell bizonyitani két, kélcséndsen
forditott tételt:

1) egyenes tétel: az adott ponthalmaz minden pontja
rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal;

2)forditott tétel: haapont rendelkezik az adott tulajdon-
saggal, akkor az adott halmazhoz fog tartozni.

19.1. tétel. A szakasz felez6merdlegese az adott sza-
kasz végpontjaitdl egyenl6 tdvolsagra Iévépontok mértani
helye lesz.

Egyenes tétel: Aszakaszfelez6mer8legesének minden
pontja egyenl6 tdvolsdgra van a szakasz végpontjaitol.

Bizonyitas. ©A 8.2. tétel alapjan a szakasz felez6merdlege-
sének minden pontja rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal

Forditott tétel: Ha apont egyenl6 tdvolsagra van a
szakasz végpontjaitol, akkor a szakasz felez6merdlegesére
illeszkedik.
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Bizonyitas.® A 11.2. tétel alapjan, ha a pont rendelkezik
ezzel a tulajdonsaggal, akkor a felez6meré6legeshez illeszkedik. a

19.1. tétel. Aszogfelezd azonpontok mértani helye, me-
lyek egyenl6 tdvolsagra vannak a szdg szaraitol.

Egyenes tétel: A szogfelez6 minden pontja egyenlé
tdvolsagra van a sz6g szaraitol.

Bizonyitas .0 Természetes, hogy a szdg csucsa rendelkezik
ezzel a tulajdonsaggal.

Megvizsgalunk barmilyen X pontot, amely az ABC szdg csl-
csaval nem esik egybe és a szogfelez6jéhez illeszkedik. XM és
XN mer6legeseket bocsatunk megfelel6en a BA és a BC szérakra
(276. &bra). Bebizonyitjuk, hogy XM =XN.

A BXM és BXN derékszdgl haromszdégekben a BX - koz0s,
MBXZ = NBXZ, mivel a BX az ABC szdg szogfelezéje. Tehat
a BXM és BXN haromszdégek egybevagoak az atfogdjuk és a he-
gyessz0glk alapjan. Innen kovetkezik, hogy XM = XN. A

Forditott tétel. Ha apont egyenl6 tdvolsagra van
a sz0g szaraitol, akkor az adott szdég szogfelezGjére
illeszkedik.

Bizonyitas. O Természetesen a sz0g cstcsa rendelkezik
ezzel a tulajdonséggal.

Megvizsgadlunk egy barmilyen X pontot, amely az ABC
szO0gben helyezkedik el, nem esik egybe a cstcsaval, és egyenld
tavolsagra van a szog szaraitdl (276. abra). A BA és BC szarakra
megfelel6en XM és XN mer6legeseket bocsatunk. Be kell bizonyi-

tani, hogy MBXZ - NBX Z.

ABXM és BXN derékszdgl hdromszo-

gekben a BA kozos atfogo lesz, az XM és

XN szakaszok egyenl6k a feltétel alapjan.

Tehat a BXM és BXN haromszdgek egy-

B N C bevagodak az atfog6 és a befogd alapjan.

Innen MBXZ =NBXZ.A.
276. abra
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B

277. dbra 278. abra

Megjegyezzik, hogy a tétel bizonyitdsa akkor lesz teljes, ha
aztis megmutatjuk, hogy a pont egyenlé tdvolsaga a sz6g szaraitol
kizarja azt a lehet6séget, amikor az M és IVpontok koziil az egyik
a szog szardnak a meghosszabbitaséra illeszkedik (277. 4bra). Ezt
az esetet a matematika szakkdrén megvizsgalhatjatok.

Megjegyezzik még azt is, hogy a bebizonyitott tétel az egye-
nesszogre is igaz lesz.

Meghatdrozéds. Kérvonalnak nevezzik azon pon-
tok mértani helyét, melyek tavolsdga egy adott ponttol egy
megadott pozitiv szdmmal lesz egyenl6.

Az adott pontot a korvonal kézéppontjanak nevezzik. A
278. abran az O pont a kérvonal kdzéppontja.

Barmilyen szakaszt, amely a kérvonal pontjat a k6zéppontjaval
koti dssze, a kérvonal sugardnak nevezzik. Ennek a szakasznak
a hosszat is a korvonal sugarédnak szoktadk nevezni. A 278. dbréan
az OX szakasz lesz a sugar. A meghatarozashol az is kovetkezik,
hogy az adott kdrvonal minden sugara egyenlé.

A korvonal két pontjat 6sszekodtd szakaszt hdrnak nevez-
zik. A 278. abran az AB és BD szakaszok hurok lesznek. Azt
a hurt, amely a korvonal kdzéppontjara illeszkedik, a kdrvonal
atmérd6jének nevezzik. A 278. abran a BD szakasz a kérvonal
atméréje. A BD = 20X, vagyis a kérvonal atmér6je kétszer na-
gyobb a sugaranal.

A 6. osztalyos matematikdbol mar tudjatok, hogy a kérvonallal
hatarolt alakzatot kérlapnak nevezzik (279. dbra). Most mar a
pontok mértani helyével is meg lehet adni a kérlap meghataro-
zasat.
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Meghatarozas. Kérlapnak nevezzik azon pontok
mértani helyét, melyek tavolsadga egy adott ponttdl egy
megadott pozitiv szamnal nem lesz nagyobb.

Az adott pontot a kérlap kb6zéppontjanak, a korlapot
hatarolo kdrvonal sugarat pedig a kérlap sugaranak nevezzik.

Ha X az 0 kozéppontl R sugard korlap tetszéleges pontja,
akkor OX <R (279. &bra). Ha O X<R, akkor azt mondjak, hogy
az X pont arra a korlapra illeszkedik, melyet az adott kérvonal
hatarol. Az Y pont nem illeszkedik a kérlapra (279. abra). Ebben
az esetben azt mondjak, hogy az Y pont a kérlapot hatarolo kor-
vonalon kivil fekszik.

279. ébra 280. abra

A korlap meghatarozasabdl az is kovetkezik, hogy a kdrlapot
hatarolé koérvonal a kdrlaphoz tartozik.

A korlap hdrja és atmérdje a korlapot hatarold kérvonal
hirja és atmérdgje lesz.

Feladat. Az O kdzéppontd kdérvonal CD hdrjanak
meghosszabbitasan egy E pontot jeldltek Ugy, hogy a DE szakasz
hossza egyenld a kdrvonal sugaraval. Az OE egyenes az adott
kérvonalat az A és B pontokban metszi (280. 4bra). Bizonyitsatok

be, hogy AOCZ =3CEOZ

Megoldas.Legyen CEOZ = a

Mivel az ODE haromsz6g egyenl6 szaru, ezért DOEZ
=CEOZ - a

Az ODC sz6g az ODE haromszog kiilsé sz6ge. Ezért ODCZ
=DOEZ+ CEOZ =2a.

Mivel a COD haromszdg egyenld szara, ezért OCDZ -
=0DCZ = 2a.

Az AOC szdg a COE haromszdg kiilsé szoge. Tehat AOCZ =
=0CDZ +CEOZ =2a +a =3a, vagyisAOCZ =3CEOZ #
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Milyen ponthalmazt neveziink a pontok mértani helyének?
Milyen két tételt kell ahhoz bebizonyitani, hogy k6z0s tulaj-
donsaggal rendelkezé ponthalmazt a pontok mértani he-
lyének nevezhessiik?

Milyen alakzat lesz a szakasz végpontjaitol egyenl§ tavol-
sagra lévd pontok mértani helye?

Milyen alakzat lesz azon pontok mértani helye, melyek a
sz6g szaraitol egyenl6 tavolsagra lesznek?

Mit nevezink kdrvonalnak?

Mit nevezink a kérvonal sugaranak?

Mit neveziink a koérvonal harjanak?

Mit neveziink a kérvonal atmérgjének?

Milyen a kapcsolat a kdrvonal atmérgje és a sugara kozott?
Mit neveziink kdrlapnak?

A korvonalhoz tartozik-e a kdzéppontja?

A korlaphoz tartozik-e a kdzéppontja?

Milyen egyenl6tlenség teljesil barmely olyan A pontra,
amely az O k6zéppontu és R sugaru kérlaphoz tartozik?
Milyen egyenl6tlenség teljesiil barmely olyan BA pontra,
amely az O kdzéppontu és R sugaru kérlaphoz nem tartozik?

476.° Rajzoljatok egy O kdzéppontl és 3,5 cm sugaru kdrvonalat.
Jelbljetek rajta:
1) olyan A és B pontot, melyekre teljesil, hogy OA <3,5 cm,

OB < 3,5¢cm;

2) olyan C és D pontot, melyekre teljesiil, hogy OC = 3,5 cm,

OD =3,5cm;

3) olyan E és F pontot, melyekre teljesiil, hogy OE > 3,5 cm,

OF> 3,5cm.

477.° Rajzoljatok egy 3cm-es AB szakaszt. Hatdrozzatok meg azt
a pontot, amely az AB szakasz mindkét végpontjatol 2 cm
tavolsdgra lesz. Hany ilyen pont létezik?
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478.°

479."

480.°

481.c

482.°

483.c

484.°

485.°

486.°

4. 8. Korvonal és korlap

Rajzoljatok egy 4 cm hosszUsagu CD szakaszt. Hatarozza-
tok meg azt a pontot, amely a C ponttdl 2,5 cm tavolsagra,
a D ponttél pedig 3,5 cm tadvolsagra van. Hany ilyen pont
létezik?

Rajzoljatok egy 7 cm-es atméréji kdrvonalat. Jeldljetek a
korvonalon egy A pontot. Hatdrozzatok meg a kdrvonalnak
azt a pontjat, amely az A ponttol 4 cm tavolsagra lesz.

GYAKORLATOK

A 281. abréan egy B kdzéppontu kdrvonal lathatd. Nevezzétek
meg a kdérvonal sugarat, harjat és atmér6jét. Hany sugar
lathato az 4bran, és hany har?

A

281. abra 282. abra 283. 4bra

Az O koOzépponta kdrben az AB és CD hurok egyenldk.
Bizonyitsatok be, hogy AOBZ =CODZ.

A 282. abran egy O kdzéppontd kdrvonal lathaté. CODZ =
=MOKZ. Bizonyitsatok be, hogy a CD és MAThurok egyenl6k.
Az AB és CD szakaszok a kdrvonal atmérdi. Bizonyitsatok
be, hogy BACZ = CDBZ.

Az M Kés E Fszakaszok egy O kdzéppontu kdrvonal 4&tmérdi,
MK —12 cm, ME = 10 cm. Hatarozzatok meg az FOK
haromszog keriletét.

Az AC és AB szakaszok, megfelel6en

az O kdzéppontd kdrvonal atmérdje

és harja lesz, BACZ = 26° (283. &bra).

Hatarozzatok meg a BOC szdg mértéket.

Az MP és MK szakaszok, megfelel6en

az O kozéppontld kérvonal atmérdje

és harja lesz, POKZ = 84° (284. abra).

Hatarozzatok meg az MPO sz6g mértékét.
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487.° Az AB és AC szakaszok, megfelel6en a kérvonal atmérdje
és hurja lesz, az AC hur egyenld a kdérvonal sugaréaval.
Hatarozzatok meg a BAC szdget.

488.° A CD szakasz egy O kozéppontu korvonal atmérdje lesz.
A korvonalon egy E pontot jeléltek ugy, hogy COEZ = 90°.
Bizonyitsatok be, hogy CE =DE.

489.° Mivel egyenld annak a kornek az &tmérdje, amelyrél tudjuk,
hogy 4 cm-rel nagyobb, mint az adott kérvonal sugara?

490.° AzAB és a CD szakaszok a kérvonal &tmérdi. Bizonyitsatok
be, hogy AC | BD.

491/ A hdar a koérvonal atmér6jét 30°-0s sz6g alatt metszi és
felossza azt egy 4 cm és 10 cm-es szakaszra. Hatarozzatok
meg a kérvonal kézéppontja és e har kozotti tavolsagot.

492/ A CDhur az AB atmérét egy M pontban metszi, CE LAB,
DFIAB,AMCZ =60°, ME =18 cm, MF = 12 cm (285. abra).
Hatarozzatok mega CD har hosszat. c

493/' Hatdrozzatok meg azon adott sugaru
korvonalak kbzéppontjainak mértani
helyét, melyek az adott pontot tartal-
mazak.

494/" Hatarozzatok meg azon kérvonalak
kdozéppontjainak mértani helyét,
melyek az adott két pontot tartal-
mazzak.

495/’ Hatarozzatok meg azon pontok mértani helyét, melyek
egyenl6 tavolsdgra vannak két egymast metsz6 egyenestél.

496/’ Hatarozzatok meg a kozos alapu egyenl6 szaru haromszoégek
cstcsainak mértani helyét.

497.” Hatarozzatok meg két parhuzamos egyenest6l egyenl6 ta-
volsagra 1évd pontok mértani helyét.

498.” Hatarozzatok meg az adott egyenest6l megadott tdvolsagra
lévd pontok mértani helyét.

O— 499.” Az AB szakasz egy korvonal &tmérdje, az M pont
az adott kdrvonal tetsz6leges pontja, de kilénbozik az
A és B pontoktdl. Bizonyitsdtok be, hogy AMBZ- 90°.

500/ Adott az A és B pont. Hatarozzatok meg azon X pontok
meértani helyét, melyekre AX >BX.

501/ Adott az A és B pont. Hatarozzatok meg azon X pontok
mértani helyét, melyekre AX >AB.

285. abra
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502.

503.

504.

505.

506.
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Az AC alapu egyenl6 szari ABC haromszégben AD és CE
szdgfelezbket rajzoltunk. Bizonyitsatok be, hogy AE =ED.
Az O pontbdl az A, B és C pontokon keresztiil OA, OB és
OC félegyeneseket huztunk. Ismert, hogy OA = OB = OC,
AOBZ = 80°, BOCZ = 110°, AOCZ = 170°. Hatarozzatok
meg az ABC haromszdg szdgeit.

Az ABC haromszdg AB oldalan gy jeldltiink egy M pontot,
hogy BM - CM, az M K félegyenes az AMC szdg szdgfelezbje
lesz. Bizonyitsatok be, hogy MK | BC.

A hegyesszdgl hdromszdg egyik kiilsé szoge 160°. Hatarozza-
tok meg azon egyenesek kdzotti szoget, melyek tartalmazzak
a hdromsz6g mésik két csucsabol bocsatott magassagokat.

FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,
SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL

A 286. abran egy ABCD téglalap lathato, amelyet
négyzetekbdl raktak ki. Hatdrozzatok meg a legnagyobb
négyzet oldalat, ha a legkisebb négyzet oldala 1egység lesz.

B

286. abra
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20. A korvonal tulajdonsagai. A kérvonal érintéje

20.1. tétel. A korvonal atméréje, amely meréleges a
hirra, felezi ezt a hart.

Bizonyitas.© Haahur atmérdje e kdrnek, c
akkor a tétel allitdsa szemmel lathaté lesz.

A 287. 4bran egy O kdzéppontld koérvonal
lathatdé, melynek CD atmérdjét metszi egy
M pontban az AB hdr, amely nem atmérGje
a kérnek,CD L AB. Bebizonyitjuk, hogy

AM = MB.
MeghlUzzuk az OA és az OB sugarakat. Az
AOB haromszog egyenl§ szara (AO = OB), mely- 287. abra

ben az OM szakasz magassag, tehat oldalfelezg
is, vagyis AM = MB. A

20.2. tétel. A korvonal atmérdje, amely az atmér6tdl
kilénbdzdé hart felezi, merdéleges lesz erre a harra.

Bizonyitsatok be ezt a tételt 6nalléan. Gondolkozzatok el azon,
hogy igaz-e ez az allitas akkor is, ha a hur 4tmérd lesz.

A 288. abran lathat6 az egyenes és a kor kélcsdnos helyzetének
Osszes esete: nincs kdzds pontjuk (288. a abra), két kdzds pontjuk
van (288. b abra), egy kézés pontjuk van (288. c. dbra).

Meghatarozas. Azt az egyenest, amelynek a korrel
csak egy k6z0s pontja van, a kor érintdj ének nevezziuk.

A 288. c 4brédn az a egyenes érint6je az O kdzéppontu
korvonalnak, az A pont pedig az érintési pont.

288. abra
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290. abra 291. abra

Akdrvonal érintdjének azzal a kérlappal, melyet az adott kor-
vonal hatarol, csak egy kéz6s pontja van. Ezért igy is mondhatjuk,
hogy ez az egyenes az adott kdrvonallal hatarolt kérlap érint6je
is. A 289. dbran az a egyenes az O kézéppontl korlap érintdje.

Ha a szakasz (félegyenes) a kor érint6jéhez tartozik, és az
adott korrel van kdzos pontja, akkor ugy is mondhatjuk, hogy a
szakasz (félegyenes) érinti a kdrvonalat. Példaul a 290. 4bran az
AB szakasz a C pontban érinti a kérvonalat.

20.3. tétel (az érinté tulajdonsaga). A kdérvonal
érint6je mer@leges az érintésiponthoz huzott sugarra.

Bizonyitas. © A 291. 4bra egy O kodzéppontd kdrvonalat
abrazol, ahol az A pont az érintési pontja az a egyenesnek és a
korvonalnak. Be kell bizonyitani, hogy OA L a.

Tételezziik fel, hogy ez nem igy van, vagyis az OA szakasz
ferde az a egyeneshez viszonyitva. Ekkor az O pontb6l egy OM
merdlegest bocsatunk az a egyenesre (292. abra). Mivel az A pont
az egyetlen kdz6s pontja az a egyenesnek és az O kdzéppontu

kérlapnak, melyet az adott kdrvonal
hatarol, ezért az M pont nem illeszkedik
erre a korlapra. Innen kovetkezik, hogy
OM = MB + OB, ahol a B pont a kdrvonal
és az OM merdleges metszéspontja. Az
OA és az OB szakaszok egyenlék, mivel a
kor sugarai. Ezekb6l azt kapjuk, hogy az
OM > OA. Ellentmondasra jutottunk: az
OM mer6leges hosszabb az OA ferdénél.
292. &bra Tehat, OALa. A
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20.4. tétel (az érintd ismertetdjele). Ha az egyenes,
amely a kérvonal egypontjara illeszkedik, és merdéleges eh-
hezaponthoz hGzottsugarra, akkor ez az egyenes az adott
korvonal érintdje lesz.

Bizonyitds. © A 291. 4bran egy O k6zéppontu kérvonal lathato,
melyben az OA az adott kor sugara, és az A pont illeszkedik az
a egyenesre, OA J a. Bebizonyitjuk, hogy az a egyenes az adott
korvonal érintdje lesz.

Legyen az a egyenes nem érintd, tehat az adott korvonallal van
még egy B kdzos pontja is (293. dbra). Ekkor az OA és OB szaka-
szok egyenl6k, mint a kérvonal sugarai, tehat az AOB haromszdg
egyenld szaru. Innen kdvetkezik, hogy OBAZ =OABZ = 90°. Tehéat
ellentmondasra jutottunk: az AOB haromszdgnek két derékszoge
van. Vagyis az a egyenes a kérvonal érintéje lesz. A

Kovetkezmény.Ha a kdrvonal kézéppontjdnak tavol-
saga az egyeneshez a kérvonal sugaraval egyenl6, akkor ez
az egyenes az adott kdr érint6je lesz.

Bizonyitsatok be 6nalléan ezt a kdvetkezményt.

O—n Feladat. Bizonyitsadtok be, hogyha az adott pontbol
a korhdz két érintdt hazunk, akkor az adott pont és az érintési
pontok kdzotti szakaszok egyenlék.

293. abra 294. abra

Megoldas.A294. dbran egy O kdzépponti kérvonal lathato.
Az AB és AC egyenesek az érintdi, a B és C pontok az érintési
pontok. Be kell bizonyitani, hogy AB = AC.

Meghlzzuk az érintési pontokba az OB és OC sugarakat. Az
érint6 tulajdonsaga (20.3. tétel) alapjan OB LAB és OC LAC.
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Az AOB és AOC derékszdgl haromszégekben az OB és az OC
befogdk egyenl6k, mint a kérvonal sugarai, az AO pedig a kozds

atfogo

lesz. Tehat az AOB és az AOC haromszdgek egybevéagoak

az atfogo és a befog6 alapjan. Ebbol kovetkezik, hogy AB =ACM

?

=

507.°

508.°

509.°

510.°

Hogyan ossza fel az atmér6 a r4 merdleges hurt?

Mivel egyenl6 az atmér6tdl kilonbdzé har és az adott hart
felez6 atmér6 kozotti szoég fokmértéke?

irjatok le 4z egyenes és a korvonal kdlcsénds helyzetének
kilénb6z6 eseteit.

Milyen egyenest neveziink a kdrvonal érint6jének?

Milyen tulajdonséaggal rendelkezik az a sugar, amelyet a
kérvonal és az érint6je érintési pontjaba haztak?

Fogalmazzatok meg a kdrvonal érint6jének ismertetdjelét.

Milyen tulajdonsaggal rendelkeznek a kdrh6z egy pontbol
hiazott érint6k?

Rajzoljatok egy O k6zéppontld kérvonalat, és egy AB hurt. A
négyzetracsok segitségével osszatok fel két egyenld részre.

Rajzoljatok egy O kdzéppontu korvonalat, és egy CD
hart. Vonalzé alkalmazéasaval, hizzatok meg a CD hurra
mer6leges atméraot.

Rajzoljatok egy tetsz6leges sugaru kort, jeldljétek rajta az
A és B pontokat. A vonalzoét és a flizet négyzetracsait fel-
hasznalva rajzoljatok meg azokat az egyeneseket, melyek
az A és B pontokban érintik a kdrvonalat.

Rajzoljatok egy a egyenest, melyen jeldljetek egy M pontot.
Felhasznalva a flizet négyzetracsait, a vonalzot és a korz6t,
rajzoljatok egy 3 cm-es sugaru kort, amely az M pontban
érinti az a egyenest. Hany ilyen kort lehet rajzolni?
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511.° A 295. abran egy O kdzépponta kor lathaté, melynek CD
atmér6je mer6leges az AB harra. Bizonyitsatok be, hogy
AODz =BODZ.

295. 4bra 296. abra

O—ej 512.° Bizonyitsatok be, hogy a kdrvonal egyenl6 hurjai
egyenl6 tdvolsdgra vannak a kérvonal kdzéppontjatol.

O-rr 513.° Bizonyitsatok be, hogy amikor a kdrvonal hdurjai
egyenld tavolsagra vannak a kézépponttol, akkor ezek a
harok egyenlék lesznek.

514.° Ki lehet-e jelenteni, hogy az az egyenes, amely mer&leges
a kor sugarara, ennek a kérnek az érintdje lesz?

515.° A CD egyenes az A pontban érinti az O kdzéppontu
korvonalat, az AB szakasz a kodrvonal hdarja lesz,
BADz. = 35° (296. dbra). Hatarozzatok meg a AOB szdget.

516.° A CD egyenes az A pontban érinti az O kdzéppontu
korvonalat, az AB szakasz a korvonal hdrja lesz,
AOBZ =80° (296. abra). Hatadrozzatok meg a BAC szdget.

517.° Adott egy 6 cm atmérdjl korvonal. Az a egyenes a kdzép-
pontjatél: 1) 2 cm-re; 2) 3 cm-re; 3) 6 cm-re lesz. Melyik
esetben lesz az a egyenes a kérvonal érint6je?

518.° Az ABC haromszdgben ismert, hogy CZ= 90°. Bizonyitsatok
be, hogy:
1) a BC egyenes az A kozéppontu kdrvonal érint6je lesz,

amelyhez illeszkedik a C pont;
2) az AB egyenes nem lesz a Ckdzéppontu kérvonal érintdje,
amelyre az A pont illeszkedik.

O-n 519/ Bizonyitsatok be, hogy a kérvonal &tmér6je nagyobb,

mint barmelyik hdrja, ha az nem atmérd lesz.
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520.*

521.*

522.*

523.*

524.*

525.*

526.*

527.*
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Az O kdzéppontd kdrvonalban a sugér felez6pontjan at
egy AB merdleges hurt rajzoltak. Bizonyitsatok be, hogy
AOB Z =120°.

Hatdrozzatok meg a kdérvonal OA és OB sugarai ko-
z0Otti szoget, ha a korvonal O kdzéppontja és az AB hur
kozotti tAvolsadg 2-szer kisebb, mint: 1) az AB hdr hossza;
2) a kor sugara.

A korben meghlztadk az AB atmér6t valamint az AC és
CD hurokat ugy, hogy AC = 12 cm, BACZ =30°, AB 1 CD.
Hatarozzatok meg a CD har hosszat.

Az M pontbdl a korhoz MA és MB érint6ket huztak, az A
és B pontok az érintési pontok, OABZ =20°. Hatarozzétok
meg az AMB szoget.

Az AB har hossza egyenld a kor sugaraval, végpontjain ke-
resztil két érintét huztak, melyek egy C pontban metszik
egymast. Hatarozzatok meg az ACB szoget.

Az O kdzéppontl kérvonal Cpontjan keresztil a korh6z érin-
t6 van huzva, AB a kor atmérdje. Az A pontbdl az érintére
AD mer6legest bocsatottak. Bizonyitsatok be, hogy az AC
félegyenes a BAD szog szogfelezdje lesz.

Az AC egyenes az A pontban érinti az O kézéppontd
kérvonalat (297. abra). Bizonyitsatok be, hogy BAC szdg
2-szer kisebb, mint az AOB szdg.

Az AB és AC szakaszok megfelel6éen a kérvonal hurja és
atméréje, ABCZ = 30°. Az A ponton keresztil a kérvonalhoz
egy érinté van hizva, amely a BC egyenest a D pontban
metszi. Bizonyitsatok be, hogy az ABD egyenl6 szar( ha-
romszog lesz.

297. abra 298. abra.
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Ismert, hogy az AB a4tmérg felezi a CD hurt, de nem lesz
merdleges vele. Bizonyitsatok be, hogy a CD szintén a kor-
vonal atmeérdgje lesz.

Hatdrozzatok meg az adott egyenest egy adott pontban
érint6 korvonalak kdzéppontjainak mértani helyét.
Hatarozzatok meg az adott szég mindkét szarat érintd
kdrvonalak kdzéppontjainak mértani helyét.
Hatarozzatok meg az adott egyenest érintd kérvonalak
kdzéppontjainak mértani helyét.

Az egyenesek, amelyek az O kézéppontu kdrvonalat az A
és B pontokban érintik, egy K pontban metszik egymast,
AKBZ. =120°. Bizonyitsatok be, hogy AK + BK - OK.
533.“ Az ABC haromsz6g AB oldalat a kdrvonal egy M
pontban érinti, a masik két oldalnak meghosszabbitasat
is érinti ez a kdrvonal. Bizonyitsatok be, hogy a BC és BM
szakaszok 6sszege az ABC haromszdg félkeriletével lesz
egyenld.

A C ponton keresztil a kérvonalhoz AC és BC érintéket
haztak, A és B pontok az érintési pontok (298. abra). A ko-
ron felvettek egy tetsz6leges M pontot, amely egy félsikban
lesz a C ponttal az AB egyeneshez viszonyitva, és az M
ponton keresztil is érint6t huztunk a kérhdz, amely az AC
és BC egyeneseket megfelel6en D és E pontokban metszi.
Bizonyitsatok be, hogy a DEC haromszdg keriilete fliggetlen
az M pont helyzetét6l.

ISMETLO GYAKORLATOK mmmB B H |

Bizonyitsatok be, hogy a szakasz M felez6pontja, melynek
végpontjai parhuzamos egyenesekre illeszkednek, barmi-
lyen szakasz felez6pontja lesz, amelyre az M pont illeszke-
dik, végpontjai pedig illeszkednek az adott egyenesekre
Az AB és CD szakaszok egy egyenesen vannak, és kdzos
felez8pontjuk van. Az M pontot gy valasztottak meg, hogy
az AMB egyenld szaru haromszog, melynek AB az alapja.
Bizonyitsatok be, hogy a CMD haromszdg is egyenld szard,
melynek CD lesz az alapja.
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537. Az MPK haromszdég MK oldalan jeldltek egy E és egy F
pontot Ugy, hogy az E pont az M és F pontok kdzo6tt helyez-
kedik el, ME = EP, PF =FK. Hatarozzatok meg az M sz6-
get, ha EPFZ =92°, KZ =26°.

538. 538. Az ABC hegyesszdgl haromszégben meghuztdk a BM
szogfelez6t. Az M pontbdl a BC oldalra pedig MK mer6legest
bocsatottak. Ekkor ABMZ =KMCZ. Bizonyitsatok be, hogy
az ABC haromszog egyenld szard.

FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,
SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL

539. Allapitsatok meg, milyen szabaly szerint vannak elhelyez-
ve a 299. abréan lévé alakzatok. Milyen alakzat keril a
kovetkezd helyre?

tZSTOA &airi...

299. abra

21. A haromszoégbe és koré irt kdrvonalak

Meghatédrozas. Azt a kérvonalat, amely a hdromszdg
minden cstucsan &tmegy, a hdromszoég koré irhatd kor-
vonalnak nevezzik.

A 300. abran egy olyan kdérvonal lathat6, amely a hdromszdg
koré lett irva. Ebben az esetben azt is mond-
jak, hogy a hdaromszog kérbe van irva.

A 300. abran az O pont annak a kérvonal-
nak a kozéppontja, melyet az ABC hadromszdg
koré irtunk. Az OA, OB és OC szakaszok
a korvonal sugarai, ezért OA = OB = OC.
Tehat a haromszog kéré irthato kdrvonal koé-
zéppontja egyenld tavolsagra van mindegyik

300. &bra csucsatal.
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21.1. tétel.Barmilyen haromszdg koré irhato kor.

Bizonyitds. 0 A bizonyitdshoz elegend6 bemutatni, hogy
tetsz6leges ABC haromszdgre létezik egy olyan O pont, amely
egyenld tavolsagra van mindegyik csucsatél. Ekkor az O pont a
haromszog koré irt kér kdzéppontja lesz, az OA, OB és OC sza-
kaszok pedig a sugarai.

A 301. 4bran egy tetsz6leges ABC haromszog lathato.
Megrajzoljuk az AB és AC oldalak felez6merd&legeseit, ezek meg-
felel6en a k és | egyenesek lesznek. Legyen az O pont ezeknek az
egyeneseknek a metszéspontja. Mivel az O pont a k felez6mer6-
legesre illeszkedik, ezért OA = OB. Mivel az O pont az | felez6-
merélegesre illeszkedik, ezért OA - OC. Tehat OA - OB = OC,
vagyis az O pont egyenlé tavolsagra lesz a hdromszdg mindegyik
csucsatol. a

Megallapitjuk, hogy a hdromszog koré csak egyetlen kérvonal
irhat6. Ez abbol kdvetkezik, hogy a k és | felez6mer6legeseknek
csak egy kozos metszéspontja van (301. dbra). Tehat létezik egy
és csakis egy pont, amely egyenld tdvolsdgra van a haromszog
mindegyik csucsatol.

1. kévetkezmény. A haromszdog harom oldalfelezd
merélegese egy pontban metszik egymast.

2. kdvetkezmeény. A haromszog koré irhaté korvo-
nal k6zéppontja a haromszdg oldalfelezd merdlegeseinek
a metszéspontja lesz.

Meghatarozas. A haromszégbe irthaté kérnek azt
a kérvonalat nevezzik, mely érinti a haromszdég minden
oldalat.

A 302. dbran egy haromszogbe irt kérvonal lathatd. Ebben
az esetben azt is mondjak, hogy a hdromszdget a kérvonal
koreé irtak.

B B

A P

301. 4bra 302. abra
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A 302. 4brédn az O pont az ABC haromszogbe irt kérvonal
kézéppontja lesz, az OM, ON, OP szakaszok a kdrvonal sugarai,
melyek az érintési pontokba vannak hidzva, OM LAB, ON 1 BC,
OP LAC. Mivel OM = ON = OP, ezért a beirt kdr kdzéppontja
egyenld tavolsdgra van a haromszég minden oldalatél.

21.2. tétel. Barmilyen haromszdgbe lehet kdrt irni.

Bizonyitas.0 A 303. 4bran egy tetsz6leges ABC haromszdg
lathat6. Megrajzoljuk az A és B szdgeinek a szdgfelezdit, megje-
16ljuk a metszéspontjukat egy O ponttal. Az ABC haromszdg AB,

BC és CAoldalaira az O pontbdl OM, ON

és OP mer6legeseket bocsatunk. Mivel az

O pont az A szog szogfelezdjére illeszkedik,

ezért a szogfelez6rél sz6l6 tétel (19.2. tétel)

alapjan OM - OP. Hasonl6an, az O pont

a B sz0g szogfelezOjére illeszkedik, ezért

OM = ON. Legyen OM - r. Ekkor OM -

303 abra = ON = OP = r. Ezért az O pont a ha-

romszog minden oldalatél r tdvolsagra

lesz. A korvonal érint6jérél szo6lo tétel

kovetkezményébdl (a 20.4. tétel kovetkezménye) az kovetkezik,

hogy az O pont lesz az r sugart kdrvonal kézéppontja, amely
érinteni fogja az AB, BC és AC oldalakat. a

Megjegyezzik, hogy a hdromszdgbe csak egy kdrvonal irhato.
Ez abbol kdvetkezik, hogy az A és B szdgek szogfelez6i (303. dbra)
csak egy pontban metszik egymast. Tehat csak egy olyan pont
létezik, amely egyenld tavolsagra van a haromszdg oldalaitél.

1. kodvetkezmény. A haromszdg szogfelezdi egy pont-
ban metszik egymast.

2.kovetkezmény. Aharomszdgbe irt kor k6zéppontja
a sz0gfelez6k metszéspontja lesz.

O—r Feladat. Bizonyitsatok be, hogy a derékszégl harom-
szogbe irt kdérvonal sugara az r = ) képlettel hatarozhato

meg, ahol r —a beirt kérvonal sugara, a, b - befogdk, c- atfogo.
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Megoldas. Az ABC hadromszégben: ACBZ = 90°, BC = a,
AC =D, AB =c, az O pont a beirt kor kézéppontja, M, E és K a
korvonal megfelel6 érintési pontjai a BC, AC és AB oldalakkal
(304. &bra).

Az OM szakasz az érintési pontba huzott kérvonal sugara.
Ezért OMJ BC.

Mivel az O pont a beirt kor sugara, ezért a CO félegyenes
az ACB sz0g szogfelez6je, tehat OCMZ = 45°. A CMO ha-
romszdg egyenlé szard haromszog lesz. Innen CM = OM =,

Az egy pontbdl hazott érint6 szakaszok 7
tulajdonsagait felhasznalva kapjuk: CE - CM.

Mivel CM =r, ebb6l kévetkezik, hogy CE =r.
Tehdat AK =AE =b-r; BK=BM - a-r.

Mivel AK + BK = AB, ebbél kapjuk,

hogy b -r+ a-r-c. Innen kdvetkezik, hogy

2r-a +B-c]r= --------- ..

Mit nevezink a haromszog koéré irhaté kdrvonalnak?
Milyen haromszdget neveziink kdrbe irt haromszégnek?
Milyen haromszdg koéré irhatdé kérvonal?

Milyen pont lesz a haromszdg koré irt kor kdzéppontja?
Milyen kort neveziink a haromszogbe irtnak?

Milyen haromszdéget neveziink a kor koré irt hdromszognek?
Milyen haromszégbe irhaté kérvonal?

Milyen az a pont, amely a hdromszdgbe irt kor kdzéppontja
lesz?

© N o oA wN PR

GYAKORLATI FELADATOK |

540.° Rajzoljatok egy kiillonb6z6 oldalt hegyesszdgl haromszdget.
1) Aflzetnégyzetracsait és a vonalz6 skalajat felhasznalva
hatdrozzatok meg az adott haromszdg koré irt kdr kozép-

pontjat.
2) irjatok a haromszog koré kort.
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541.°

542.°

543.°

544.°

545.°

546.°

0

4. 8. Korvonal és korlap

Végezzétek el az 1. és 2. feladatokat a kulénbdz6 oldalu
derékszogli és tompaszdgl haromszogekre is.

Rajzoljatok:

1) egy egyenlé szari hegyesszogli haromszdget;

2) egy egyenld szari tompaszogl haromszdget.
Végezzétek el az 1. és 2. feladatokat az 540. gyakorlatbél.
Rajzoljatok at a flizetbe a 305. abrat. Az A, B, C pontokon
keresztul rajzoljatok egy kérvonalat, ekdzben hasznalhattok
vonalz6t, négyzetracsos lapot és korz6t.

B

305. abra

Rajzoljatok egy kilénb6z6 oldali haromszdget.

1) Vonalzot és sz6gmérdt alkalmazva hatadrozzatok meg a
haromszogbe irt kor kdzéppontjat.

2) A flzetlap négyzetracsait felhasznalva hatarozzatok
meg a beirt kdrnek és a haromszdg oldalainak az érintési
pontjait.

3) Rajzoljatok meg az adott hdromszdgbe irt kdrvonalat.

Rajzoljatok egy egyenld szart haromszdget. Végezzétek el

az 543. gyakorlat 1., 2. és 3. feladatat az adott hAromszdogon.

Bizonyitsatok be, hogy az egyenl6 szari haromszog koré
irhaté kor kézéppontja az alapra bocsatott oldalfelez6re
illeszkedik.
Bizonyitsatok be, hogy az egyenl6 szari haromszog koré
irhaté kor kozéppontja az alapra bocsatott magassagra
illeszkedik.
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B

306. abra 307. abra

Bizonyitsatok be, hogyha a hAromszdgbe irt kdrvonal kdzép-
pontja a magassagra illeszkedik, akkor az ilyen haromszdg
egyenld szaru.

Bizonyitsatok be, hogy az egyenld oldald hdromszdg koré
irt korvonal kdzéppontja a szdgfelez6k metszéspontja lesz.
A 306. 4brén az ABD és CBD haromszdgekbe irt kdrvonalak
kozéppontjai megfeleléen O és Or Bizonyitsatok be, hogy
az 0D 02sz0g derékszog lesz.

A 306. &brédn az ABD és CBD haromszdgekbe irt kdrvonalak
kozéppontjai megfelel6en O és Oy ABCZ =50°. Hatarozzé-
tok meg az 0x802szog fokmértékét.

Az ABC haromszog koré irt kér O kdzéppontjan keresztil
egy egyenest fektettek, amely mer6leges az AC oldalra, és
az AB oldalat egy M pontban metszi. Bizonyitsatok be, hogy
AM=MC.

Az ABC haromszogbe egy olyan kor van irva (308. abra),
amely M, K és E pontokban érinti az oldalait, BK =2 cm,
KC=4cm,AM - 8cm. Hatarozzatok meg az ABC haromszdg
keruletét.

Az ABC haromszdgbe egy olyan kor van irva (308. abra),
amely M, K és E pontokban érinti

az oldalait, AB = 13 cm, BC = 8 cm, B

BK =3cm. Hatarozzatok meg az AC

oldal hosszat.

Bizonyitsatok be, hogyha a harom-

sz0g koré irt kor kozéppontja illesz-

kedik a hdromszd6g magassagara,

akkor az ilyen haromszdg egyenlé

Szara lesz.
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955."
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558.*

559

560.*

563."

564.*
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Bizonyitsatok be, hogyha a hdromszdg koré irt kor kdzép-
pontja illeszkedik a haromszdg oldalfelez6jére, akkor az
ilyen haromszég egyenld szara lesz.

556.* Bizonyitsatok be, hogyha a haromszég koré irt kor-
vonaldnak és a beirt kdrének a kdzéppontjai egybeesnek,
akkor az ilyen haromszdg egyenl6 oldald.

Az egyenld szaru haromszogbe irt korvonalnak az érintési
pontja a sz&rat 7 : 5 aranyba osztja a haromszdg csucsatol
szamitva. Hatarozzatok meg a haromszog oldalait, ha a
kertlete 68 cm.

Az ABC kor koré irt haromszog kerlilete 52 cm, az AB ol-
dalra illeszkedd érintési pont az adott oldalt az A csucstol
szdmitva 2 : 3 ardnyba osztja. A BC oldal érintési pontja
a C csucstél 6 cm tavolsagra van. Hatarozzatok meg a
haromszdg oldalait.

A haromszog szogei 30°, 70° és 80°, és kor van bele irva. Ha-
tarozzatok meg annak a hdromszognek a szdgeit, amelynek
a cslcsai az adott haromszdg és a belé irt kdrvonal érintési
pontjai lesznek.

Az egyenl6 szard ABC haromszdgbe kort irtak, amely M és
N pontokban érinti az AB és BC szarait. Bizonyitsatok be,
hogy MN | AC.

561.* Bizonyitsatok be, hogyha a haromszog koré irt kor-
vonal kdzéppontja az oldalara illeszkedik, akkor az ilyen
haromszdg derékszogl lesz.

562.” Az ABC héaromszdgbe kor van irva, amely az M
pontban érinti az AB oldalat, BC =a. Bizonyitsatok be, hogy
AM =p - a, ahol ap az ABC haromszdg félkerilete lesz.
Az egyenl6 oldald haromszdgbe, melynek oldala a, kér van
irva. Ehhez a korhdz egy érint6t huztak, amely metszi a
haromszog két oldalat. Hatdrozzatok meg annak a harom-
szognek a keriletét, amelyet ez az érinté vag le az adott
haromszogbél.

Az ABC egyenld szart haromszégnek (AB = BC) az
alapja 10 cm. Ebbe kort irtak, és ehhez a kérhéz harom
érint6t haztak, amelyek levagjak az ADK, BEF és CMN
haromszogeket az adott hdromszoghdl. A keletkezett
haromszogek kerlileteinek az 6sszege 42 cm. Mennyi lesz
az adott hd&romszodg szaranak a hossza?
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309. abra 310. abra

Az ABC haromszégben a BD oldalfelez6, AB = 7 cm,
BC = 8 cm. Az ABD és BDC haromszdgekbe kdrvonalat
irtak. Hatarozzatok meg az érintési pontok tavolsagat a
BD szakasztol.

Az ABC haromsz6g BAC ésACB szbgei harom-harom egyenl6
részre van osztva (309. abra). Bizonyitsatok be, hogyAMNZ =
=CMNZ.

A sz6g B cstcsat nem tudjuk elérni (310. abra). Szégméro
és skala nélkili vonalz6 felhasznalasaval szerkesszetek egy
egyenest, amely tartalmazza a B szdg
szogfelezGjét. B
Az ABC egyenl6 szar( haromszdég beirt

és korulirt kdreinek kbzéppontjai meg-

felel6en az Fés O pontok lesznek (311.

abra). Ezek a pontok a haromszdg AC

alapjatol egyenl6 tdvolsagra vannak.
Hatarozzatok meg az ABC haromszdg

szogeit.

ISMETLO GYAKORLATOK

Az ABC szignek a szogfelez6je a sz6g szaraval olyan sz6-
get alkot, amely egyenlé lesz az ABC sz6g mellékszdgével.
Hatarozzuk meg az ABC szdget.

Az egyenld szaru haromszdgben az alap csucsabol meghuz-
tak a hdromsz6g magassagat, az alap masik cstcsabol pedig
a szogfelez6t. A magassag és a szogfelezd metszéspontjaban
keletkezett sz6gek egyike 64°. Hatarozzatok meg az adott
haromszdg szogeit.
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571. A 312. 4bran a BC | AD, AB =3 cm,
BC = 10 cm. A BAD sz6g szogfelezéje
a BC szakaszt egy K pontban metszi.
Hatarozzatok meg a BK és KC szaka-
szok hosszat.

572. Az ABC haromszogben ismert, hogy 312. dbra
AB = BC, AM és CK pedig a harom-
sz0g oldalfelez6i. Bizonyitsatok be, hogy MK || AC.

FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK, B ¢
SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL

573. Az ABCD négyzeth6l kivagtak a
bevonalkéazott alakzatot (313. &bra).
Osszatok fel négy egyenld alakzatra a )
négyzet maradék részét. 313. dbra

A 1 D

22. Szerkesztési feladatok1l

Skalas vonalzéval, kérzével, sz6gmérbvel, a 314. abran lathato
goérbevonalzéval méar nagyon sokszor kellett kiilonb6z6 mértani
szerkesztéseket végeznetek.

Lehet-e kevesebb eszk6zzel geometriai szerkesztéseket végez-
ni? Kiderult, nagyon sok esetben a szerkesztés-
hez elegendd a korz6 és a skala nélkili vonalzo
is. Példaul ahhoz, hogy megszerkessziik a sz6g
szogfelez6jét, egyéaltalan nem szlikséges a
szogmérd, olyan vonalzéval is el lehet végezni
a szakaszt felezését, amelyen nincs skala.

Erdemes-e a mai vilagban, amikor olyan
pontos eszk6zOket hoztak létre és szamitdégép
programok is rendelkezésiinkre allnak, melyek

314. dbra segitségével a legbonyolultabb méréseket és

1Nem kotelez6 tananyag
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szerkesztéseket is el Ighet végezni, olyan egyszer( eszktzoket
hasznalni, minta korz6 és a vonalz6? A gyakorlatban természetesen
nem. Ezért a mérndkok, épitészek, formatervez6k nagyon sok ilyen
eszkdzt hasznalnak.

A mértanban az alakzatok szerkesztésénél a kovetkez6 sza-

balyokat alkalmazzak:

1) a szerkesztéseket korzdével és olyan vonalzoval végzik, ame-
lyiken nincs skéla;

2) vonalz6 segitségével az adottponton keresztil lehet egyenest
rajzolni, és két ponton keresztil, példaul az A és B ponton
at megrajzolhat6 az AB egyenes;

3) korzé segitségével lehet kort rajzolni, ha adott a kor kdzép-
pontja éssugara, amely egy adott szakasz hosszaval egyenld.

Ha a feladatban meg kell szerkeszteni valamilyen alakzatot,
akkor azt csak a fenti szabalyok alkalmazéséaval lehet elvégezni.

A szerkesztési feladatot elvégezni annyitjelent, hogy 0sz-
szedllitani a feladat megoldaséahoz sziikséges munkatervet (algo-
ritmust); megvaldsitani a munkatervet, elkésziteni a szerkesztést;
bebizonyitani, hogy a kapott alakzat lesz a keresett.

Vizsgaljuk meg a szerkesztési feladatok legfontosabbjait.

O—n 1 feladat. Szerkesszetek egy adott szoggel egyenlé
szoget, melynek egyik szara az adott félegyenes lesz.

Megoldas. A 315. abran az A szdg és egy OK félegyenes
lathatd. Meg kell szerkeszteni egy szoget, amely egyenld lesz az
A-val, az egyik széara pedig az OK félegyenes.

Rajzolunk egy tetszéleges r sugaru kort, melynek kdézéppontja
az A pontlesz. Akor és az A szog szarainak metszéspontjat jeldljik
B és C-vel (316. abra). Ekkor AB =AC =r.

A
0 K A

315. abra 316. abra
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317. abra

Rajzolunk egy O kbdzéppontu és r sugard kort. Az
OK félegyenest a kor egy pontban metszi, legyen ez az M pont
(317. a dbra). Ezutan az M pontbdl rajzolunk egy BC sugaru kor-
vonalat. Legyen az O és Mkdzépponta kdrvonalak metszéspontja
E és F (317. b 4bra). Megrajzoljuk az OE és OF félegyeneseket
(317. c &bra).

Bebizonyitjuk, hogy az EOM és az FOM szdg is a keresett szdg
lesz. Bebizonyitjuk, hogy példaul az EOMZ = BACZ

Megvizsgéljuk az ABC (316. &bra) és az OEM (317. c abra)
haromszdgeket. Adott: AB = OE =r -AC = OM. A szerkesztésbol
kovetkezik, hogy EM =BC. Tehat az ABC és OEM haromszdgek
egyenl6k harom oldaluk alapjan, vagyis a haromszdgek
egybevagésaganak harmadik ismertetéjele alapjan. Ebbdl
kovetkezik, hogy EOMZ =BACZ. Ehhez hasonl6an azt is be lehet
bizonyitani, hogy BACZ =FOMZ. #

Mi két olyan széget, az EOM és az FOM szerkesztettiink,
melyek mindegyike kielégiti a feladat feltételeit. Ezek a szdgek
egyenldk. llyen esetekben ugy tekintik, hogy a szerkesztési fel-
adatnak egy megoldasa van.

O—n 2. feladat. Szerkesszétek meg az adott szakasz fele-
z6mer6legesét.

Megoldas. Legyen ABaz adott szakasz (318. a dbra). Meg-
rajzolunk két kérvonalat, melyeknek a kézéppontjai az A és B
pontok, sugaruk pedig az AB szakasz lesz. Ezeknek a kérvonalak-
nak a metszéspontjait megjeléljik M-mel és A7-nel (318. b abra).
Meghlzzuk az M N egyenest (318. c abra). Bebizonyitjuk, hogy az
MN lesz a keresett egyenes.
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Mm

318. abra

A szerkesztésbdl kovetkezik, hogy MA = MB = AB és
NA =NB =AB (318. d 4bra). Tehat az M és N pontok az AB sza-
kasz felez6mer6legesére illeszkedik. Ezért az M A egyenes lesz az
AB szakasz felez6mer6legese. #

Megjegyzés. Mivel az MN egyenes az AB szakaszt az 0 fe-
lez6pontjaban metszi, ezért a kdvetkezd feladatokat is a fenti
feladatok alapjan oldjuk meg.

O—r 3. feladat. Felezzétek meg az adott szakaszt.

O-rr 4.feladat. Adott egy egyenes, és egy pont, amely nem
illeszkedik az egyenesre. Ezen a ponton keresztil fektessetek egy
egyenest, amely mer6leges az adott egyenesre.

Megoldas.Legyen m az adott egyenes, A pedig a rajta kivili
pont. Rajzolunk egy olyan kort, melynek a k6zéppontja az A pont,
és két pontban metszi az m egyenest. Megjeldljik ezeket a ponto-
kat M-mel és A-nel (319. &bra).

Mivel AM = AN, ezért az A pont illesz-
kedik az M A szakasz felez6merdlegesére.

Megszerkesztve ezt a felez6mer6legest
(lasd a 2. feladatot), ezzel megoldjuk a
feladatunkat. #

O-rr 5.feladat. Adott egy egyenes,
és egy pont, amely illeszkedik az egyenesre. Ezen a ponton keresz-
tul fektessetek egy egyenest, amely mer6leges az adott egyenesre.

Megoldas.Legyen m az adott egyenes, A pedig az egyenesre
illeszkedd pont. Rajzoljunk egy tetsz6leges sugart kdrvonalat,

319. abra
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melynek kdzéppontja az A pont. Ez az m
egyenest két pontban metszi. Jeldljik 6ket
—  Af-mel és iV-nel (320. 4bra).
M Mivel AM=AN, ezért mi a feladatunkat
atalakitottuk egy olyan feladatta, ahol az
MN szakasznak kell megszerkeszteni a fe-
lez6merdlegesét. #

320. abra

O—r 6.feladat. Szerkesszétek meg az adott szog szdgfele-
z0jét.

Megoldas.Legyen A az adott szdg. Rajzolunk egy tetszéleges
sugaru kdrvonalat, melynek kdzéppontja az A pont. Ez a kér a
sz0g szérait két pontban metszi. Jeldljlik ezeket a metszéspontokat
M-mel és iV-nel (321. a &bra). Ugyanezzel a sugarral rajzolunk
meég két kort, melyeknek a k6zéppontjai M és N pont lesz. Ezek
a korvonalak A és K pontokban metszik egymast (321. b abra).
Meghtzzuk az AK félegyenest (321. c abra).

321. abra

Bebizonyitjuk, hogy az AKfélegyenes lesz a keresett szogfelez6.
Val6ban, azAMK és ANK haromszdgek (321. d 4bra) egybeva-
gbéak a harom oldaluk alapjan, vagyis a haromszdgek egybevago-

sdganak harmadik ismertet6jele szerint. Tehat MAKA = NAKA -

O—n 7. feladat. Szerkesszetek derékszégl haromszoget
atfogoja és befogdja alapjan.

Megoldas. Legyen két szakasz b és c, ahol b <c (322. a 4bra).
Mivel az atfog6 nagyobb, mint a befogd, ezért az atfogé a nagyob-
bik szakasz lesz ezek koziil, a befogd pedig a kisebbik. Tehat egy
olyan ABC derékszdgl haromszoget kell szerkeszteni, melyben
Cz =90°, AB =¢,AC =h.
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Rajzolunk két mer6leges m és n egyenest. C pont lesz a met-
széspontjuk. Az m egyenesen felmérjik a CA szakaszt, amely a b
befogoval lesz egyenld (322. b abra). Rajzoljunk egy A k6zéppontl
korvonalat, melynek sugara megegyezik a c atfogoval. A kdrvo-
nal az n egyenest két pontban metszi, ezek legyenek Bt és B2
(322. c 4bra). Az ACB1és ACB2haromszogek lesznek a keresett
haromszdgek.

Mivel az ACBI és ACB2haromszégek egybevagoak, ezért a
feladatnak egyetlen megoldéasa lesz. »

8. feladat. Szerkesszetek hdromszdget oldala, és a masik
két oldal magassaga alapjan.

Megoldas. A323. &bran egy ABC hdromszdg lathatd, melynek
magassagai AA1és CCVHaismertek az AC, AArés CClszakaszok,
akkor meg lehet szerkeszteni az AAMC és CC"A haromszogeket az
atfogo és a befogd alapjan (lasd a 7. feladatot).

A fenti gondolatmenetet a szerkesztési feladat analizi-
sének nevezzik, amely segit a szerkesztés tervének elkészité-
seben.

323. abra
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AX

324. abra 325. abra

Megszerkesszik az AAXC derékszdgl haromszdget, melyben
az AC atfogé megegyezik az adott oldallal, és az AAXbefog6 az
egyik adott magassaggal (324. a abra). A megszerkesztett ACAI
haromszégnek egyik szége, az adott oldal melletti sz6g, megegye-
zik a keresett haromszog szogével. Hasonlé szerkesztéssel meg
lehet kapni a keresett hAromszdgnek az adott oldalra fekvd mésik
szdgeét is. A 324. b 4bran ez a sz6g C*AC szbg lesz.

Most méar csak az ABC haromszdg megszerkesztése maradt
hatra, az AC oldala és a rajta fekv6 két szoge alapjan. Ezt a szer-
kesztést onalléan végezzétek el. o

9.feladat. Szerkesszetek haromszdget, ha adott egyik szége,
és ebb6l a sz6ghdl bocsatott szogfelezdje és magassaga.

Megoldas. Elvégezzik ennek a szerkesztési feladatnak az
elemzését. A 325. abran egy ABC haromszdg lathatd, melyben a
BD szakasz magassag, a BK pedig szégfelezd.

Ha ismert a BD és BK szakaszok hossza, akkor a BDK de-
rékszogl haromszoget meg lehet szerkeszteni a befog6 és atfogo
alapjan. Szintén megéallapitjuk, hogyha ismert az ABC szdg,
akkor meg lehet szerkeszteni az ABK és KBC szdgeket, melyek

mindegyike —ABCZ lesz. Innen megkapjuk a szerkesztés tervét.
Szerkesztink egy derékszogld BDK
haromszoget, melyben a BK atfogé a szog-
felez6vel lesz egyenld, a BD befogd pedig a
magassag lesz (326. dbra). Szerkesztliink
két szdget, melyek mindegyike az adott
sz0g felével egyenld és ezeknek a szogek-
nek a kozos szaruk a BK félegyenes. A
rajzon ezek az ABK és KBC szbgek lesz-
nek. AzABC lesz a keresett hAromszdg. ¢
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1. Milyen eszk6zokkel lehet elvégezni a szerkesztési feladatot?
Milyen szerkesztéseket lehet ezekkel végezni?

2. Mitjelent megoldani egy szerkesztési feladatot?

Rajzoljatok: 1) hegyesszdget; 2) tompaszoget. Szerkesszetek
olyan szdget, amely egyenl6é' a megrajzolttal.

Rajzoljatok egy ABC hegyesszdget és egy DK félegyenest.
Szerkesszetek egy MDKZ-t, amelyre igaz: MDKZ =2ABCZ.
Osszatok fel az adott szakaszt négy egyenl6 részre.
Rajzoljatok egy tetszéleges szoget. Osszatok fel azt negy
egyenld részre.

Szerkesszetek: 1) 45°; 2) 60° 3) 75°; 4) 120° sziget.
Szerkesszetek: 1) 30°; 2) 22°30'; 3) 15° szOget.
Rajzoljatok: 1) hegyessz6gl haromszdget; 2) tompaszdogl
haromszoget. Szerkesszétek meg ennek a haromszdgnek
mindegyik magassagat.

Rajzoljatok egy ABC haromszdget. Szerkesszétek meg: 1) az
AM magassagat; 2) BD oldalfelezgjét; 3) CK szdgfelezdjét.
Az adott ponton keresztil, amely nem illeszkedik egy adott
egyenesre, rajzoljatok parhuzamos egyenest vele.
Szerkesszetek haromszdget:

1) két oldala és kdzbezart szdge alapjan;

2) oldala és rajta fekvd két szdge alapjan.

Szerkesszetek adott sugart koérvonalat, amely érinti egy
adott pontban az adott egyenest.

A szbg adott pontjan keresztil fektessetek olyan egyenest,
amely a sz0g szaraibol egyenl6 szakaszokat metsz ki.
Szerkesszetek érint6t a kérhdz, amely egy adott ponton
megy at.

Szerkesszetek kdrvonalat, amely egy adott sz6g szarait érinti.
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588.°

589.°

590.°

591.°
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593.°

594.°
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4. 8. Korvonal és korlap

Adott egy 30°-0s szdg. Szerkesszetek egy adott sugard kor-

vonalat, melynek a sugara is adott, a kérvonal kézéppontja

a szog egyik szarara illeszkedik, és a kdrvonal érinti a szg

masik szarat.

Szerkesszetek korvonalat, amely érinti az adott szog szarait,

és az egyik szarat egy adott pontban.

Szerkesszetek derékszégl haromszoget:

1) két befogdja alapjan;

2) atfogoja és hegyesszdge alapjan;

3) befogdja és a.rajta fekvd hegyesszoge alapjan.

Szerkesszetek derékszogl haromszdget befogdja és szemben

fekv6 hegyesszoge alapjan.

Szerkesszetek egyenl6 szari haromszoget:

1) széara és a csucsnal 1év6 szdge alapjan;

2) azalaprabocsatottmagassagésacsuicsnal lév6szoge alapjan;

3) az alapja és az alaphoz tartoz6 oldalfelezé alapjan;

4) az alapja és a szarra bocsatott magassaga alapjan.

Szerkesszetek egyenld szari haromszdget:

1) az alapja és az alapjan fekvé szoge alapjan;

2) széra és az alapjan fekv6 szoge alapjan;

3) széra és az alapra bocsatott magassaga alapjan.

Szerkesszetek egyenld szard derékszdgl haromszdoget:

1) befogdja alapjan;

2) atfogoja alapjan.

Szerkesszetek kérvonalat, melynek k6zéppontja egy adott

pont lesz, amely az adott hegyesszdg egyik szarara illeszke-

dik, és a sz6g masik szarabdl egy adott hosszUsagu szakaszt

metsz Ki.

Hogyan lehet megfelezni egy olyan szakaszt, amelynek hosz-

sza tObbszordse a korzé végei kozti legnagyobb lehetséges

tavolsagnak?

Szerkesszetek derékszogl hdromszdget:

1) hegyesszdge és ennek a szognek a szdgfelez6je alapjan;

2) befogdbja és az atfogora bocsatott magassaga alapjan.

Szerkesszetek deréksz6gl haromszdoget:

1) befogdja és a masik befogdhoz hiuzott oldalfelez6 alapjan;

2) hegyesszdge és a derékszdg csucsabdl bocsatott magas-
saga alapjan.
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Szerkesszetek egyenl6 szarl haromszdget az alapja és a
beirt kérvonal sugara alapjan.

Szerkesszetek haromszdget oldala, mellette 1év6 szbge, és
ennek a szognek a cstcsabol bocsatott szogfelezdje alapjan.
Szerkesszetek hdromszoget oldala, a mésik oldaldhoz huzott
oldalfelezdje, és az adott oldal valamint az oldalfelez6 kozti
szbge alapjan.

Szerkesszetek haromszdget oldala, a mellette 1évé hegyes
szbge és az adott oldalra bocsatott magassaga alapjan.

Szerkesszetek haromszoget két oldala és ezek kozil az
egyikre bocsatott magassaga alapjan. Hany megoldéasa lesz
ennek a feladatnak?

Szerkesszetek haromszdget oldala, valamint az adott oldal
egyik végpontjabol bocsatott oldalfelezd és a magassag
alapjan. Hany megoldasa lesz ennek a feladatnak

Szerkesszetek haromsz6get magassdga és annak a két
szognek az alapjan, melyet ez a magassag alkot az ol-
dalaival, valamint kz6s cstcsuk van a magassaggal. Hany
megoldasa lesz ennek a feladatnak?

Szerkesszetek hadromszdget két oldala és a harmadik ol-
dalara bocsatott magassaga alapjan. Hany megoldésa lesz
ennek a feladatnak?

Szerkesszetek haromszoget két oldala és az egyik oldallal
szemkoOzti szoge alapjan. Hany megoldésa lesz ennek a
feladatnak?

Szerkesszetek haromszoget oldala, rajta fekvé szoge és az
adott oldalhoz htzott oldalfelezdje alapjan. Hany megoldasa
lesz ennek a feladatnak?

Szerkesszetek haromszdget szdge és a méasik két cstcsabol
bocsatott magassagai alapjan.

Szerkesszetek haromszodget két magassdga és azon szdge
alapjan, amelyb6l az adott magassagok kozil az egyiket
bocsatottak. Hany megoldasa lesz ennek a feladatnak?
Szerkesszetek derékszogl hdromszoget befogdja es a beirt
kdrvonal sugara alapjan.
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612."

613.”

614."

615.”

616.*

617.

618.

619.

620.

621.

4. 8. Korvonal és kérlap

Szerkesszetek haromszdget oldala, rajta fekvd szége és a
beirt kdorvonal sugara alapjan.

Szerkesszetek haromszdéget a beirt kérvonal sugara és azon
szakaszok alapjan, melyekre a beirt kérvonal érintési pontja
osztja az egyik oldalét.

Szerkesszetek haromszdget oldala és az erre az oldalra
bocsatott magassaga és oldalfelezdje alapjan.
Szerkesszetek haromszdéget, ha adva van harom pont, me-
lyek a haromszdgbe irt korvonal érintési pontjai lesznek.
Hogyan kell az 54°-0s sz6get harom egyenl6részre felosztani?

ISMETLO GYAKORLATOK

Az ABC haromszégben ismert, hogy AB - BC, az AE és
CF szakaszok a szogfelez6i lesznek. Bizonyitsatok be, hogy
EF | AC.

Hatarozzatok meg az ABC haromszdg szdgeit, ha:

1)AZ+ BZ= 110°,AZ + CZ = 85",

2) CZ- AZ =29°,AZ +CZ= 121°.

Az ABC derékszogl haromszég AB atfogdjanak felez6me-
rélegese a BC befog6t az M pontban metszi. Ismert, hogy
MACZ :MABZ =8:5. Hatarozzatok meg az ABC haromszog
hegyesszdgeit.

Allapitsatok meg a haromszég fajtajat, ha valamelyik kiilsé
szOge nagyobb a vele mellékszdget nem alkotd két belsé
szdgénél:

1) 60°-kal, a masiknéal 40°-kal;

2) 25°-kal, a masiknal 35°-kal.

FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,
SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL

Alaprarajzoltak egy egyenld oldali hdromszdget, és teljesen
befedték két méasik egyenld oldald haromszdggel, melyek
kialonboz6 méretliek voltak. Bizonyitsadtok be, hogy a ha-
romszog eltakardsadhoz elegendd lenne az egyik haromszdg.
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23. A pontok mértani helye mdédszer alkalmazéasa
a szerkesztési feladatoknall

Az ismert, hogyha a kék és a séarga szint 6sszekeverjuk, akkor
z6ldet fogunk kapni.

A sikon olyan pontokat kell dbréazolni, melyek egyidejileg
kétféle tulajdonsaggal rendelkeznek. Ha az egyik tulajdonsag-
gal rendelkez6 pontokat kékre festjik, a masik tulajdonsaggal
rendelkezOket pedig sargara, akkor érthetd, hogy a zéld pontok
mindkét tulajdonsaggal fognak rendelkezni. Ebben rejlik a pontok
mértani helyének (PMH) mddszere. Ezzel a médszerrel megoldunk
néhany feladatot.

O-n 1. feladat. Szerkesszetek haromszdget, ha adott a
haromszdg harom oldala.

Megoldas.Legyen adott hdrom szakasz, melyeknek a hossza
a, b, ¢ (327. abra). Meg kell szerkeszteni az ABC haromszdget, ha
AB =c,AC =b, BC =a.

Rajzolunk egy tetszdleges egyenest. Kdrz6 segitségével fel-
mérjiuk ra a BC szakaszt, melynek hossza a (328. abra). A feladat
megoldasdhoz méar csak a haromszdg harmadik csucsanak, az A
pontnak a megszerkesztése sziikséges.

Felhasznaljuk azt, hogy az A pontnak egyszerre két feltételnek
kell megfelelnie:

1) olyan pontnak kell lennie, hogy a B ponttol ctavolséagra l1évé
pontok meértani helyéhez tartozzon, vagyis a ¢ sugaru korvonal
pontjaihoz (a 328. abrdn ez a sarga kor lesz);

2) olyan pontnak kell lennie, hogy a C pontt6l btavolséagra l1évd
pontok mértani helyéhez tartozzon, vagyis a b sugart kérvonal
pontjaihoz (a 328. abran ez a kék kor lesz).

a

327. abra 328. abra

1Nem kotelez6 tananyag
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Az A pontnak a keletkezett két zdéld pont kdzul barmelyiket
tekinthetjuk.

A keletkezett ABC haromszdg lesz a keresett, mivel kielégiti
AB =c, AC = b, BC =a feltételeket.

A szerkesztés fenti leirdsabdél az kovetkezik, ha az adottak
kozul barmelyik szakasz hossza kisebb, mint a méasik két szakasz
hosszanak 0sszege, akkor ezek a szakaszok a haromszdg oldalai
lehetnek.

2. feladat. Szerkesszetek egy alakzatot, melynek minden
pontja egy adott széghoz tartozik, egyenld tdvolsagra van a szdg
szaraitdl és a tdvolsdgra a szg csucsatol.

Megoldas. Akeresett pont egyszerre két mértani hely pont-
jaihoz tartozik: a szog szogfelezéjéhez és egy a sugaru korvonalhoz,
melynek kdzéppontja a sz6g csucsa.

Megszerkesszik a sz6g szogfelez6jét és az adott kérvonalat
(329. abra). Metszéspontjuk a keresett X pont lesz.#

3. feladat. Szerkesszétek meg az adott R sugaru kérvonal
kdzéppontjat, ha az adott M pont illeszkedik a kérre és egy adott
a egyenest is érint.

Megoldéas. Mivel a kor érinti az a egyenest, ezért a kdzép-
pontja R tdvolsagra lesz ett6l az egyenest6l. Az adott egyenestél
adott tavolsagra lévé pontok mértani helye két parhuzamos
egyenes lesz (498. példa). Tehéat a kdrvonal k6zéppontjat a sdrga
egyeneseken (330. abra) kell keresni.

Az egy adott M pontra illeszkedd R sugaru kdrvonal kdzép-
pontjai, az M kdzéppontd R sugaru kérvonal pontjainak mértani
helye lesz (331. 4bra kék korvonala.) Ezért a keresett kérvonal
kdzéppontjanak a kék kdrvonal valamely pontjanak és a sarga
egyenes pontjanak a metszéspontjat tekintjuk (331. abra).

329. 4bra 330. abra 331. abra
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Azt az esetet, amikor az adott pont az adott egyenesre illesz-
kedik, onéalléan vizsgaljatok meg. ¢

4. feladat. Szerkesszetek hdromszdget egyik oldala, az erre
az oldalra huzott oldalfelez6je és a korilirt kérvonal sugara alapjan.

Megoldéas. Szerkesztink egy adott sugart kdérvonalat, és
meghuzzuk az AB hurt benne, amelynek hossza megegyezik a
keresett haromszdg oldalaval. Ekkor a har végpontjai a keresett
haromszog két cstcsa lesz. Erthetd, hogy a haromszég harmadik
cstcsanak egyidejileg illeszkednie kell a megszerkesztett
kdrvonalra (sarga korhoz) és az O kdzéppontd kdrvonalra is, ha
ennek a kérnek a k6zéppontja az AB szakasz felez6pontja, és a
sugara egyenld az adott oldalfelezé hosszaval (ez lesz a kék kor-
vonal). Az ABC1és ABC2haromszogek (332. abra) mindegyike a
megszerkesztendd haromszdg lesz. Mivel ezek egybevagok, ezért
a feladatnak egyetlen megoldésa van. ¢

332. abra 333. abra

622.° Adott az m egyenes, és a rd nem illeszkedd A és B pont
(333. &bra). Szerkesszétek meg az m egyenesen azt a pontot,
amely egyenld tavolsagra lesz az A és B pontoktdl.

623.° Az A és B pontok az m egyenesre illeszkednek. Szerkesz-
szetek egy olyan pontot, amely az egyenest8l a tavolsagra
lesz, az A és B pontoktdl pedig egyenld tavolsagra. Hany
megoldéasa van ennek a feladatnak?
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624.°

625.°
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627.%
628.*
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630.°

631.°

632.°

633.*

634.°

635.7

636."

4. 8. Korvonal és kérlap

Afi és Cpontok az A szdg killénb6z6 széraira illeszkednek,
ésAB " AC. Szerkesszétek meg a sz6ghoz tartozé M pontot,
amely egyenld tavolsdgra lesz a szaraitol, és MB = MC.
Afi és Cpontok az A szdg killonb6z0 szaraira illeszkednek.
Szerkesszétek meg azt a D pontot, amely a sz6ghoz tartozik,
egyenl6 tdvolsagra van a szaraitol és kielégiti a DC =BC
egyenl@séget. HAny megoldasa van ennek a feladatnak?
Szerkesszetek egyenl6 szaru haromszdoget, ha adott az alapja
és a széra.

Az adott kdrvonalnak szerkesszétek meg a kdzéppontjat.
Szerkesszetek adott sugard kort, melynek kézéppontja egy
adott egyenesre illeszkedik, és a kdrvonalhoz egy adott pont
is illeszkedjen.

Szerkesszetek adott sugard kérvonalat, amelyre két adott
pont is illeszkedik.

Hatarozzatok meg az dsszes olyan pontot, amely az adott
kérvonalra illeszkedik, és egyenl6 tdvolsagra van az adott
szakasz két végpontjatol. Hany megoldasa van ennek a
feladatnak?

Adott két egymast metsz6 m ésn egyenes, és egy AB szakasz.
Szerkesszétek meg az m egyenesen azt a pontot, amely az n
egyenestél AB tavolsagra lesz. Hany megoldasa van ennek
a feladatnak?

Az ABC haromszégben CZ = 90°. Az AC befogoéjan szer-
kesszétek meg azt a D pontot, amely az AB egyenest6l CD
tavolsagra lesz.

Szerkesszetek egy egyenl6 szaru hdromszoget, ha adott az
alapja és a korilirt kérének sugara. Hany megoldasa van
ennek a feladatnak?

Szerkesszetek egy haromszdget, ha adott két oldala és az
egyik ismert oldalanak az oldalfelezGje.

Szerkesszetek egyenld szaru haromszdget, ha ismert a szara
és a szardhoz hazott oldalfelezgje.

Az adott kdrvonalon szerkesszétek meg azt a pontot, amely
adott tavolsagra lesz egy adott egyenest6l. Hany megoldasa
van ennek a feladatnak?
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637.“ Az adott korvonalon .szerkesszetek egy pontot, amely egyen-

638.”

639.“

16 tavolsdgra van ket adott egyméast metsz6 egyenest6l.
Ha&ny megoldasa van ennek a feladatnak?

Két parhuzamos egyenes kdzott adott egy pont. Szerkesszetek
egy korvonalat, amelyre az adott pont illeszkedik, és a
koérvonal érinti az adott egyeneseket. Hany megoldasa van
ennek a feladatnak?

Szerkesszetek egy kdrvonalat, amelyre az adott A pont il-
leszkedik, és egy adott B pontban érinti az adott m egyenest.

640.” Adott két pArhuzamos egyenes és egy 6ket metsz6 egyenes.

641."

642.”

643.”

644.*

645.*

646.*

647.*

648.*

649.*

650.*

651.*

Szerkesszetek egy kort, amely érinti ezt a hArom egyenest.
Szerkesszetek egy haromszdget, ha adott két oldala és a
koré irt kérvonal sugara. Hany megoldasa van ennek a
feladatnak?

Szerkesszetek egy haromszdéget, ha adott az oldala, az erre
az oldalra bocsatott magassaga és a koré irt kdrvonal su-
gara. Hany megoldasa van ennek a feladatnak?
Szerkesszetek egyenl6 oldali haromszdget, ha adott a ko-
ralirt kérvonalanak sugara.

Harom egyenes nem egy pontban, de paronként metszik
egymast. Szerkesszétek meg azt a pontot, amely egyenld
tavolsagra lesz mindharom egyenest6l. Hany megoldasa
van ennek a feladatnak?

Szerkesszetek derékszdgl haromszoget, ha adott a befogoja
és az atfog6 valamint a masik befogdjanak dsszege.
Szerkesszetek derékszogli haromszdget, ha adott az atfogdja
és a befogok dsszege.

Szerkesszetek derékszdgl haromszdget, ha adott az atfogoja
és a befogok kilonbsége.

Szerkesszetek derékszdgl hdromszdget, ha adott a befog6ja
és az atfog6 valamint a masik befogd killonbsége.
Szerkesszetek egyenld szaru haromszdget, ha adott az alapja
és a szardnak valamint az alapra bocsatott magassaganak
a kulénbsége.

Szerkesszetek haromszdget egyik oldala, rajra fekv6 szoge
és a masik két oldal dsszege alapjan.

Szerkesszetek haromszoget egyik oldala, rajra fekvd szoge
és a masik két oldal kulénbsége alapjan.
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653.*

654.*

655.*
656.*

657.*

658.*

659.*

660.

661.

4. 8. Kérvonal és korlap

Szerkesszetek haromszdget adott oldala, az oldallal szem-
kozti szoge és a masik két oldal kilénbsége alapjan.
Szerkesszetek haromszdget adott oldala, az oldallal szem-
kozti sz6ge és a masik két oldal 6sszege alapjan.
Szerkesszetek haromszdget adott oldala, a rajta fekvd ket
szogének killonbsége, és a masik két oldal 6sszege alapjan.
Szerkesszetek haromszdget, ha adott a keriilete és két szdge.
Szerkesszetek hegyesszégi haromszdget, ha adott a keriile-
te, az egyik szoge, és a masik szdégének csucsabdl bocsatott
magassaga.

Szerkesszetek haromszdget, ha adott az egyik csucsabol
bocséatott magassaga és sulyvonala, valamint a korulirt
kdrvonalanak sugara.

Szerkesszetek haromszdget, ha adott két oldala és a har-
madik oldalhoz huzott oldalfelezéje.

Szerkesszetek haromszdget, ha adott az oldala, az erre az
oldalra hdzott magassaga, és a masik két oldal kézil az
egyikhez huzott oldalfelezGje.

A 334. 4bran AZ = 46°, ACBZ = 68°, DECZ = 120°. Hata-
rozzatok meg az EFC és DBE haromszdgek szdgeit.

Az MKN haromsz6g MK oldalanak felez6pontja O, ezen a
ponton keresztiul az MK oldalra merdlegest fektetiink, amely
az MN oldalt a C pontban metszi. Ismert, hogy MC = KN,
NZ - 50°. Hatarozzéatok meg az MCO szdget.

B

334. 4bra 335. 4bra
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662. Az ABC haromszogben a C deréksz6gének csucsdbol CH
magassagot és CM szdgfelez6t huztak. AHM szakasz hossza
kétszer kisebb, mint a CM szakaszé. Hatarozzatok meg az
ABC haromszdg hegyesszigeit.

663. A 335. 4bran BD =DC, DN LBC, BDMZ =MDAZ. Hata-
rozzatok meg az MBN és BMD szdgek 0sszegét.

FIGYELJETEK MEG,
RAJZOLJATOK, SZERKESSZETEK,
KEPZELJETEK EL

664. A 336. abran lévd alakzatot vagjatok
harom olyan nem négyzet alakl részre,
hogy ezekbdl a részekbdél ki lehessen

rakni egy négyzetet. 336. abra

FEJEZETEK A MERTANI
SZERKESZTESEK TORTENETEBOL

Valamilyen eredmény eléréséhez a legkevesebb eszkozt fel-
hasznalni mindig is a legmagasabb képzetséget kivant meg. Az
Okori Gorégorszagban nagyon fejlett volt a mértani szerkesztések
mivészete, ezekhez csak két eszkdzt hasznaltak: lécet, melynek
a széle egyenes volt (vonalzd) és két kihegyezett palcat, melyek
az egyik veégukon ossze voltak kotve (korz6). Az, hogy a hasznélat
ezekre az eszk6zOkre korlatozédott az 6kori gorog tradiciobdl ered,
mert az egyenest és a kort az 6kori gorogok a legharmonikusabb
alakzatoknak tekintették. igy Eukleidész az Elemek cim( kony-
vében leirja azokat a mértani alakzatokat, amelyeket kérzével és
vonalzéval meg lehet rajzolni.

Nagyon sok szerkesztési feladat létezik. Ezek kdzul néhannyal
mar megismerkedtetek. De van harom olyan szerkesztési feladat,
amelynek nagyon fontos szerepe volt a matematika fejlédésében.
Ezek a feladatok hiresek lettek.
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A kor négyszogesitése. Szerkesszetek olyan négyzetet,
melynek teriilete az adott korlap tertletével egyenlé.

Szégharmadoléds. Az adott szoget harom egyenld részre
osztani.

A kocka megkettdzése. Olyan kockéat szerkeszteni, melynek
térfogata az adott kocka térfogatanak a duplaja.

Ezek a feladatok évezredekig nem hagytak nyugodni az em-
bereket. Az 6kori id6k olyan hires tuddsai préobaltdk megoldani
ezeket, mint koszi Hippokratész, knidoszi Eudoxosz, Eukleidész,
Eratoszthenész Pentatlosz, Pergai Apolléniosz, Hérén, Papposz,
Platon, Arkhimédész, valamint az tjkor olyan kimagaslé tudosai,
mint René Descartes, Francois Viéte, Isaac Newton. Csak a XIX.
szdzad kozepén nyert bizonyitast, hogy ezeket megoldani nem
lehet, vagyis csak korz6é és vonalzé alkalmazéasaval nem lehet
elvégezni a szerkesztést. Erre az eredményre nem geometriai,
hanem algebrai médszerekkel jutottak, vagyis egyenletekre ve-
zették vissza a geometriai feladatokat.

Amikor a szerkesztési feladatokat oldottatok meg, kiilondsen
a csillagos feladatoknal, gyakran talalkoztatok azzal a nehézség-
gel, hogy a szerkeszt6 eszkbzok szama korlatozva van. Ezértaz a
javaslat, hogy tovabb kell sz(ikiteni az eszk6zdk felhasznalasat,
elég furcsanak tlinhet. A X. szdzadban egy perzsa matematikus,
Abu 1-Vafa Muhammad ibn Muhammad al-Blzdzsani, olyan fel-
adatok megoldasat irta le, amelyben a szerkesztést vonalzoval
és korzbvel Ugy is el lehet végezni, hogy a szerkesztés kdzben a
korzd szarainak nyilasat nem valtoztatjuk meg. Elég furcsanak
tlnik az a tétel, melyet 1797-ben egy olasz matematikus, Lorenzo
Mascheroni (1750—1800) tett k6zzé: minden, ami megszerkeszt-
hetd korzével és vonalzdval, az megszerkeszthetd csak kérzével is.
Mascheroni bevezette a kovetkez8t: mivel csak kérzdvel egyenes
nem rajzolhatd, ezért az egyenest akkor tekintjik megszerkesz-
tettnek, ha meg van szerkesztve barmilyen két pontja.

A XX. szazadban talaltdk meg a Georg Mohr (1640-1697)
dan tudds kdnyvét, melyben &6 szintén leirja a csak korz6vel vald
szerkesztéseket. Ezért a fentebb megfogalmazott tételt Mohr -
Mascheroni tételnek nevezik.
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4. SZAMU FELADAT. ONELLENORZES TESZT FORMABAN

. Adott harom nem egy egyenesen fekv6é pont. Hany pontbdl all
a téluk egyenlé tavolsagra lévé pontok mértani helye?

A) végtelen sok; B) 2; O 1 D) egyetlen egy sem

. Adott hdrom egy egyenesen fekvd pont. Hany pontbdl all a t6luk
egyenld tavolsagra Iév6 pontok mértani helye?

A) 1, B) 2; C) végtelen sok; D) egyetlen egy sem

. Hany pontot tartalmaz azoknak a pontoknak a mértani helye,
melyek a sz6g szaraitél és a csucsatél is egyenld tavolsagra van?

A) 1, B) 2; C) végtelen sok; D) egyetlen egy sem

. Az X pont egy O kdzépponta R sugaru kérvonal egyik pontja.
A kovetkezd allitdsok kozil melyik a hamis?

A) OX <R; B) OX>R:; C)OX<R; D) OX=R

. Az egyenesnek és az O kdzéppontl R sugart kdrnek ket kdzds
pontja van. Milyen alakzatot képeznek az egyenesnek azon X
pontjai, melyekre teljesil az OX>R?

A) szakasz; C) félegyenes;
B) két félegyenes; D) egyenes

. A rajzon egy a egyenes lathato, amely A
pontban érinti az O kdzéppontd kort. A
kérvonalon megjeldltiink egy B pontot, az X
az a egyenes tetsz6leges pontja. A kdvetkez6
allitasok kozul melyik a hamis?

A) OX>O0B; B)OX>O0A: C) OX>0B; D) OX= OB

. Melyik &llitas igaz?

A) Ha két har mer6leges egymasra, akkor az egyik atméré lesz.

B) Ha két har metszéspontjuk altal felez6dnek, akkor egymasra
mer6legesek lesznek.

C) Ha a har végpontjan athaladd érinté mer6leges ré, akkor
ez a hur atméro lesz.

D) Ha az egyik hur felezi a masikat, akkor ez a hdar 4tmérd is.



194 4. 8. Kdrvonal és korlap

8. A héromszog koré irt korvonal kézéppontja metszéspontja:
A) a haromsz6g magassagainak;
B) a haromszdg sulyvonalainak;
C) a haromszog oldalfelezé merélegeseinek;
D) a haromszdg szogfelezinek.

9. A haromszogbe irt kérvonal kdzéppontja metszéspontja:
A) a haromsz6g magassagainak;
B) a haromszdg sulyvonalainak;
C) a haromszdg az oldalfelez6 mer6legeseinek;
D) a haromszog szogfelez6inek.

10. A haromszdgbe irt és a haromszog koré irt kor kbzéppontjai
egybeesnek:
A) az egyenl6 szara haromszdgeknél;
B) az egyenl6 oldald haromszdgeknél;
C) a derékszdgl haromszdgeknél;
D) a kulénb6z6 oldalt haromszdgeknél.

A 4. PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASA

A pontok mértani helye (PMH)

A pontok mértani helyének (PMH) nevezzik az adott tulaj-
donsaggal rendelkezd 6sszes pontok halmazat.

A szakasz felez6merdlegese, mint PMH
A szakasz felez6mer6legesének azon pontok mértani helyét
nevezziik, melyek egyenlé tavolsagra vannak a szakasz vég-
pontjaitol.

A szogfelez6, mint PMH
A sz6g szogfelezéjének azon pontok mértani helyét nevezziik,
melyek a sz6ghtz tartoznak, és egyenld tdvolsagra vannak
a szOg szaraitél.

Kdrvonal
Korvonalnak nevezzik azoknak a pontoknak a mértani he-
lyét, melyek egyenl6 tavolsagra vannak egy adott ponttél.
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Korlap

Korlapnak nevezziik azon pontok mértani helyét, melyek egy
adott ponttdl adott pozitiv szamnal nem nagyobb tavolsagra
vannak.

Kdrvonal hurja

Azt a szakaszt, amely a kdrvonal két pontjat koti 6ssze, hir-
nak nevezzik.

Korvonal atmérdje

Azt a hart, amely keresztilmegy a kérvonal kézéppontjan,
atmérének nevezzik.

A kor tulajdonsagai
A kérvonal atmérGje, amely mer6leges a hurra felezi azt.
Ha a kor atmérdgje felezi az atmér6tdl kulonbdz6 hart, akkor
merdleges erre a hurra.

Kdrvonal érint6je

Azt az egyenest, melynek a kdérvonallal csak egy kd6zds pontja
van, a kdrvonal érintdjének nevezzik.

Korvonal érintéjének tulajdonsaga

A kdrvonal érint6je mer6leges az érintési pontba hlzott su-
garra.

A korvonal érint6jének ismertet6jele

Az az egyenes, amely a kérvonal egy pontjaban metszi a kort
és mer6leges az ehhez a ponthoz hizott sugarra, az adott
kérvonalnak az érint6je lesz.

Ha a korvonal k6zéppontja és az egyenes kozotti tavolsag
a kor sugaraval egyenl6, akkor ez az egyenes az adott kor
érintdje lesz.

A korvonalhoz egy pontbol huzott érinték tulajdonsédga

Ha egy adott pontbdl a kérh6z két érintét hiznak, akkor az
adott pontot az érintési pontokkal dsszekoté szakaszok egy-
maéssal egyenldk.
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Haromszog koré irt kérvonal

A korvonalat a haromszdg koré irtnak nevezzik, ha a harom-
szd6g mindegyik cslcsa illeszkedik a kérre.

Haromszog koré irt kérvonal kézéppontja

A haromszog koéré irt kdrvonal kézéppontja a haromszdg
oldalai felez6merd8legeseinek a metszéspontja.

Haromszdgbe irt kérvonal
Akdrvonalat a haromszdgbe irtnak nevezziik, ha a haromszdg
mindegyik oldalat érinti.

Haromszdgbe irt kérvonal kézéppontja

Haromszogbe irt kérvonal kdzéppontja a szdgfelezbinek a
metszéspontja.
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A 7. OSZTALYOS MERTAN ISMETLESI FELADATAI

Legegyszer(ibb geometriai alakzatok és tulajdonséagaik

Az a hosszusdgl szakaszt 5 egyenld részre osztottdk. Ha-
tarozzatok meg a két szélsé szakasz felez6pontjai kozotti
tavolsagot.

A C pont az AB szakasz felez6pontja, AB = 10 cm. Az AB
egyenesen hatarozzatok meg azt az X pontot, amelyre
teljesil az AX + BX + CX =12 cm.

A D pont az MK szakasz felezpontja, MK = 16 cm. Az MK
egyenesen hatdrozzatok meg azt az Y pontot, amelyre tel-
jestilaz MY +KY +DY =30 cm.

Az egyenesen 10 pontot jeldltek: A, B, C, D, E, F, M, N, K,
P. Hany olyan szakasz keletkezett, melynek az A pont lesz
az egyik végpontja? Osszesen hany szakasz keletkezett,
melyeknek a végpontjai az adott pontok lesznek? Fligg-e
attél a szakaszok szdma, hogy ezek a pontok egy egyenesre
illeszkednek, vagy nem fiigg?

A 337. 4abran A/lV=24cm,AB =BC, CD-DE,EF-FK ,KM -
=MN, DF=6 cm. Hatarozzatok meg a BM szakasz hosszat.

A B C D EFK MN

337. abra

Rajzoljatok egy MKE szdget, amely 120°. HUzzatok meg a
K C félegyenest ugy, hogy MKCZ = 60°. Hatarozzatok meg a CKE
szOget és allapitsatok meg a fajtajat. Hany megoldasa van
ennek a feladatnak?

Az ABC és CBD mellékszogek fokmeértéke ugy aranylanak
egymashoz, mint 5 : 4. Hatarozzatok meg az ABC és ABD
szogek szogfelezdi kozotti szoget. Hany megoldéasa van en-
nek a feladatnak?

Két szognek kdzos szara van és mas kdzds pontjuk nincs.
Mellékszogek-e ezek, ha: 1) fokmértékik ugy aranylik
egymashoz, mint 11 : 19 és az egyik 32°-kal nagyobb, mint
a mésik; 2) a fokmértékuk ugy ardnylik egyméshoz, mint
7 : 3 és az egyik 72°-kal kisebb mint a masik?
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A 338. &brdn BD _LBC. Az ABD és DBC szdgek szdgfelezdi
kdzti sz6g 55°. Hatarozzatok meg az ABD szdOget.

Haromszogek

A haromszdg keriilete 87 cm, az egyik oldala a cm, a maésik
pedig 6 cm. Adjatok meg egy kifejezést a harmadik oldal
meghatarozasara. Szamitsadtok ki a harmadik oldalt, ha
a =27 6=21

Hatarozzatok meg az ABC haromszdg keriletét, haAB + BC =
=27cm, AB +AC =28 cm, BC +AC - 29 cm.

A 339. 4bran 1Z =27, 3Z = 4Z, AD = CF. Bizonyitsatok be,
hogy ABCA = DEFA

338. abra 339. abra

Az ABC és DEF hegyessz6gl haromszogekben megrajzol-
tak a BM és EK stlyvonalakat. Ismert, hogy BC - EF, ABCZ =
-DEFZ, CZ = FZ. Bizonyitsatok be, hogy: 1) BMCA- EFKA;
2) ABMA = DEKA.

BD és BIDI| az ABC és AJS"C" hegyesszdgl haromszo-
gek megfelel6 magassagai. Bizonyitsatok be, hogy
ABCA=A40CA haBD=BXVAD =AIDv CD = CIDv
Az ABC és MKE haromszdgekben ismert, hogy AB = MK, BC -
= KE, BZ - KZ. Az AB szakaszon felvettek egy F pontot,
az MK szakaszon pedig egy P-1ugy, hogy ACFZ - MEPZ.
Milyen lesz a CF szakasz hossza, ha PE =15 cm?

Az ABC és DEF haromszégekben ismert, hogy AC = DF,
BC=EF, CZ=FZ. ABAC és ABC szdgek szogfelez6i egy O
pontban metszik egymast, a DEF és EDF sz6gek szogfelez6i
pedig egy M pontban. Bizonyitsatok be, hogy AOBA = DMEA.
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Az ABC egyenlé szari haromszog BC alapja B cstucsan tali
meghosszabbitasan felvettek egy M pontot Ggy, hogy MBAZ
= 128°. Hatarozzatok meg az AC szar és az ACB szdg sz0g-
felez6je kozotti szoget.

Az A és B pontokbdl, amelyek az m egyeneshez képest azonos
félsikra illeszkednek, AC és BD merd8legeseket bocsatottak
erre az egyenesre. Az A és B pontok egyenlé tavolsdgra
vannak az m egyenest6l, az O pont pedig a CD szakasz fe-
lez6pontja. Bizonyitsatok be, hogy az AOB haromszog egyenl6
szérq.

A 340. abran AB =BC, AD =FC, ADEZ = CFEZ. Bizonyit-
satok be, hogy az E pont az AC szakasz felez6pontja.

Az ABC és ADC egyenl6 szart haromszdgeknek kozos az AC
alapja. Bizonyitsatok be, hogy a BD egyenes az AC szakasz
felez6merdlegese lesz.

A 341. 4bran AB = BC, ABOZ = CBOZ. Bizonyitsatok be,
hogy a DAOZ =DCOZ.

A 342. abran OA = OC, OD = OB. Bizonyitsatok be, hogy a
DACZ =BCAZ.

340. abra 341. abra 342. abra

Az O pont az ABC haromszég AC és BC oldalfelez6 merd-
legeseinek metszéspontja. Bizonyitsatok be, hogy: 1) az O
pont az AB szakasz felez6pontja; 2) ACBZ = AZ + BZ.

Az ABC haromszoget a sulyvonal két olyan haromszdgre osztja,
amelyek kertletei egyenlék. Bizonyitsatok be, hogy az ABC
haromszog egyenld szard.
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B 689. Az ABC haromszdgbenAB =BC, BD pedig
a sulyvonal. Az ABC haromszdg kerulete
50 cm, az ABD héaromszdgé pedig 40 cm.
Hatarozzuk meg az BD sulyvonal hosszat.
690. Az ABC héromszég AC és BC oldalain
megfelel6en jeldltik az F és K pontokat.
Bizonyitsatok be, hogyha AFB és AKB
haromszogek egyenlék, valamint az AK és
343. abra BF a haromszégek megfeleld oldalai,
akkor az ABC haromszdg egyenld szard
691. A 343. &brdn AM= CN, AB —CD, BN = DM. Bizonyitsatok
be, hogy ABNZ = CDMZ.
692. Az ABC és ABIC1héromszdgek sulyvonalai AM és AM X
egyenlék, AB - AIBI BC = B"Cy Bizonyitsatok be, hogy
ABCA =A\\BICxA

Parhuzamos egyenesek. A haromszédg szdgeinek 6sszege

693. Az aegyenesre nem illeszkedd ponton keresztiil harom egye-
nest fektettek. Bizonyitsatok be, hogy ezek kézul legalabb
kett6 metszi az adott a egyenest.

694. Az ABC haromszdg AB és AC oldalain megfeleléen jeldlték
az M és K pontokat, AMKZ = ABCZ. Bizonyitsatok be,
hogy AKMZ - ACBZ.

695. Bizonyitsatok be:

1) ha két pd&rhuzamos egyenest egy harmadikkal metszink,
akkor a keletkezett kiilonb6z6 oldalakon fekv6é szdgek
szogfelezdi is parhuzamosak;

2) ha két parhuzamos egyenest egy harmadikkal metsziink,
a keletkezett két egyoldali szog szogfelez6i merélegesek
lesznek.

696. Ha két parhuzamos egyenest egy harmadikkal metsziink, akkor
milyen lesz a megfelel szogek szdgfelezbinek kdlcsonds helyzete?

697. A haromszdg egyik cstcsan keresztiil a szemkdzti oldallal
parhuzamosan egy egyenest fektettek. Ez az egyenes a haromszdg
masik két oldalaval egyenld szogeket alkot. Bizonyitsatok be, hogy
az adott haromszdg egyenld szaru lesz.
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Az ABC egyenl6 szaru haromszdg AC és BC oldalainak a C
csucs utani meghosszabbitasan megfelelGen jeldlték az E
és D pontokat Ugy, hogy DE | AB. Bizonyitsatok be, hogy
a CDE haromszdg is egyenld szaru lesz.

Az ABC haromszdg BC oldalén felvették az M és K pontokat
(az M pont a B és K pontok kdzott helyezkedik el) agy, hogy
KACZ =BZ, BAMZ = CZ. Bizonyitsatok be, hogy az MAK
haromszog egyenld szaru lesz.

Az egyenl6 szarl haromszog alapjara bocsatott magassag
2-szer kisebb az alapnal. Hatarozzatok meg az adott ha-
romsz0g szogeit.

Az ABC haromszég AC oldalan felvették az O pontot Ugy,
hogy AB = AO. Ismeretes, hogy az ABC haromszog A cslcsa-
nal 1év6 kiils6 szége 160° és a CZ =40°. Bizonyitsatok be, hogy
BO =co.

Az ABC haromszdg AC oldalanak meghosszabbitasain az
A és C pontok mdgott megfeleléen felvették az M és K pon-
tokat agy, hogy AM = AB, CK = BC. Hatarozzatok meg az
MBK szbget, ha BACZ =60°,ACBZ = 80°.

Az ABC haromszdg AC oldalaval parhuzamos egyenes az
AB és AC oldalakat megfeleléen az M és K pontokban met-
szi agy, hogy AM = MK. Ismert, hogy BZ =65°, CZ =45°.
Hatérozzatok meg a KAC szdget.

Az ABC haromszogben adott, hogy AZ = 55°, BZ = 75°.
Hatarozzéatok meg a C cslcsbol bocsatott magassag és harom-
szbg szOgfelezbje kdzotti szdget.

Az ABC egyenld szart haromszég (AB = BC) AD és BK
magassagainak metszéspontja H, AHBZ = 128°. Hatéaroz-
z4tok meg az ABC haromszog szogeit.

Az ABC egyenld szara hdromszdg (AB = BC) AD és
CM magassagainak metszéspontja H, AHCZ = 140°.
Hatarozzatok meg az ABC haromszdg szogeit.

A derékszogl haromszdg egyik hegyesszoge 42°. Hata-

rozzatok meg a derékszog szogfelez6je és a haromszdog
atfogoja kozotti kisebbik szdget.
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A C és D pontokbdl, melyek az m

egyeneshez képest azonos félsikra

illeszkednek, CE és DF merélege-

seket allitottak az adott egyenesre,

CF = DE. Bizonyitsatok be, hogy

CE = DF.

A 344. abran AB =BC = CD = DE,

BF LAC, DK L CE. Bizonyitsatok

be, hogy AF = EK.

Az ABC haromszdgnek BM és CK magassagai H pontban
metszik egymast, ABCZ = 35°, ACBZ = 83°. Hatarozzatok
meg a BHC szdget.

A deréksz6gl haromszog derékszdgének csicsébol bocsatott
magassag és szogfelez6 kozotti szog 12°. Hatarozzatok meg
az adott hdromszog hegyesszégeinek mértékét.

Az ABC egyenld szarl derékszogli haromszdog atfogéjan M
és K pontokat vettek fel Ggy, hogy AC =AM és BC =BK.
Hatarozzatok meg az MCK szdg mértékét.

A derékszdgl haromszog derékszégének cslcsabol az
atfogdéra merdlegest allitottak. Bizonyitsatok be, hogy a
keletkezett két hAromszdgnek és az adott hdromszégnek a
megfeleld hegyesszdgei egyenldk.

Az ABC és DEF haromszdgekben ismert, hogy AZ = DZ,
BZ =EZ, a BM és EK magassagok egyenl6k. Bizonyitsatok
be, hogy ABCA = DEFA

Az ABC haromsz6g AM és CK magassagainak metszéspontja
O, OK = OM, BAMZ = ACKZ. Bizonyitsatok be, hogy az
ABC héaromszég egyenld oldalu.

Az egyenld szari haromszdg két magassaga a metszéspont-
juknal 100°-os sz6get zarnak be egymassal. Hatarozzatok
meg az adott haromszdg szogeit.

Az ABC haromszogben az ACB szbog deréksz6g, CH az adott
haromsz0g magassaga, CD a BCH haromszog szdgfelezdje.
Bizonyitsatok be, hogy AC = AD.

Az egyenl6 szarl haromszdg egyik sz6gébél bocsatott szég-
felezd és a magassag kozotti sz6g 15°. Hatarozzuk meg az
adott haromszdg szogeit. Hany megoldéasa van a feladatnak?
Az ABC derékszogli haromszdég AB atfogdjanak meghosz-
szabbitasan az A és B pontok mdogott felvettek egy D és E
pontokat Ggy, hogy AC = AD, BC =BE. Hatarozzatok meg
a DCE szdg mértékét.



720.

721.

722.

723.

724.

725.

726.

727.

728.

729.

A 7. osztalyos mértan ismétlési feladatai 203

Az ABC egyenl6 oldald haromszégben az AC oldal M fele-
z6pontjabol MK mer6legest bocsatottak a BC oldalra. Ha-
tarozzatok meg az ABC haromszdg kerlletét, ha KC = 3 cm.
A derékszogl haromszdg egyik szdge 60°, az atfogdjanak és
a kisebbik befogdjanak 6sszege pedig 27 cm. Hatarozzatok
meg a haromszdég oldalait.

Az ABC héaromszogrél tudjuk, hogy CZ =90°, AZ = 15°
BC =11 cm. Az AC befogdén felvettek egy olyan M
pontot, ahol BMCZ = 30°. Hatarozzatok meg az AM szakasz
hosszat.

A B sz0g egyik szaran megjeldlték A

a D és az A pontokat, a masik sza-

ran pedig az E és C pontokat (345.

abra) ugy, hogy AC+ BC, DE LBC,

CD LAB. Hatarozzatok meg a DE

szakaszt, ha BZ =30°, AC = 12 cm.

Hatarozzatok meg azt a sz6get, me- 345. dbra

lyek az egyenlé oldali haromszog

oldalfelez@it tartalmazd egyenesek

kozott keletkeznek.

Korvonal és korlap

Az O kdzéppontl kérnek az AC atmérdjére, valamint az AB és
BC hdrokra igaz az AB - BC egyenl6ség. Hatarozzatok meg
az AOB szoget.

Az AB és CD atmérdi az O kozéppontu kérnek merdlegesek
egymasra. Az AB atmérdén az O pont killonb6z6 oldalan fel-
vették az E és F pontokat Ggy, hogy CE = DF. Bizonyitsatok
be, hogy OE - OF.

Az O kdzéppontu kdrvonalban M K és NP nem parhuzamos
harokat rajzoltak, ahol MK - NP, az A és B pontok az
MK és NP harok megfelel6 felez6pontjai. Bizonyitsatok be,
hogy az OABZ = OBAZ.

A korben AB és BC hurokat haztak ugy, hogy mindegyik hossza
megegyezik a kor sugaraval. Hatarozzatok meg az ABC szdget?
Bizonyitsatok be, hogy az 4tmérd végpontjaira illeszkedd
érinték parhuzamosak.
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Az AB atmér6 az MN és PK harokat felezi, melyeknek hossza
nem egyenl6 az a&tmér6 hosszaval. Bizonyitsatok be, hogy M N | PK.
Bizonyitsatok be, hogy a kdérvonal kézéppontja egyenlé
tavolsagra van a kdrvonal barmelyik érintéjétdl.

Az A ponton keresztiul az O kdzéppontu kérhéz AM és AK
érintéket hidztak, amelyek az M és K pontokban érintik a
kdrvonalat. Az OA szakasz és a kér metszéspontja a szakasz
felez6pontja lesz. Hatarozzatok meg az MAK szoget.

Az egyenes parhuzamos az AC hdarral, és érinti egy B
pontban a kdérvonalat. Bizonyitsatok be, hogy az ABC
haromszdg egyenld szaru.

Az O kozéppontd kérvonal OC sugara az AB szakaszt felezi,
amely nem atmérdje a kérnek. A C ponton keresztil a
kérhoz érintdt hizunk. Bizonyitsatok be, hogy ez az érinté
parhuzamos az AB hrral.

Akorvonal kozéppontja illeszkedik egy szég szdgfelez6jéhez,
a szarait a kdrvonal két-két pontban metszi. Bizonyitsatok
be, hogy azok a szakaszok, melyet a kdérvonal kimetsz a
szbg szaraibol, egyenl6k lesznek.

Az M ponton keresztiil az O kdzéppontd kérvonalhoz MK
és ME érint6ket huztak, ahol a K és E az érintési pontok,
OMKZ =30°, MK = 6 cm. Hatarozzatok meg a KE har
hosszét.

Bizonyitsatok be, hogy a koér hiarja, amely mer6leges egy
masik hdrra és a kor k6zéppontjara illeszkedik, az adott
kdrvonal atmérdgje lesz.

A korben AB atmérdt valamint AC és BD hdrokat rajzoltak
gy, hogy AC | BD. Bizonyitsatok be, hogy a CD a kdrvonal
atmérdje lesz.

Az ABC egyenld szart haromszéghen AB = BC, O a beirt
kor kozéppontja, az AC és AB oldalak D és E pontjai a beirt
korvonal érintési pontjai. ABCZ = 48°. Hatarozzatok meg a
DOE sz6g mértékét.

Az ABC haromszogbe irt kdrvonal K, M és E pontban megfe-
lel6en érinti az AB, BC és AC oldalakat, AK - BM = CE.
Bizonyitsatok be, hogy az ABC haromszdg egyenld oldal( lesz.
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741. Az ABC haromszdg AD és CE szdgfelez6i az Oxpontban met-
szik egymast, a DEB haromsz6g EF és DK szdgfelez6i pedig
az 0 2ben. Bizonyitsatok be, hogy a B, 0 1és 0 2pontok egy
egyeneshez illeszkednek.

742. Fejtsd meg a kereszrejtvényt.

1 2 3 4
5
6
7 8
9 10
un
12 13 14 15
16 17 18
19
20 21 22
23
24 25
26 27 28
29
30
31

Mo ropunsoHTani: 5. Mpami, ki He nepeTnHaKThCA. 7. ABa KYTH,
0flHa CTOPOHA AKUX CNifbHa, a ABi iHWIi — AONOBHANbHI MPOMEHI.
9. Bigpi3okK, WO cnony4vyae BeplWINHY TPUKYTHUKA i3 CepefnHOI0
npoTuiexHol ctopoHu. 10. [1Ba KyTW, CTOPOHM OLHOI0 3 AKUX
€ [OMOBHANBHUMY NPOMEHAMMW CTOPIH gpyroro. 11. MeomeTpuyHe
MiCLle TOYOK, BifCTaHb Bif AKMX 00 AAHOT TOUKK He Gifblua 3a faHe
yncno. 16. Bigpi3ok, aKWUii cnony4vyae TOUKY KoNna 3 Moro LeHTpoMm.
18. Tpami, Nnpy nepeTuHIi AKUX YTBOPKOIOTLCA Npsami KyTu. 19.
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Bigpi3ok, wo cnonyvae ABi To4kM Kona. 21. Kono, ske npoxoanTb

yepes yci BEPLUMHN TPUKYTHMUKA. 23. MepneHaAnKynsap, NpoBeaeHni

3 BEePWUHN TPUKYTHUKA A0 NPAMOT, WO MICTUTb AOr0 NPOTUNEXHY

CTOPOHY. 24. Touka, piBHOBiffaneHa Bif ycix To4YoK kKona. 26.

TBepaXeHHS, NpaBUNbHICTb AKOro BCTAHOB/IOKOThL 3a AONOMOIOH

foBefeHHs. 29. NMpoMiHb 3 MOYATKOM Y BEPLUWHI KyTa, AKUI AinnTb

KyT Ha AiBa piBHMX KyTU. 30. KyT, CyMiXXHWIA i3 KyTOM TPUKYTHUKA.

31. CyMa AO0BXMWH YCiX CTOPIH TPUKYTHUKA.

Mo BepTukani: 1. CtopoHa NPAMOKYTHOTO TPUKYTHUKA, NPOTHU-
nexHa npamMomy KyTy, 2. OfHa i3 4aCTUH, Ha AKI LOBiNbHA TOYKa

po3buBae npamy. 3. Xopaa, Kka NpoxXoAuTb Yepe3 LEeHTP Kona.

4. Kono, Ke 10TUKAeTbCA 10 BCIX CTOPIH TPUKYTHKKaA. 6. FeoMeTpUUHa
thirypa. 8. NeomeTpuyHe Mmicle TOYOK, pPiBHOBIgAANEeHUX

Bif faHol Touku. 12. KyT, rpagycHa mipa sKoro 6inbwa 3a

90°, ane meHwa Big 180°. 13. OamMHuua BUMipy KyTis. 14.

leomeTpuyHa irypa. 15. KyT, rpagycHa mipa AKoro JOpiBHIOE

90°. 17. MNpsama, g9Ka Mae 3 KONOM OfHY cninbHy Touky. 20. CTO-
pOHa NPAMOKYTHOro TPUKYTHWUKA, Npuaerna 4o npsaMoro Kyra.

22. TBepaXeHHS, NPaBUNbHICTb AKOr0 NPUiiMaloTb 6e3 AOBEAEHHS.
25. [laBHbOTrpeubKWUil MaTemMaTuK. 27. ABTOp KHUTKN «Havana». 28.
KyT, rpagycHa mipa sikoro meHuwa Big 90°.
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Az 5. és a 6. osztalyban a matematika tanulasa soran méar hasz-
naltuk a szamitégépet, és meggyd'zé'dtink arrol, hogy megbizhato
segiténk lehet. A szamitdgép segit a mértan elsajatitdsaban is.

A mértan az alakzatokat tanulményozza: szakaszokat, hdrom-
szdgeket, téglalapokat, téglatesteket, gdmbdket és mas alakzatot.
Ezért célszerli megtanulnia a vektorgrafikus rajzoloprogramok
alkalmazésat, melyek segitségével mértani alakzatokat raj-
zolhatunk és szerkesztéseket is végezhetink. llyen program a
CorelDraw, Visio stb. A fejezet rajzainak elkészitéséhez a tanér
segitségével valasszatok grafikai rajzprogramot. A kivalasztott
szoftver segitségével elkészithet6k azoknak a feladatoknak a rajzai
is, melyek megoldasan éppen dolgoztok. Ha valamilyen beszamo-
16t kell késziteni, vagy érdekes Uizenetet akartok a barataitoknak
kildeni, akkor prezentaciokészité programot alkalmazhattok
(peldaul a PowerPointot). Ennek segitségével akar kisfilmet is
készithettek a mértani alakzatokrol.

Nagyon sok olyan program létezik, amely hozzajarul ahhoz,
hogy az iskolasok kénnyebben elsajatitsak a matematikat: ezek
a multimédids oktatoprogramok, melyeket a geometriai szer-
kesztések elkészitéséhez hasznéalnak. llyeneket az interneten
is lehet keresni. De megfelel6 tudas megszerzésével és készség
fejlesztésével dnalldan is készithettek ilyen szoftvert, amely segiti
a mértan elsajatitasat.

Az aladbbi feladatokat meg tudjatok oldani a szamitogép segit-
seégével. A tobbségik olyan mértani alakzatok szerkesztése, me-
lyeket elkészithettek a kivalasztott grafikai szoftver segitségével.

A pont és az egyenes

1. Mar tudjatok, hogy a mértanban a pontnak nincs mérete. Ezért a pontot
csak feltételesen kis korlapként abrazoljak, a grafikus szerkesztés soran
(lasd az 1 pont brait) vagy pixelként (képpont) a képernydn. Ugyanigy
amonitoron abrazolt egyenesnek van szélessége (avonal a geometridban
szélesség nélkdili).
Sajatitsatok el a grafikai szoftver lehet6ségeit a pont és az
egyenesek abrazolasara, tanuljatok meg, hogyan kell két
ponton keresztiil egyenest szerkeszteni.

2. Sajéatitsatok el, hogyan kell a pontokat és az egyeneseket a

latin abécé nagy- és kisbetdivel jeldlni.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Baratkozunk a szamitégéppel

A szakasz és hossza

Abrazoljatok két pontot, szerkesszetek szakaszt, melynek az
adott két pont lesz a végpontja.

Allapitsatok meg, hogy a grafikai szoftver hogyan adja meg
a szakasz hosszat.

Szerkesszetek adott hosszusagu szakaszt.

Hatarozzatok meg azt az eszkdzt, amely segitségével moz-
gatni és forgatni lehet az adott alakzatot.

Szerkesszetek két szakaszt, majd egymasra helyezéssel
hozzéatok fedésbe éltet.

Abrazoljatok azt a rajzot, amely illusztralja a szakasz hosz-
szanak legfontosabb tulajdonsagat. Allapitsatok meg, a
szakaszok hosszanak megallapitasaval, hogy teljesiil-e ez a
tulajdonsag.

Az 4ltalatok vélasztott grafikai program rendelkezik-e olyan
eszkodzzel, amely képes meghatérozni a szakasz felez6pontjat?

Félegyenes. Szdg

Szerkesszetek kulénb6z8 szdogeket. Keressétek meg azt az
eszkozt, amellyel meg lehet hatarozni a sz6g mértékét, és
egy adott fokmérték( szoget lehet szerkeszteni.
Abrazoljatok azt a rajzot, amely illusztralja a sz6g mérésének
legfontosabb tulajdonsagat. Allapitsatok meg, hogy teljesiil-e
ez a tulajdonsdg, a megszerkesztett sz6g mértékének
megallapitdsaval.

Keressétek meg azt a rajzeszk6zt, amelynek segitségével
tudtok kdorivet rajzolni. Rajzoljatok néhadny szdget, és az
azonos méreti szogeket azonos szamu korivekkel jeldljétek.
Figyeljétek meg, hogy a rajzokon kiilénb6z8 alakzatok maés-
mas vastagsaggal vannak jeldolve. Keressétek meg azt az
eszkozt, amely lehet8séget ad a vonal vastagsdganak meg-
valtoztataséara.

Abrazoljatok mellékszogeket és cstcsszdgeket.

Meréleges egyenesek

Keressétek meg azt az eszkdzt, amellyel a grafikai szoftver
segitségével merbleges egyeneseket lehet szerkeszteni. Szer-
kesszetek merdleges egyeneseket ezzel az eszkdzzel.
Rajzoljatok egy egyenest és az egyenesre illeszked6 pontot.
Ezen a ponton keresztil rajzoljatok meréleges egyenest az
adott egyenesre.
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Rajzoljatok egy egyenest és az egyenesre nem illeszkedd pon-
tot. Ezen a ponton keresztil rajzoljatok mer6leges egyenest
az adott egyenesre.

Haromszdg. A hdromsz0g magassaga, sulyvonala, szogfelez6je

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Ahhoz, hogy megrajzoljunk egy haromszdget, altaldban
el6sz6r megrajzolunk harom szakaszt, melyek a haromszog
oldalai lesznek. Rajzoljatok meg ezt a hdrom szakaszt. Keres-
sétek meg azt az eszkdzt, amely lehet6séget ad egy alakzatta,
haromszdggé dsszeragasztani a szakaszokat.

Rajzoljatok egy hegyesszogli, derékszdgl és tompaszogl
haromszdget.

Keressétek meg azt az eszkdzt, amely lehet6séget ad lema-
solni a mar elkészitett alakzatot, és azt az eszkdzt, amellyel
lehetséges mozgatni és elforgatni az alakzatot. Segitséglikkel
abréazoljatok egybevagd haromszdgeket.

Szerkesszetek egy tetsz6leges hdromszdéget, és mindegyik csi-
csabdl huzzatok meg a magassagat, sulyvonalait és szogfelezé-
jét. Milyen eszkozoket kellene alkalmazni, hogy a szerkesztés
pontos legyen? VVégezzétek el ezt a szerkesztést a hegyesszdg,
a derékszogl és a tompaszoégl haromszdgekre is.

Egyenl6 szard haromszog

Szerkesszetek egyenld szaru és egyenl6 oldali haromszoge-
ket. Arajzszerkesztd milyen lehet6ségei teszik egyszer(bbé
a szerkesztést?

Hogyan lehet alkalmazni a 10.3. tételt az egyenld szaru ha-
romszogek szerkesztésénél?

A haromszogek egybevadgosaganak ismertetdjelei

Szerkesszetek két olyan hdromszdget, melyeknek a két olda-
luk és a kdzbezart sz6guk megfelel6en egyenld egymassal.
Rajzoljatok egy szakaszt, és szerkesszétek meg a felezéme-
rélegesét.

Szerkesszetek két haromszoget, melyeknek oldala és a rajta
fekv6 szogei megfeleléen egyenl6k egymaéssal. Hogyan lehet-
ne szemléltetni azt, hogy a hdromszdgek egybevagdok?
Készitsetek olyan rajzot, amely bemutatja a felez6mer6leges
tulajdonsagéat. Vegyetek fel néh&ny pontot a felez6mer6legesen.
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.
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Milyen eszkdzzel lehet ellen6rizni, hogy ezek a pontok egyenld
tavolsagra lesznek a szakasz végpontjaitol?

Parhuzamos egyenesek

Az el6z6 feladatokat végrehajtva megismerkedtetek azokkal
az eszkdzokkel, melyek segitségével mértani alakzatokat tud-
tok masolni, mozgatni és szerkeszteni. Hogyan kell ezeknek
az eszkdzoknek az alkalmazéséaval parhuzamos egyeneseket
szerkeszteni?

Talaljatok ki, hogyan szerkeszthet6k parhuzamos egyenesek
a 13.1. tétel alkalmazéaséaval.

Rajzoljatok egy egyenest, és egy rda nem illeszkedd pontot.
Rajzoljatok meg az adott egyenessel parhuzamos egyenest,
amely illeszkedik erre a pontra. Nagyobbitsatok meg a kelet-
kezett rajzot. Lehet-e ezzel arajzzal meggy6z&en illusztralni
az egyenesek parhuzamossagi axiomajat? Miert? Ez a példa
azt mutatja, hogy minden mértani szerkesztés, amit a papi-
ron vagy a szamitdégépen készitiink, eléggé esetleges. Ezért
hidba a legcsodalatosabb rajz, nem arajzra kell tamaszkodni,
hanem a matematikai tényekre és bizonyitasra.
Alkalmazva a 14.1. - 14.3. tételeket, szerkesszetek néhany
par parhuzamos egyenest. A grafikus program alkalma-
zasaval gy6z6djetek meg arrél, hogy az egyenesek tényleg
parhuzamosak-e.

Készitsetek néhany olyan rajzot, melyek illusztraljak a
parhuzamos egyenesek tulajdonsagait. A grafikus program
alkalmazasaval gy6z6djetek meg arrdl, hogy ezek a
tulajdonsdgok tényleg teljesulnek.

Rajzoljatok két parhuzamos egyenest. Hogyan allapithato
meg a koztiuk l1év6 tavolsag?

A haromszog szogeinek 6sszege

Rajzoljatok egy tetsz6leges haromszoget. Szerkesszétek meg
az 0sszes kiilsd szogét. Alkalmazva a grafikus program eszko-
zeit, allapitsatok meg a megszerkesztett szégek fokmértékét.

Derékszogl haromszdg
Rajzoljatok egy derékszogl haromszoget, ésjeldljétek vékony
ivvel a derékszogét (lasd a 256. abrat).
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Szerkesszetek haromszdgpéart, amely illusztralja a derék-
szogl haromszogek egybevagdsagat. Jeldljétek a rajzon egy-
forma szamu vonalkakkal az egyenlé' oldalakat, és egyforma
szamu ivekkel az egyenld szégeket.

Szerkesszetek derékszdgl haromszoget, melynek hegyesszo-
ge 30°. Ellenérizzétek, hogy igaz-e a 18.1. tétel allitdsa és a
1. pont 18. feladatadnak allitasa.

Kor es korlap

Ismerkedjetek meg a kérvonalat és a kdrlapot dbrazol6 eszko-
zokkel. Mivel kilénbozik a kérvonal és a korlap abrazoléasa?
Milyen eszkdz sziikséges ahhoz, hogy az abrazolt korvonalbdl
korlapot készitsink?

Rajzoljatok kdrvonalat, és hlizzatok meg hurjat és atmérgjét.
A koérvonal abrazolasakor milyen eleme sziikséges ahhoz,
hogy az &tmér6t pontosan megrajzolhassuk?

Rajzoljatok kérvonalat és jeldljetek rajta egy pontot. Milyen
eszkozt kell alkalmazni ahhoz, hogy megrajzolhassuk az
adott pontban a kdrvonal érint6jét?

A haromszogbe és koré irt korvonal

Rajzoljatok egy tetsz6leges haromszdget. Szerkesszétek meg
a hdromszodgbe és a koré irt korvonalat ugy, hogy ne alkal-
mazzatok a 21. pontban tanult elméleti ismereteket. Ezutan
szerkesszétek meg ugyanezeket a koroket, alkalmazva a
21.1. és 21.2. tételeket. Sikeril-e a szerkesztést gyorsabban
és pontosabban elkésziteni?

Szerkesztési feladatok

A szerkesztési feladatok megoldasa soran korzét és vonalzot
hasznalunk. Ha grafikus szoftverrel akarjatok elkésziteni a
szerkesztést, akkor milyen eszkdzoket lehet felhasznalni a
korz6 és a vonalzé helyett?

Ismerjétek meg azokat az eszkdzoket, amelyekkel kiilénb6z6
mértani alakzatok kilonbdz6 szinben dbrdzolhatok.

Az altalatok vélasztott rajzszerkeszt6 rendelkezik-e olyan
eszkdzzel, amely lehetdveé teszi a mértani testek metszetének
automatikus meghatarozasat?
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MEGOLDASOK ES UTMUTATASOK

14. 1pontvagy 4 pont vagy 6 pont. 15. A lehetséges metszéspon-
tok szama legaldbb 1, legfeljebb pedig 10. 16. 346. abra.
17. 12 pont. 18. 347. d4bra. 39. 8 cm vagy 56 cm. 41. 1) Az EF sza-
kasz minden pontja; 2) az A és B pontok (348. abra); 3) ilyen
pontok nem léteznek. 42. llyen pontbdél ketté van. Ezek kozil az
egyik egy olyan bels6 pontja az AB szakasznak, hogy AC :BC =
= 1:2, a mésik egy olyan A pont, amely a BC szakasz kdzéppontja
lesz. 43. 4 cm. 44. a) 4 pont; b) 3 pont; ¢) 4 pont; d) 3 pont.
46. Utmutatas. Alkalmazzatok az egyenl6séget: 1) 13- 2 5= 3;
2)3-5-13=2; 3)2 13-5-5=1

346. abra 347. abra

47. Utmutatas. Alkalmazzatok az egyenl@séget: 1)2 -11-2 -7=
=8;2) 3 mll- 4 «7 =5 69. 60°. 70. 108°. 73. 68°. 74. 153°.
75.1) 6% 2) 0,5°. 77. 50° vagy 110°. 78. 77°vagy 163°. 82. Utmutatas.
Béarmilyen félegyenestdl kezdve rakjatok egymas mellé 14-szer az
adott szdget. Az igy kapott sz6g 2°-kal lesz nagyobb, mint az egye-
nesszég. 83. 1) Utmutatas. Hasznaljatok azt, hogy 19° w19 = 361°.
84. Igen. Utmutatas. Feltételezziik, hogy ilyen szog nem létezik, és
ekkor ellentmondésra fogunk jutni. 105. 90°. 106. 180°. 107. 75°.
108.108°, 72°. 109. 136°, 44°. 123. 1) 124°; 2) 98°. 124. 126°. 128. 70°,
160°. 129. 1) Utmutatas. 90° = 17° mb + 5°. 149. 48. cm. 150. 13 cm.
152. 120°. 188. 3cm. 189. 10 cm. 191. 2) Utmutatés. Bizonyitsatok
be, hogy AOMZ = BOKZ. Az AOB szdg
15cm 15cm egyenesszog lesz. EkKkorAOMZ + MOBZ =
---------- FAB = 180°% Innen MO0BZ + BOKZ = 180°.
194. 20°, 70°. 223. 4 cm vagy 7 cm.

348. abra 224. 4 cm és 6 cm vagy 5cm és 5 cm.
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228. 26 cm vagy 14 cm. 230. 1) 7; 2) 7h 243. Utmutatas.

Alkalmazzatok azt, hogyha a szdgfelez6 egyuttal magassag
is, akkor a haromszég egyenl6 szaru lesz, bizonyitsatok be hogy
a MAD és KBD haromszégek egyenlé szaruak. 244. 8 cm.
245. AB : AC = 1:2. 247. 2 cm, 3 c¢cm, 4 cm. Utmutatas. A BD
szakasz az ABC haromszog szdgfelezdje (349. abra), a CE szakasz
a sulyvonala, BD L CE. Bizonyitsuk be, hogy CBE haromszdg
egyenl6 szaru (BC - BE). Ekkor AB - 2BC és a kovetkezd esetek
lehetségesek: AB - BC - 1cm vagy AB- BC =2 cm. 248. 2 cm.
Utmutatas. Bizonyitsatok be, hogy a KMC és KDA haromszégek
egyenld szartak lesznek. 264. Nem. Utmutatas. Vizsgéljatok meg
a 350. abran lévé haromszogeket. 265. Utmutatas. Legyen ABC
és AIBICl az adott haromszdgek. AB - AVBI,AC - AICVazAM és
AiMI szakaszok az ABC és AXBXCXhéaromszdgek megfeleld
oldalfelez6i. Az AM és AXM Xszakaszok meghosszabbitdsan az M
és Mxpontok utan megfeleléen felmérjik az MD és M>D Xolyan
szakaszokat, hogy MD -AM és MIDI- AIMv Bizonyitsatok be,
hogy az AC - BD és AXCX=BXDXAztan bizonyitsatok be, hogy az
ABD és AIBIDI, MBD és MXBX Xés végil az ABC és ABXCX
haromszogek egybevagdak. 281. Utmutatds. Legyen az AM és
AlM1szakaszok az ABC és ABICI haromszdgek megfeleld
stlyvonalai, AM =AMXBAMZ - BAMX ,CAMZ - CAMX .
Az AM és A M Xszakaszok M és Mxpontokon tuli meghosszabbi-
tdsara felmérjik az MD és M Xolyan szakaszokat, hogy
MD =AM és MXDX=AMX Bizonyitsatok be, hogy az AC =BD és
AXCX BXDVAZztan bizonyitsatok be, hogy az ABD és AXB XD Xegy-
bevagok, innen méar kénnyen megkapjuk, hogy ABC és AXBXCX
haromszogek is egybevagdak. 293. Végtelen sok. 295. Utmutatas.
Feltételezzik, hogy az a és b egyenesek metszik egymast. Kiva-
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lasztunk egy tetszdleges pontot az a egyenesen, amelyik nem az
a és 6 egyenesek metszéspontja lesz. A kivalasztott ponton ke-
resztil lehet olyan egyenest fektetni, amelyik metszi az a egyenest
és parhuzamos a 6-vel, amely ellentmond a feltételnek. 296. 6 cm.
297. 35°. 298. 90°. 317. Nem. 320. Utmutatas. Bizonyitsatok be,
hogy a BK M haromszog egyenlé szard. 321. Utmutatas. Bizonyit-
satok be, hogy BF ||AC és BD |AC, alkalmazzatok az egyenesek
parhuzamossdganak axiémajat. 322. 111° vagy 69°. 340. 40°.
343. 40°, 70°, 70°. 344. 121°. 348. Utmutatas. Hlzzatok a C ponton
keresztiil az AB-vel parhuzamos egyenest. 351. Utmutatas. Bizo-
nyitsatok be, hogy az AMO és CKO haromszogek egyenld szarnak.
353. AD : DB =2:3. 396. 25° 55° 100° 399. 35°, 35° 110°.
400. 140°. 403. Utmutatas. Hatarozzatok meg az ABC haromszog
szOgeit és bizonyitsatok be, hogy AMB és MAC egyenl6 szaru
haromszdgek. 404. 36°, 72°, 72°. 405. Utmutatas. Alkalmazzatok
az indirekt bizonyitds modszerét. 407. Hegyesszogi. Utmutatas.
Vizsgéaljatok meg sorba a haromszdg szogeit. Mivel két masik szég
0sszege nagyobb, mint 90°, ezért a vizsgalt szdg kisebb lesz, mint
90°. Mivel mindegyik szég kisebb, mint 90°, ezért a haromszdg
hegyesszdgl lesz. 408. Utmutatas. A DAC haromszég DAC szége
tompasz6g. Tehat DC>AC. 410. Nem. 412. 36°, 72°, 72° vagy 90°,
45°, 45°. 414. Utmutatas. Vegyetek az m egyenesen egy barmilyen
X pontot és hasonlitsatok dssze az AX + B X 6sszeget az AB szakasz

hosszaval. 415. 3cm. 416. 90°—2—. 417. Utmutatas. Az AMoldal-

felez6 M -en tuli meghosszabbitasara felmérjik az MD szakaszt,
amely egyenl6 ezzel a sulyvonallal, és vizsgaljatok meg az ABD

540 0 /540V (180"

haromszoget. 418. J . 419. 90°, 40°, 50°.

Utmutatas. Vizsgéljatok meg a DAK haromszoget, ahol a K pont
az AB szakasz felez6pontja. 421. 36 cm. 449. Utmutatas. Bizonyit-
satok be az AKH és a CMH haromszogek egybevagdsagat.
450. Utmutatas. Bizonyitsatok be, hogy MEN A=NFM A Innen
kdvetkezik, hogy MK = NK. Ezenkivil KE =FM = NE. Tehat
MK = MN. 451. Nem. 453. 50°, 130°. 465. 30°, 1 cm. 466. 9 cm.
467. 15 cm. 470. 8 cm. 471. 6 cm. Utmutatas. Bizonyitsatok be,
hogy az ADB haromszdg egyenl6 szar(. 473. 21 cm. 491. 1,5 cm.
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492. 60 cm. 493. Adott sugaru és adott kézéppontd kérvonal.
494. Annak a szakasznak a felez6merdlegese, amely az adott
pontokat koti 0ssze. 495. Két egyenes, amely az adott egymast
metsz6 egyenesek altal alkotott négy szég szogfelezdi lesznek.
496. Az adott alap felez6merdlegesenek minden pontja, Kivéve a
merd6leges és az alap metszéspontjat. 497. Annak a szakasznak a
felez6merélegese, amely mer6leges az adott egyenesekre, és amely-
re a szakasz végpontjai illeszkednek. 498. Parhuzamos egyenes
par, melyek mindegyike megadott tavolsagra van az adott egye-
nest6l. 499. Utmutatas. Kossétek 6ssze az M pontot a kérvonal O
kozéppontjaval. Vizsgaljatok meg az AOM és BOM haromszdgeket.
500. A B pontot tartalmaz6 félsik minden pontja, amelynek a
hatarvonala az AB szakasz felez6merélegese lesz, kivéve a félsik
hatarvonalat. 501. A sik minden olyan pontja, amelyek nem tar-
toznak az A kdzépponti AB sugard kérlaphoz. 503. 55°, 85°, 40°.
505. 20°. 521. 1) 90° 2) 120°. 522. 12 cm. 523. 40°. 524. 120°.
529. Az adott egyenesre merdleges, az adott ponton athaladé
egyenes minden pontja, kivéve az adott pontot. 530. A szdgfelezd
minden pontja, kivéve a sz6g cstcsat. 531. A sik minden pontja,
kivéve az adott egyenes pontjait. 532. Utmutatas. Az OAK
hdaromszoget vizsgadlva bizonyitsatok be, hogy OK =2AK.
533. Utmutatas. Alkalmazzatok a kérvonalhoz egy adott pontbél
hazott érint6 tulajdonsagait. 537. 18°. 557. 24 cm, 24 cm, 20 cm.
558. 20 cm, 14 cm, 18 cm. 559. 50°, 55°, 75°. 562. Utmutatas. Al
kalmazzatok a korhdz egy adott ponthdl hlzott érinték tulajdon-
sagat. 563. a. 564. 16 cm. Utmutatas. Bizonyitsatok be, hogy a
keletkezett haromszogek kerlleteinek 6sszege egyenlé az adott
haromszog keriiletével. 565. 0,5 cm. Utmutatas. Legyen az M 1és
M2pontok azoknak a kérvonalaknak az érintési pontjai, melyeket
az ABD és DBC haromszdgekbe irtak. A DMXés DM2szakaszok-
ra alkalmazzatok az 562. feladat eredményét. 566. Utmutatas.
Alkalmazzatok azt, hogy a haromszdg szogfelez6i, a jelen esetben
az AMC-jé is, egy pontban metszik egymast. 567. Utmutatas.
Jeldljétek a szog kilonbozd szarain az M és N pontot. Rajzoljatok
meg a BMN és BNM szdgek szogfelezit. A sz6g kiilonbdz6 széra-
in jeléljétek az E és F pontot. Rajzoljatok meg a BEF és BFE
szogek szogfelezGit. 568. 36°, 36°, 108°. Utmutatas. Alkalmazzatok
azt, hogy az FAO és BOA haromszdgek egyenl6 szarnak. 570. 52°,
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52°, 76°. 571. 3 cm, 7 cm. 595. Utmutatas. A sz6g szaran fekvé
ponton keresztul fektessetek merdleges egyenest a sz6g masik
szarahoz. 597. Utmutatas. Szerkesszetek egy derékszégid harom-
szoget, melynek atfogoja egyenld az adott szogfelezbvel, a hegyesszo-
ge pedig az adott szdg felével. 599. Utmutatas. Szerkesszetek
derékszogl haromszoget, melynek egyik befogdja az adott alap
felével egyenld, a masik pedig a kor sugaraval. 602. Utmutatés.
Szerkesszetek derékszdgl haromszoget, az adott magassaggal
egyenl6 befogd és szemben lév8 hegyesszége alapjan, amely az
adott szoggel egyenld. 604. Utmutatas. Szerkesszetek derékszog
haromszoget, amelynek az &tmérdje az adott oldallal egyenld, a
befogd pedig az adott magassaggal. 611. Utmutatas. Szerkessze-
tek derékszogl haromszoget, amelynek az egyik befogoja a befog6
és a sugar kiilénbsége lesz, a masik befog6 pedig a sugarral egyen-
16. Akkor a mésik befog6val szemkozti szog a keresett haromszdg
hegyesszégének a felével lesz egyenld. 615. Utmutatas. Szerkesz-
szetek korvonalat az adott hdrom ponton keresztil. 616. Szer-
kesszetek egy 60°-0s szdget. Ezutan alkalmazzatok a kovetkez6
egyenléséget: 6° = 60° - 54°, 618. 1) 15°, 95°, 70° 2) 46°,
59°, 75°. 619. 25°, 65°. 620. 1) hegyesszdgl; 2) tompaszogd.
631. Utmutatas. A keresett pont az n egyenestl AB tavolsagra
lévd PMH-hez tartozik. APMH olyan parhuzamos egyenesparok,
melyek az n egyenessel parhuzamosak. Az egyeneseket metszé m
egyenes metszéspontjai kielégitik a feltételt. A feladatnak két
megoldasa van. 638. Utmutatas. Rajzoljatok egy szakaszt, amely
merdleges lesz a két parhuzamos egyenesre, és az A és b végpont-
jai ezekre az egyenesekre illeszkednek. Akkor a keresett kérvonal
kozéppontja két PMH-hez tartozik: az els6é az A és b pontoktdl

egyenl6 tdvolsagra 1évd pontokhoz és a méasik az -2A B tavolsag-

ra az adott ponttdl. 639. Utmutatas. Az adott egyenest b pontban
érinté korvonalak kézéppontjainak mértani helye egy egyenes
lesz, amely mer6leges az adottra és ezen a ponton atmegy (az adott
b pont a PMH-hez nem tartozik). Az A és b pontokon &thalado
korvonalak kozéppontjainak mértani helye az AB szakasz fele-
z6merGlegese lesz. 645. Utmutatas. Szerkesszétek meg a BCD
derékszogl haromszdget, melyben a BC befog6 az adott befogdval
lesz egyenld, a DC befog6 pedig az atfog6 és a masik befogd dsz-
szegével. Akkor a keresett ABC haromszég A cslcsa a BD szakasz
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felez6mer6legesére illeszkedik. 646. Utmutatas. Szerkesszétek
meg az ADB haromszdget, melyben DZ = 45°, a DB oldal egyenl6
az adott befogdk dsszegével, az AB oldal pedig az adott atfogoval.
647. Utmutatas. Szerkesszétek meg az ADB haromszéget, melyben
Dz = 135° DB oldal egyenld az adott befogok kilénbségével, az
AB oldal pedig az adott atfogdval. 648. Utmutatas. Szerkesszétek
meg a DBC haromszdget, melyben CZ = 90°, CB befogd az adott
befogo6val legyen egyenlé, és a CD befogd pedig az atfogo és a
masik befogd kulénbségével. Ekkor a keresett A csics a DB sza-
kasz felez6mer6legesére fog illeszkedni. 650. Utmutatas. Szer-
kesszétek meg az ADC haromszoget, melynek AC oldala az adot-
tal egyenl6, a DC oldal legyen a két masik oldal 6sszege, a DCA
sz6g pedig egyezzék meg az adottal. 651. Utmutatas. Szerkesszé-
tek meg az ADC haromszdget, melyben az AC oldal az adott ol-
dallal egyenld, a C szdg az adott szoggel egyenld, a DC oldal pedig
a két mésik oldal kulénbségével. A keresett ABC hadromszdg B
csucsa az AD oldal felez6mer6legesére illeszkedik. A leirt szer-
kesztést abban az esetben lehet alkalmazni, ha a C szég a nagyob-
bik ismeretlen oldalra fekvé szog lesz. 652. Utmutatas. Szerkesz-

szétek meg az ADC haromszdget, amelyben DZ = 90°+-2, ahol 6

az adott sz6g, az AC oldal egyenl6 az adott oldallal, az AD oldal
pedig az adott oldalak killonbségével. Akkor a keresett B cslcs a
DC oldal felez6mer6legesére fog illeszkedni. 653. Utmutatas.

Szerkesszétek meg az ADC haromszéget, amelyben DZ = > ahol

6 az adott szdg legyen, az AC oldal egyenld az adott oldallal, az
AD oldal pedig az adott oldalak 0sszegével. Ekkor a keresett B
csucs a DC oldal felez6merélegeséhez fog illeszkedni. 654. Utmu-
tatas. Szerkesszétek meg az ADC haromszdget, amelyben az AC
oldal egyenlé az adott oldallal, a DC oldal az ismeretlen oldalak
Osszege lesz, DACZ =90° +a, ahol a a feltételben szerepl6 szogek
kiilénbségének a fele. 656. Utmutatas. Szerkesszétek meg a de-
rékszogl haromszoget a magassaggal egyenlé befogoja, valamint
az adottal egyenld szemben fekvd szdge alapjan. Ennek a harom-
szognek az atfogdja lesz a keresett hAromszog egyik oldala. Ekkor
a feladatot a 650. feladat alapjan kell megoldani. 657. Utmutatas.
Szerkesszétek meg a BDM derékszdgl haromszoget, melyben a
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BM atfog6 az adott sulyvonallal egyenlé', a BD befogd pedig az
adott magassaggal. Ekkor a keresett haromszog korulirt kérvona-
lanak kdzéppontja arra az egyenesre illeszkedik, amelyre az M
pont illeszkedik és amely meréleges a DM szakaszra. 658. Utmu-
tatds. Szerkesszétek meg az ABD haromszdget, melyben az AB és
AD oldalak egyenl6k az adott két oldallal, a BD oldal pedig 2-szer

2cm 2cm 10 cm 10 cm
A ff i "T>2

351. abra 352. abra
nagyobb, mint az adott stlyvonal. 659. Utmutatas. Szerkesszé-
tek meg az ADC haromszdget, melyben az AC egyenl6 az adott
oldallal, az AD oldal pedig 2-szer nagyobb, mint az adott oldalfe-
lez6, a D pontbdl hGzott magassag az adott magassaggal egyenl6.
Mutassatok meg, hogy a keresett DC oldal lesz az egyik ismeret-
len oldala a keresett haromszégnek. 661. 65°. 662. 15° 75°. 663.

4,
180°. 665.— .. 666. Az X1és X2 pontok a 351. 4bran lathatok.

667. Az Ej és Y2pontok a 352. 4bran lathatdék. 670. 60° vagy 180°.
Két megoldasa van. 671. 40° vagy 140°. Két megoldasa van. 673.
20°. 675. 42 cm. 689. 15 cm. 700. 45°, 45°, 90°. 702. 30°, 40°, 110°.
703. 35° 704. 10°. 705. 52°, 52°, 76°. 706. 70°, 70° 40° 711. 33°,
57°. 712. 45°, 716. 50°, 50°, 80° vagy 80°, 80°, 20°. 718. 70°, 70°, 40°
vagy 50° 50° 80°. 719. 135°. 722. 22 cm. 723. 9 cm. 724. 60°. 728.
120°. 732. 60°. 736. 6 cm. 738. Utmutatas. Legyen O a kérvonal
kdzéppontja. Bizonyitsatok be, hogy CODZzZ = 180°. 739. 114°.
741. Utmutatas. Bizonyitsatok be, hogy az Oxés 02pontok a B
sz0g szogfelezbjére illeszkednek.

Az Onellenérzés teszt formaban feladatainak megoldasa

A feladat

sorszama 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
1 c b A C C cCc B B C B ¢
2 B B D D B € B B A C B
3 D C C A A B CcC C B C B
4 c b A C B A c C¢C D B -—
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MATEMATIKAI KIFEJEZESEK EREDETE

Axiéma [Akcioma]

Szogfelezd
[BicekTpucal
Geometria
[CeomeTpisn]

Atfogo [[inoTeHysa]
Fok [pagyc]

Atl6 [fliaroHans]
Atmérd [fiameTp]
Befogo [KaTeT]
Négyzet [KBagpaT]
Kocka [Ky6]

M atematika
[MaTtemaTukal
Sulyvonal
[MegiaHa]

Méter [MeTp]

Parhuzamossag
[MapanenbHicTb]

Kertulet
[MepumeTp
Merdleges
[MepneHankynsap]
Sikmértan
[MnaHimeTpina]
Arany
[Mponopuin]
Sugar [Pagiyc]
Teétel [Teopema]
Szogmérd
[TpaHcnopTup]
Alakzat [®irypa]
Képlet [Popmyna]
Har [Xopaa]
Kodzéppont

[LenTp]
Kérzé [Uupkynb]

- a gorog axios sz6hol ered — jelentése elisme-
résre mélté

- a latin bis —jelentése kétszeres és a secrix -
jelentése metszd'
—a latin geo —jelentése fold és a metreo —je-
lentése mérés
- a latin gipotenusa —jelentése ami 6sszekot
- a latin gradus - 1épés, 1épcsé
- a gorog dia - keresztil, 4t és a gonium - szog
- a gordg diametros - 4tméré
- a gorog katetos - fuigg6 6n, figgdbleges irany
- alatin quadratus - négyszog (a quattuor- négy)
- a gordg kybos — dobokocka
- a gorég mathematike (a mathema — tudas,
tudomany)
- a gorog medius —kozéps6

- afrancia métre - mér6palca vagy a goérég met-
réon —meérték

- a gorog parallelos - aki kézel megy

- a gorog peri —koril és a metreo —meérni

- a latin perpendicularis - fiigg6leges

- a gorégplanum - sik

- alatin proportio - 0sszefiiggés

- alatin radius - kill6 a kerékben, fénysugér
- a gorog theoreo - megvizsgalni, meggondolni
- a latin transportaro —atvinni, atforditani

- alatin figura —kinézet, kep

- a latin formula - forma, szabaly

- a gordg chorde —hur, idegszal

- a latin centrum - a korz6 leszurodo aga

- a latin circulus —kor
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